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ОЦЕНКА ВНУТРЕННЕЙ ДИЛАТАЦИИ
КОЛЬЦЕВЫХ Q−ГОМЕОМОРФИЗМОВ

В статье установлена оценка внутренней дилатации для кольцевых Q-гомеоморфизмов при локаль-
но интегрируемой функции Q.

1. Введение. Ввиду того, что ёмкости и модули являются основным геомет-
рическим методом в современной теории отображений, следующая концепция была
предложена профессором Олли Мартио, см., напр., [7]–[9]. Пусть D – область в Rn,
n ≥ 2, и пусть Q : D → [1,∞] – измеримая функция. Гомеоморфизм f : D → Rn =
Rn

⋃{∞} называется Q−гомеоморфизмом, если

M(fΓ) ≤
∫

D

Q(x) · ρn(x) dm(x) (1)

для любого семейства Γ путей в D и любой допустимой функции ρ для Γ. Здесь m
обозначает меру Лебега в Rn.

Эта концепция является естественным обобщением геометрического определения
квазиконформного отображения по Вяйсяля, см., напр., 13.1 и 34.6 в [16]. Целью тео-
рии Q−гомеоморфизмов является установление взаимосвязей между различными
свойствами мажоранты Q и самого отображения f .

Напомним, что борелева функция ρ : Rn → [0,∞] называется допустимой для
семейства кривых Γ в Rn, пишут ρ ∈ admΓ, если

∫

γ

ρ ds ≥ 1 (2)

для всех γ ∈ Γ. Модуль семейства кривых Γ определяется равенством

M(Γ) = inf
ρ∈adm Γ

∫

D

ρn(x) dm(x). (3)

Для отображения f : D → Rn, имеющего в D частные производные почти всюду
(п.в.), полагаем f ′(x) – якобиева матрица отображения f в точке x, J(x, f) – якобиан
отображения f в точке x, т.е. детерминант f ′(x). В дальнейшем

‖f ′(x)‖ = max
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h|

– матричная норма f ′(x). Пусть, кроме того,

l
(
f ′(x)

)
= min

h∈Rn\{0}
|f ′(x)h|
|h| .
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Напомним, что внешняя дилатация отображения f в точке x есть величина

KO(x, f) =
‖f ′(x)‖n

|J(x, f)| ,

если J(x, f) 6= 0, KO(x, f) = 1, если f ′(x) = 0, и KO(x, f) = ∞ в остальных точках.
Внутренняя дилатация отображения f в точке x есть величина

KI(x, f) =
|J(x, f)|
l (f ′(x))n ,

если J(x, f) 6= 0, KI(x, f) = 1, если f ′(x) = 0 , и KI(x, f) = ∞ в остальных точках.
Линейная дилатация f в точке x есть величина

H(x, f) = n
√

KI(x, f)KO(x, f).

Пусть E ,F ⊆ Rn− произвольные множества. Обозначим Γ(E, F, D) семейство
всех кривых γ : [a, b] → Rn , которые соединяют E и F в D , т.е. γ(a) ∈ E , γ(b) ∈ F
и γ(t) ∈ D при t ∈ (a, b). Следующее понятие, мотивированное кольцевым опреде-
лением квазиконформности по Герингу, см. [1], и представляющее собой обобщение
и локализацию понятия Q–гомеоморфизма, впервые было введено В.Рязановым,
У.Сребро и Э.Якубовым на плоскости, см., напр., [12], [13]. Пусть r0 = dist(x0, ∂D)
и пусть Q : D → [0,∞] – измеримая по Лебегу функция.

Положим
A(r1, r2, x0) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} ,

S i = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri}, i = 1, 2.

Говорят, что гомеоморфизм f : D → Rn является кольцевым Q-гомеоморфизмом в
точке x0 ∈ D, если соотношение

M (f (Γ (S1, S2, A))) ≤
∫

A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (4)

выполнено для любого кольца A = A(r1, r2, x0), 0 < r1 < r2 < r0 и для каждой
измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r) dr ≥ 1 .

Если (4) выполнено для каждой точки x0 ∈ D, то f называется кольцевым Q−го-
меоморфизмом. Следует отметить, что в случае ограниченной функции Q(x), опре-
деления кольцевого Q–гомеоморфизма и Q-гомеоморфизма эквивалентны, и, фак-
тически, генерируют собой определение квазиконформных отображений, см. зна-
менитую работу Геринга [1]. В общем случае, каждый Q-гомеоморфизм является
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кольцевым, но не наоборот. В работе [12] приведены примеры кольцевых Q-гоме-
оморфизмов в фиксированной точке x0, таких что 0 < Q(x) < 1 на некотором
множестве, для которого x0 является точкой плотности.

Проблема локального поведения Q-гомеоморфизмов изучалась в Rn в случае
Q ∈ BMO (ограниченного среднего колебания) в работах [7]–[9], а в случае Q ∈
FMO (конечного среднего колебания) и в других случаях в работах [10] и [11]–
[13]. В работах [19], [14] было установлено свойство ACL для Q-гомеоморфизмов в
Rn, n ≥ 2 при локально интегрируемой Q. Там же показана принадлежность таких
Q-гомеоморфизмов соболевскому классу W 1,1

loc и дифференцируемость п.в. Также
установлена оценка внешней дилатации для Q-гомеоморфизмов

KO(x, f) ≤ Cn Qn−1(x) (5)

для п.в. x ∈ D. Эти результаты были перенесены на кольцевые Q-гомеоморфизмы
в работе [20]. Здесь устанавливается новая оценка внутренней дилатации для коль-
цевых Q-гомеоморфизмов

KI(x, f) ≤ cnQ(x) (6)

для п.в. x ∈ D, где константа cn зависит только от размерности n.
Следуя работе [6], пару E = (A,C) называем конденсатором, где A ⊂ Rn –

открытое множество, а C – непустое компактное множество, содержащееся в A. E
называем кольцевым конденсатором, если B = A\C – кольцо, т.е., область, дополне-
ние которой Rn\B состоит в точности из двух компонент. E называем ограниченным
конденсатором, если множество A является ограниченным. Говорят, что конденса-
тор E = (A,C) лежит в области D, если A ⊂ D. Очевидно, что если f : D → Rn –
открытое отображение и E = (A,C) – конденсатор в D, то (fA, fC) также конден-
сатор в fD. Далее fE = (fA, fC) .

Пусть E = (A, C) – конденсатор. W0(E) = W0(A, C) – семейство неотрица-
тельных функций u : A → R1 таких, что 1) u ∈ C0(A), 2) u(x) ≥ 1 для x ∈ C, и
3) u принадлежит классу ACL и пусть

|∇u| =

(
n∑

i=1

(∂iu)2
)1/2

.

Полагают
capE = cap (A, C) = inf

u∈W0(E)

∫

A

|∇u|n dm

и называют ёмкостью конденсатора E. Известно, что

cap E ≥ (inf mn−1 S)n

[m(A \ C)]n−1 , (7)

где mn−1 S – (n − 1)-мерная мера Лебега C∞ – многообразия S, являющегося гра-
ницей S = ∂U ограниченного открытого множества U , содержащего C и содержа-
щегося вместе со своим замыканием U в A, а точная нижняя грань берется по всем
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таким S. см. Предложение 5 из [17], и

cap E = M(∆(∂A, ∂C; A \ C)) , (8)

где, для множеств S1, S2 и S3 в Rn, n ≥ 2, ∆(S1, S2;S3) обозначает семейство всех
непрерывных кривых, соединяющих S1 и S2 в S3, см. [2]–[15].

Напомним, что отображение f : D → Rn обладает (N−1)-свойством, если из
условия |f(E)| = 0 следует |E| = 0, где |E| – мера Лебега множества E ⊂ D.

Теорема 1. Пусть D – область в Rn, n ≥ 2, и пусть f : D → Rn – кольцевой
Q-гомеоморфизм с Q ∈ L1

loc. Тогда f обладает (N−1)-свойством.
Доказательство. Согласно [19], f ∈ W 1,1

loc и

‖f ′(x)‖n ≤ Cn Qn−1(x) J(x, f)

для п.в. x ∈ D. Поэтому на основании работы [5], см. теорему 1.2., достаточно пока-
зать, что Qn−1 ∈ Ln′−1

loc , где 1
n′ + 1

n = 1. Действительно, для компактного множества
V ⊂ D имеем, что ∫

V

Q(x)(n−1)(n′−1)dx =
∫

V

Q(x) dx < ∞.

Таким образом, по работе [18] получаем из теоремы 1:
Следствие 1. Пусть D – область в Rn, n ≥ 2, и пусть f : D → Rn – кольцевой

Q-гомеоморфизм с Q ∈ L1
loc. Тогда J(x, f) 6= 0 п.в.

Теорема 2. Пусть D и D′ – области в Rn, n ≥ 2, и f : D → D′ – кольцевой
Q-гомеоморфизм с Q ∈ L1

loc. Тогда п.в.

KI(x, f) ≤ cnQ(x) ,

где константа cn зависит только от n.
Доказательство. Согласно работе [20], f дифференцируемо п.в. и по следствию

1 J(x, f) 6= 0. В каждой точке x ∈ D дифференцируемости отображения f , где
J(x, f) 6= 0, рассмотрим конденсатор (Er, Gr), где Er = {y : |x− y| < 2r} и Gr = {y :
|x− y| ≤ r}.

Тогда (fEr, fGr) – кольцевой конденсатор в D′ и, согласно [2], см. также [3] и
[15],

cap (fEr, fGr) = M(∆(∂fEr, ∂fGr; fRr(x))) ,

где Rr(x) = Er \Gr и, ввиду гомеоморфности f,

∆(∂fEr, ∂fGr; fRr(x)) = f (∆ (∂Er, ∂Gr;Rr(x))) .

Таким образом, так как f является кольцевым Q-гомеоморфизмом,

cap (fEr, fGr) ≤
∫

r<|x−y|<2r

Q(y) ηn(|x− y|) dm(y)
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для любой неотрицательной измеримой функции η : (r, 2r) → [0,∞] , такой что
2r∫
r

η(t)dt ≥ 1.

В частности, рассмотрим однопараметрическое семейство вещественнозначных
функций

ηr(t) =
{

1
r , если t ∈ (r, 2r),
0, если t ∈ R \ (r, 2r).

Тогда

cap (fEr, fGr) ≤ 2nΩn

m(Er)

∫

Er

Q(y) dm . (9)

С другой стороны, по неравенству (5)

cap (fEr, fGr) ≥ (inf mn−1 S)n

[m(fEr \ fGr)]
n−1 . (10)

Комбинируя (7) и (8) получаем, что

(inf mn−1 S)n ≤ 2nΩn [m(fEr \ fGr)]
n−1

m(Er)

∫

Er

Q(y) dm,

где mn−1 S – (n− 1)-мерная мера Лебега C∞ – многообразия Sr, являющегося гра-
ницей Sr = ∂Ur ограниченного открытого множества Ur, содержащего fGr и содер-
жащегося вместе со своим замыканием Ur в fEr, а точная нижняя грань берется по
всем таким Sr.

При r → 0 множество f(Gr) с точностью до o(r) представляет собой эллипсоид
f ′(Gr), являющийся образом шара Gr при линейном отображении f ′. Если дан-
ный эллипсоид имеет полуоси 0 < a1r ≤ ... ≤ anr, то m(f ′Gr) = Ωna1 . . . anrn =
ΩnJ(x, f)rn.

Разместим наш эллипсоид таким образом, чтобы его центр совпал с началом
координат, а главные направления с координатными осями e1, ..., en. Тогда площадь
его поверхности допускает нижнюю оценку:

mn−1(f ′(Gr)) ≥ 2mn−1(Pr1(f ′(Gr))) = 2Ωn−1a2...anrn−1 = 2Ωn−1
J(x, f)
l(f ′(x)

rn−1,

где Pr1 обозначает проекцию на гиперплоскость, перпендикулярную вектору e1.
Следовательно,

[
ωn−1

J(x, f)
l(f ′(x))

rn−1 − o(rn−1)
]n

≤ [
mn−1∂f ′(Er)− o(rn−1)

]n ≤

≤ 2nΩn [m(fEr \ fGr)]
n−1

m(Er)

∫

Er

Q(y) dm.
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Разделив это неравенство на rn(n−1) и устремляя r → 0, будем иметь
[

J(x, f)
l(f ′(x))

]n

≤ [J(x, f)]n−1cnQ(x)

для п.в. x ∈ D., следовательно,

KI(x, f) =
J(x, f)

ln(f ′(x))
≤ cnQ(x)

для п.в. x ∈ D.
Следствие 2. Пусть D и D′ – области в Rn, n ≥ 2, и f : D → D′ – кольцевой

Q-гомеоморфизм с Q ∈ L1
loc. Тогда п.в.

H(x, f) ≤ cnQ(x),

где константа cn зависит только от n.

Следствие 3. Пусть D – область в Rn, n ≥ 2, и пусть f : D → Rn – кольцевой
Q-гомеоморфизм с Q ∈ L1

loc. Тогда H(x, f),KI(x, f) ∈ L1
loc(D).

Из работ [20], [4] вытекает важное следствие на плоскости для кольцевых Q-
гомеоморфизмов.

Следствие 4. Пусть D , D′ – области в R2, и пусть f : D → D′ – кольцевой
Q-гомеоморфизм с Q ∈ L1

loc. Тогда f−1 ∈ W 1,2
loc (D′).
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