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ПРЕДИСЛОВИЕ

В монографии, предлагаемой Вашему вниманию, представлены ре-
зультаты исследований авторов по актуальным направлениям современ-
ной теории нелинейных дифференциальных уравнений в частных произ-
водных. Коротко эти направления можно обозначить так: исследование
существования и свойств решений уравнений со слабо интегрируемыми и
нерегулярными данными, изучение условий устранимости особенностей
решений и исследование граничных режимов с сингулярным обострени-
ем. Объединяющая особенность указанных направлений состоит в том,
что присущие им результаты и методы исследования в значительной сте-
пени отражают сингулярный характер решений рассматриваемых урав-
нений.

Первое направление включает изучение нелинейных уравнений ди-
вергентного вида с L1-правыми частями и мерами в качестве правых
частей. Исследования в этом направлении стали активно развиваться с
конца 80-х годов прошлого столетия, и к настоящему времени в целом по-
строена теория нелинейных эллиптических уравнений второго порядка
с L1-данными или данными-мерами. В рамках этой теории введены по-
нятия слабого, энтропийного и ренормализованного решений рассматри-
ваемых уравнений, доказаны теоремы существования и единственности
таких решений и описаны их свойства суммируемости. Среди исследова-
телей, внесших существенный вклад в развитие данной теории, отметим,
например, таких математиков, как Ph.Bénilan, L. Boccardo, T.Gallouët,
R.Gariepy, F.Murat, M.Pierre и J. L.Vázquez. В монографии изложению
некоторых вопросов, изучаемых в пределах рассматриваемого направле-
ния, посвящена часть I, состоящая из глав 1 и 2. Основное содержание
этой части составляют результаты А.А.Ковалевского. В главе 1, отве-
денной нелинейным эллиптическим уравнениям второго порядка с L1-
данными, изложены результаты об условиях на правую часть уравнения,
обеспечивающих предельную суммируемость энтропийного решения со-
ответствующей задачи Дирихле, описано улучшение свойств суммируе-
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мости энтропийного решения в зависимости от повышения интегриру-
емости правой части уравнения и детально представлены результаты
о существовании и априорных свойствах энтропийных решений зада-
чи Дирихле для уравнений с вырождающейся коэрцитивностью и L1-
правыми частями. Глава 2 посвящена нелинейным эллиптическим урав-
нениям четвертого порядка с усиленной коэрцитивностью и L1-данными.
В ней рассмотрены понятия энтропийного и правильного энтропийного
решений задачи Дирихле для указанных уравнений. Даны априорные
оценки и изложены теоремы существования и единственности этих реше-
ний, а также описаны их свойства суммируемости. Рассмотрены и другие
типы решений той же задачи.

Второе направление связано с изучением устранимости особенностей
решений квазилинейных эллиптических и параболических уравнений.
Исследования в этом направлении активно развиваются, начиная с 60-х
годов прошлого века. В рамках соответствующей теории получены точ-
ные условия устранимости особенностей решений квазилинейных эллип-
тических и параболических уравнений с коэффициентами из лебеговых
классов и классов Като. Среди исследователей, внесших значительный
вклад в развитие данного направления, отметим, например, таких мате-
матиков, как D.G.Aronson, H.Brézis, A. Friedman, S.Kamin, L.A. Peletier,
В.А.Кондратьев, Е.М.Ландис, J. Serrin и L.Véron. Изложению некото-
рых аспектов, изучаемых в пределах рассматриваемого направления,
в монографии посвящена часть II, состоящая из глав 3–5. Основное
содержание этой части – результаты В.Лискевича, И.И.Скрыпника и
И.В.Скрыпника. В главе 3 описаны точные условия устранимости изо-
лированных особенностей и особенностей на многообразиях решений ква-
зилинейных эллиптических уравнений с коэффициентами из лебеговых
классов. В главе 4 даны точные условия устранимости изолированных
особенностей решений квазилинейных параболических уравнений с ко-
эффициентами из лебеговых классов. Наконец, в главе 5 рассмотрены
квазилинейные эллиптические уравнения с коэффициентами из классов
Като. Здесь дано доказательство неравенства Харнака для неотрица-
тельных решений и описаны точные условия устранимости изолирован-
ных особенностей решений рассматриваемых уравнений.

Третье направление представляет исследования асимптотических
свойств решений параболических уравнений с сингулярно обостряющи-
мися в некоторый момент времени граничными данными. Эти исследо-
вания, инициированные различными новыми физико-математическими
моделями, в частности, моделями, связанными с проблемами управляе-
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мого термоядерного синтеза, активно развиваются с начала 60-х годов
двадцатого столетия. Впервые эффект пространственной локализации
множества интенсификации (blow-up-множества) решения или, иначе го-
воря, локализации сингулярного граничного режима, был обнаружен
А.А.Самарским и И.М.Соболем (1963 г.) для модельного квазилинейно-
го уравнения теплопроводности. В дальнейшем для различных классов
модельных параболических уравнений, допускающих применение мето-
да суб- и супер-решений, условия локализации и нелокализации гранич-
ных режимов, а также различные оценки поведения решений в окрест-
ности времени обострения граничного режима были установлены в рабо-
тах А.А.Самарского, С.П.Курдюмова, В.А. Галактионова, B.H.Gilding,
M.A.Herrero, C.Cortazar, M.Elgueta и других математиков. В конце 90-х
годов прошлого века А.Е.Шишковым был разработан альтернативный
метод исследования сингулярных граничных режимов для общих квази-
линейных параболических уравнений второго порядка, не связанный с
барьерной техникой, а являющийся некоторой трансформацией метода
локальных энергетических оценок, использовавшегося ранее для иссле-
дования носителей вырождающихся параболических уравнений. В мо-
нографии изложению методов и результатов, принадлежащих рассмат-
риваемому направлению, посвящена часть III, состоящая из глав 6–9.
Основное содержание этой части составляют результаты А.Е.Шишкова.
В главе 6 на основе упомянутого трансформированного метода локаль-
ных энергетических оценок описаны точные достаточные условия ло-
кализации сингулярных граничных режимов для общих дивергентных
"дважды" нелинейных параболических уравнений второго порядка типа
медленной, быстрой и "нейтральной" диффузии. Отметим, что в послед-
ние годы А.Е.Шишковым и В.А. Галактионовым метод локальных ин-
тегральных оценок был развит применительно к общим квазилинейным
параболическим уравнениям произвольного порядка. В главе 7 дано мо-
дифицированное доказательство достаточных условий локализации син-
гулярных режимов для разных классов уравнений высокого порядка, а в
главе 8 изучены нелокализованные режимы и устанавлены точные оцен-
ки сверху для скорости распространения волны сингулярности. Наконец,
глава 9 содержит технические элементы доказательств результатов глав
6–8.

Донецк, июнь 2010 г. Авторы





ЧАСТЬ I

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

С L1-ДАННЫМИ





ГЛАВА 1

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

ВТОРОГО ПОРЯДКА С L1-ДАННЫМИ

1.1. Введение

Пусть n ∈ N, n > 2, Ω – ограниченное открытое множество в Rn и
p ∈ (1, n). Пусть c1, c2 > 0, g ∈ Lp/(p−1)(Ω), g > 0 в Ω, и пусть для любого
i ∈ {1, . . . , n} ai – функция Каратеодори на Ω×Rn. Будем предполагать,
что для почти всех x ∈ Ω и любых ξ ∈ Rn имеют место неравенства

n∑
i=1

|ai(x, ξ)| 6 c1|ξ|p−1 + g(x), (1.1.1)

n∑
i=1

ai(x, ξ)ξi > c2|ξ|p. (1.1.2)

Кроме того, будем считать, что для почти всех x ∈ Ω и любых ξ,ξ′ ∈ Rn,
ξ 6= ξ′, справедливо неравенство

n∑
i=1

[ ai(x, ξ)− ai(x, ξ′)](ξi − ξ′i) > 0. (1.1.3)

Пусть f ∈ L1(Ω). Рассмотрим следующую задачу Дирихле:

−
n∑

i=1

∂

∂xi

ai(x,∇u) = f в Ω, (1.1.4)

u = 0 на ∂Ω. (1.1.5)

Изучению существования и свойств решений этой задачи и близких
к ней задач для уравнений второго порядка с правыми частями из про-
странства L1(Ω) или класса мер Радона посвящена довольно обширная
литература (см., например, [4, 5, 13, 18, 19, 22–28, 35, 65, 68, 69, 71–73, 97,
105, 107, 108, 111]). Были введены и исследованы такие понятия решений
рассматриваемых задач, как слабое, энтропийное и ренормализованное
решения.
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Понятие слабого решения (решения из
◦

W 1,1(Ω) в смысле интеграль-
ного тождества для гладких функций) является естественным аналогом
обычного понятия обобщенного решения, которое в случае L1-данных,
вообще говоря, не имеет смысла. Теоремы существования слабых реше-
ний получены, например, в [23–26]. Отметим, что слабое решение суще-
ствует, вообще говоря, не для всех допустимых значений параметра p.
Подробнее об этом будет сказано ниже. Кроме того, в случае p = 2 cуще-
ствует пример неединственности слабого решения. По этому поводу см.
замечание 8 в [23].

Эффективный подход к исследованию разрешимости задач с L1-
данными, подобных задаче (1.1.4), (1.1.5), предложен в работе [13]. Он
связан с введением понятия энтропийного решения таких задач. Вообще
говоря, энтропийные решения являются элементами существенно более
широкого функционального множества по сравнению с соответствую-
щим энергетическим соболевским пространством. Оказывается, что эн-
тропийное решение, например, задачи (1.1.4), (1.1.5), существует без до-
полнительных ограничений на параметр p и оно единственно.

Применительно к задаче (1.1.4), (1.1.5) суть подхода, предложенного
в [13], состоит в следующем. Наряду с исходной задачей рассматривает-
ся последовательность аналогичных задач с данными fl ∈ C∞

0 (Ω), ап-
проксимирующими функцию f в L1(Ω), и исследуется соответствующая

последовательность обобщенных решений ul ∈
◦

W 1,p(Ω) этих задач. При
этом

(i) устанавливаются некоторые равномерные относительно l оценки
для мер множеств {|ul| > k} и {|∇ul| > k}, k > 0;

(ii) с использованием этих оценок доказывается, что для некоторой
возрастающей последовательности {lj} ⊂ N последовательности {ulj} и
{Diulj}, i = 1, . . . , n, сходятся почти всюду на Ω соответственно к неко-
торым функциям u : Ω → R и vi : Ω → R, i = 1, . . . , n;

(iii) используя установленные сходимости, осуществляется предель-
ный переход в интегральном тождестве, соответствующем аппроксими-
рующим задачам.
В результате получается семейство интегральных неравенств, определя-
ющее функцию u как энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Заме-
тим, что функции vi однозначно определяются по функции u и являются
своего рода производными u.

Кроме работы [13] вопросы существования и единственности энтро-
пийных решений задачи Дирихле для нелинейных эллиптических урав-
нений второго порядка с L1-данными или мерами в качестве данных
изучались, например, в [27, 111].
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Что касается ренормализованных решений, то, коротко говоря, они
являются элементами того же функционального множества, что и эн-
тропийные решения, но в отличие от последних удовлетворяют друго-
му семейству интегральных соотношений. В ряде случаев понятия эн-
тропийного и ренормализованного решения эквивалентны. Это верно,
например, по отношению к задаче (1.1.4), (1.1.5). Исследованию суще-
ствования и единственности ренормализованных решений посвящены,
например, работы [19, 35, 97, 108].

Приведем ряд используемых в дальнейшем определений и результа-
тов относительно задачи (1.1.4), (1.1.5) и связанных с нею классов функ-
ций.

Определение 1.1.1. Слабым решением задачи (1.1.4), (1.1.5) будем

называть функцию u ∈
◦

W 1,1(Ω) такую, что выполняются условия:
(i) для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x,∇u) ∈ L1(Ω);
(ii) для любой функции ϕ ∈ C∞

0 (Ω)
∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Diϕ

}
dx =

∫

Ω

fϕ dx.

По поводу этого определения см., например, [23, 24]. Если p > 2−1/n,
то согласно теореме 1 из [24] существует слабое решение задачи (1.1.4),

(1.1.5), принадлежащее
◦

W 1,λ(Ω) для любого λ, 1 6 λ < n(p− 1)/(n− 1).
Далее, пусть для любого k > 0 Tk – функция на R такая, что

Tk(s) =

{
s, если |s| 6 k,

k sign s, если |s| > k.

Известно, что если λ > 1, u ∈
◦

W 1,λ(Ω) и k > 0, то Tk(u) ∈
◦

W 1,λ(Ω) и
для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

DiTk(u) = Diu · 1{|u|<k} п. в. на Ω. (1.1.6)

Через
◦
T 1,p(Ω) обозначим множество всех функций u : Ω → R таких,

что для любого k > 0 Tk(u) ∈
◦

W 1,p(Ω).
Очевидно, что

◦
W 1,p(Ω) ⊂

◦
T 1,p(Ω). (1.1.7)

Вместе с тем множество
◦
T 1,p(Ω) содержит функции, не принадлежащие

L1(Ω). Например, если λ > n, y ∈ Ω, ρ > 0, B1 и B2 – замкнутые шары
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в Rn с центром в точке y и радиусами ρ и ρ/2 соответственно, B1 ⊂ Ω,
ϕ ∈ C1(Ω), причем 0 6 ϕ 6 1 в Ω, ϕ = 1 в B2, ϕ = 0 в Ω \ B1 и w –
функция на Ω такая, что

w(x) =

{
|x− y|−λϕ(x), если x ∈ Ω \ {y},
0, если x = y,

то w ∈
◦
T 1,p(Ω) \ L1(Ω). Следовательно, множество

◦
T 1,p(Ω) шире про-

странства
◦

W 1,p(Ω).

Заметим, что элементы множества
◦
T 1,p(Ω) являются измеримыми

функциями. Действительно, если u ∈
◦
T 1,p(Ω), то измеримость функции u

следует из измеримости функций Tk(u), k ∈ N, и поточечной сходимости
последовательности {Tk(u)} к u.

Множество функций
◦
T 1,p(Ω) введено в работе [13].

Для произвольных u : Ω → R и x ∈ Ω положим
k(u, x) = min{l ∈ N : |u(x)| 6 l}.

Определение 1.1.2. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω) и i ∈ {1, . . . , n}. Тогда δiu –

функция на Ω такая, что для любого x ∈ Ω

δiu(x) = DiTk(u,x)(u)(x). (1.1.8)

Предложение 1.1.1. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω) и i ∈ {1, . . . , n}. Тогда

для любого k > 0

DiTk(u) = δiu · 1{|u|<k} п. в. на Ω. (1.1.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное k > 0. Покажем,
что

DiTk(u) = δiu п. в. на {|u| < k}. (1.1.10)

Положим l0 = min{l ∈ N : k 6 l}. Так как Tl0(u) = Tk(u) на {|u| < k},
то существует множество El0 ⊂ Ω меры нуль такое, что для любого x ∈
{|u| < k} \ El0

DiTl0(u)(x) = DiTk(u)(x). (1.1.11)

Если l0 = 1, то для любого x ∈ {|u| < k} имеем k(u, x) = l0. Тогда из
(1.1.11) выводим (1.1.10). Пусть теперь l0 > 1. Легко видеть, что если
l ∈ N, l < l0, то существует множество El ⊂ Ω меры нуль такое, что для
любого x ∈ {|u| 6 l} \ El

DiTl(u)(x) = DiTk(u)(x). (1.1.12)
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Пусть x ∈ {|u| < k} \
l0⋃

l=1

El. Положим l1 = k(u, x). Имеем l1 6 l0. Если

l1 < l0, то x ∈ {|u| 6 l1} \ El1и в силу (1.1.12) DiTk(u)(x) = δiu(x). Если
же l1 = l0, то значения функций DiTk(u) и δiu в точке x равны в силу
(1.1.11). Таким образом, можно заключить, что (1.1.10) верно и в случае
l0 > 1.

Ясно, что если meas{|u| > k} > 0, то DiTk(u) = 0 п. в. на {|u| > k}.
Отсюда и из (1.1.10) вытекает (1.1.9). ¤

Отметим, что предложение 1.1.1 установлено в статье [69]. Кроме
того, заметим, что в [13] равенство вида (1.1.9) служит для определе-
ния "градиента" элементов некоторого функционального класса, содер-
жащего множество

◦
T 1,p(Ω). Непосредственное определение функций δiu

для u ∈
◦
T 1,p(Ω) формулой (1.1.8) дано в [69].

Из (1.1.6), (1.1.7) и предложения 1.1.1 следует, что если u ∈
◦

W 1,p(Ω),
то для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем δiu = Diu п.в. на Ω. Более того, из

(1.1.6) и предложения 1.1.1 вытекает, что если u ∈
◦
T 1,p(Ω) ∩

◦
W 1,1(Ω), то

для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем δiu = Diu п. в. на Ω.

Наконец, из предложения 1.1.1 следует, что если u ∈
◦
T 1,p(Ω), то для

любого i ∈ {1, . . . , n} имеем DiTk(u) → δiu п.в. на Ω. Отсюда заключаем,

что если u ∈
◦
T 1,p(Ω), то функции δiu, i = 1, . . . , n, измеримы.

Определение 1.1.3. Если u ∈
◦
T 1,p(Ω), то δu – отображение Ω в Rn

такое, что для любых x ∈ Ω и i ∈ {1, . . . , n} имеем (δu(x))i = δiu(x).

Для любого λ ∈ [1, n) положим λ∗ = nλ/(n− λ).

Напомним (см., например, [48, гл. 7 ]), что если λ ∈ [1, n), то
◦

W 1,λ(Ω)
⊂ Lλ∗(Ω) и существует положительная постоянная cn,λ, зависящая толь-

ко от n и λ, такая, что для любой функции u ∈
◦

W 1,λ(Ω)

( ∫

Ω

|u|λ∗ dx

)1/λ∗

6 cn,λ

( ∫

Ω

|∇u|λ dx

)1/λ

. (1.1.13)

Предложение 1.1.2. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω), λ ∈ [1, p ] и |δu| ∈ Lλ(Ω).

Тогда u ∈
◦

W 1,λ(Ω) и для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем Diu = δiu п. в. на
Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 1.1.1, (1.1.13) и
условий данного предложения для последовательности функций Tk(u),
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k ∈ N, имеем: Tk(u) ∈
◦

W 1,λ(Ω), Tk(u) → u сильно в Lλ(Ω) и DiTk(u) → δiu
сильно в Lλ(Ω), i = 1, . . . , n. Тогда для любого i ∈ {1, . . . , n} существует
обобщенная производная Diu, Diu = δiu п. в. на Ω, и можно заключить,
что u ∈ W 1,λ(Ω) и Tk(u) → u сильно в W 1,λ(Ω). Следовательно, u ∈
◦

W 1,λ(Ω). ¤
Этот простой результат полезен при исследовании свойств сумми-

руемости решений задач вида (1.1.4), (1.1.5). Он был сформулирован и
использовался, например в [65, 69, 71, 73].

Предложение 1.1.3. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω) и v ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω).

Тогда

(i) u− v ∈
◦
T 1,p(Ω);

(ii) если k > 0 и i ∈ {1, . . . , n}, то DiTk(u − v) = δiu − δiv п. в. на
{|u− v| < k}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что существует множество E ⊂ Ω
меры нуль такое, что для любого x ∈ Ω \ E имеем

|v(x)| 6 ||v||L∞(Ω). (1.1.14)

Зафиксируем произвольное k > 0, и пусть k1 = k + ||v||L∞(Ω). Для
любого j ∈ N положим

uj = Tj(u)− v. (1.1.15)

Пусть теперь j ∈ N, j > k1, и x ∈ {|uj| < k} \ E. Тогда

|Tj(u(x))− v(x)| < k. (1.1.16)

Если |u(x)| > j, то в силу (1.1.14) и (1.1.16) имеем j = |Tj(u(x))| 6
|Tj(u(x)) − v(x)| + |v(x)| < k1. Следовательно, j < k1, что противоречит
первоначальному предположению относительно j. Значит, |u(x)| 6 j.
Тогда из (1.1.16) вытекает, что |u(x) − v(x)| < k. Отсюда и из (1.1.14)
следует неравенство |u(x)| < k1. Тогда ввиду (1.1.15) uj(x) = Tj(u(x))−
v(x) = u(x)−v(x) = Tk1(u(x))−v(x). Таким образом, uj = Tk1(u)−v п. в.
на {|uj| < k}. Тогда для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

Diuj = DiTk1(u)−Div п. в. на {|uj| < k}.

Теперь можно заключить, что последовательность {Tk(uj)} ограни-

чена в
◦

W 1,p(Ω). Отсюда и из того, что Tk(uj) → Tk(u−v) сильно в Lp(Ω),

выводим включение Tk(u − v) ∈
◦

W 1,p(Ω). Тогда в силу произвольности

k > 0 получаем u− v ∈
◦
T 1,p(Ω). Тем самым утверждение (i) доказано.
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Далее, пусть k > 0 и i ∈ {1, . . . , n}. Положим k1 = k + ||v||L∞(Ω). В
силу (1.1.14) имеем

{|u− v| < k} \ E ⊂ {|u| < k1}. (1.1.17)

Тогда Tk(u− v) = Tk1(u)− v п.в. на {|u− v| < k}. Следовательно,
DiTk(u− v) = DiTk1(u)−Div п. в. на {|u− v| < k}. (1.1.18)

Кроме того, в силу предложения 1.1.1 и (1.1.17) имеем DiTk1(u) = δiu п. в.
на {|u−v| < k}. Отсюда и из (1.1.18) выводим, что DiTk(u−v) = δiu−δiv
п. в. на {|u − v| < k}, и тем самым справедливость утверждения (ii)
установлена. ¤

Изложенный результат взят из работы [73].

Далее, заметим, что если u ∈
◦
T 1,p(Ω), ϕ ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω), k > 0 и

i ∈ {1, . . . , n}, то функция ai(x, δu)(δiu− δiϕ) суммируема на множестве
{|u− ϕ| < k}. Это вытекает из (1.1.1) и предложения 1.1.1.

Определение 1.1.4. Энтропийным решением задачи (1.1.4), (1.1.5)

будем называть функцию u ∈
◦
T 1,p(Ω) такую, что для любых ϕ ∈ C∞

0 (Ω)
и k > 0 имеет место неравенство

∫

{|u−ϕ|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)(δiu− δiϕ)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− ϕ)dx. (1.1.19)

Заметим, что если u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5),

то неравенство (1.1.19) справедливо для любых ϕ ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и
k > 0.

Понятие энтропийного решения задачи (1.1.4), (1.1.5) введено и де-
тально изучено в [13].

В силу сделанных выше предположений относительно функций ai и
теоремы 6.1 работы [13] справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.1.1. Существует единственное энтропийное решение
задачи (1.1.4), (1.1.5).

Отметим, что условие (1.1.3) важно не только для доказательства
единственности, но и для установления самого существования энтропий-
ного решения.

Заметим еще, что в результате применения подхода, предложенного
в [13], энтропийное решение u задачи (1.1.4), (1.1.5) получается как пото-

чечный предел последовательности решений ul ∈
◦

W 1,p(Ω) задач Дирихле
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с гладкими данными fl, аппроксимирующими функцию f в L1(Ω). Неко-
торые дополнительные построения позволяют показать, что для любого
k > 0 Tk(ul) → Tk(u) сильно в W 1,p(Ω). Это, в свою очередь, приводит

к заключению, что для любых ϕ ∈
◦

W 1,p(Ω)∩L∞(Ω) и k > 0 справедливо
равенство

∫

{|u−ϕ|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)(δiu− δiϕ)

}
dx =

∫

Ω

fTk(u− ϕ)dx.

Указанный факт был отмечен в [13].
Из следствия 4.3 работы [13] и предложения 1.1.2 вытекает такой

результат.

Теорема 1.1.2. Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4),
(1.1.5), и пусть |δu| ∈ L1(Ω). Тогда u – слабое решение задачи (1.1.4),
(1.1.5).

Положим

q =
n(p− 1)

n− p
, r =

n(p− 1)

n− 1
.

Теорема 1.1.3. Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4),
(1.1.5). Тогда для любого λ ∈ (0, q) имеем u ∈ Lλ(Ω) и для любого
λ ∈ (0, r) имеем |δu| ∈ Lλ(Ω).

Эта теорема является следствием лемм 3.1, 4.1 и 4.2 статьи [13].
Из теорем 1.1.3 и 1.1.2 и предложения 1.1.2 вытекает следующее

утверждение.

Теорема 1.1.4. Пусть p > 2− 1/n, и пусть u – энтропийное реше-
ние задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда u – слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5),

и для любого λ ∈ [1, r) имеем u ∈
◦

W 1,λ(Ω).

Наконец, следствием теорем 1.1.1 и 1.1.4 является такой результат.

Теорема 1.1.5. Пусть p > 2− 1/n. Тогда существует слабое реше-

ние задачи (1.1.4), (1.1.5), принадлежащее
◦

W 1,λ(Ω) для любого λ ∈ [1, r).

Этот результат уже упоминался выше со ссылкой на работу [24].

Замечание 1.1.1. Если p 6 2−1/n, то задача (1.1.4), (1.1.5), вообще
говоря, может не иметь слабых решений. По этому поводу см. пример в
[13]. Построение примеров такого типа связано с использованием извест-
ного принципа равномерной ограниченности [40, гл. 2 ].
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Замечание 1.1.2. Слабые решения задачи (1.1.4), (1.1.5), вообще

говоря, могут не принадлежать пространству
◦

W 1,r(Ω). Это обстоятель-
ство отмечено еще в [24], хотя соответствующие примеры там и не были
указаны. Некоторые примеры, показывающие, что энтропийное и слабое
решения задачи (1.1.4), (1.1.5) могут не принадлежать

◦
W 1,r(Ω), даны в

[68, 69]. Эти примеры будут рассмотрены в разделах 1.3 и 1.4.

В связи с последним замечанием возникает вопрос о дополнитель-
ных условиях на функцию f , обеспечивающих принадлежность рассмат-
риваемых типов решений задачи (1.1.4), (1.1.5) предельному простран-

ству
◦

W 1,r(Ω). Так, в статье [24] существование слабого решения зада-

чи (1.1.4), (1.1.5), принадлежащего пространству
◦

W 1,r(Ω), доказано при
условиях p > 2 − 1/n и f ln(1 + |f |) ∈ L1(Ω). В работах [65, 68, 69, 71]
это сделано, причем исходя из других соображений, при более слабых
предположениях относительно p и f . Изложение результатов этих ра-
бот составляет существенную часть содержания данной главы (разделы
1.2–1.5).

Кроме того, в главе детально представлены результаты статей [72,
73] о существовании и априорных свойствах энтропийных решений зада-
чи Дирихле для нелинейных эллиптических уравнений второго поряд-
ка с вырождающейся коэрцитивностью и L1-правыми частями (разделы
1.6–1.8). Основное структурное отличие таких уравнений от уравнения
(1.1.4) состоит в том, что их коэффициенты āi зависят ещё и от перемен-
ной, соответствующей неизвестной функции, и вместо условия (1.1.2)
предполагается выполненным условие вида

n∑
i=1

āi(x, s, ξ)ξi > c̄|ξ|p
(1 + |s|)p1

, p1 > 0.

Среди более ранних работ, посвященных изучению существования ре-
шений эллиптических уравнений с вырождающейся коэрцитивностью,
отметим, например, статьи [4, 22]. В частности, в [4] доказана теоре-
ма существования энтропийного решения задачи Дирихле для нелиней-
ных эллиптических уравнений с вырождающейся коэрцитивностью и L1-
данными. Заметим, что в отношении условий роста по s коэффициентов
рассматриваемых уравнений в работе [72] получен более общий резуль-
тат по сравнению с указанной теоремой.

Дадим более подробное описание структуры главы. В разделе 1.2
излагаются результаты работы [71] об общих условиях принадлежно-
сти решений задачи (1.1.4), (1.1.5) предельным пространствам Lq(Ω) и
◦

W 1,r(Ω). Указанные условия формулируются в терминах суммируемости
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на [1, +∞) некоторых числовых функций, зависящих от f . Основным
структурным компонентом этих функций является функция, значения
которой равны интегралам функции |f | по множествам {|f | > s}, s > 0.

В разделах 1.3 и 1.4 представлены результаты, являющиеся след-
ствиями основных теорем раздела 1.2. В разделе 1.3 рассмотрены случаи
принадлежности правой части уравнения (1.1.4) логарифмическим клас-
сам, а в разделе 1.4 изложены некоторые интегрально-логарифмические
условия на функцию f , гарантирующие принадлежность энтропийного
решения задачи (1.1.4), (1.1.5) пространствам Lq(Ω) и

◦
W 1,r(Ω). Кроме

того, в разделе 1.4 на примере показана определенная точность одного
из этих условий. Прямое доказательство основных результатов разделов
1.3 и 1.4 ранее было получено в статьях [65, 68, 69].

В разделе 1.5 рассмотрен случай принадлежности функции f про-
странству Lm(Ω) с m, удовлетворяющим неравенству 1 < m < p∗/(p∗−1),
и описана зависимость свойств суммируемости энтропийного решения
задачи (1.1.4), (1.1.5) от параметра m. Основные результаты, представ-
ленные в этом разделе, опубликованы в работе [65]. Отметим, что при
указанном условии на f и p > 2 − 1/n в более ранней статье [24] было
установлено существование слабого решения задачи (1.1.4), (1.1.5), при-
надлежащего соболевскому пространству с той же зависимостью от m,
что описана в разделе 1.5 для энтропийного и слабого решений рассмат-
риваемой задачи при более общем условии m∗(p− 1) > 1.

В разделе 1.6 представлены результаты о сходимости функций из
пространства

◦
W 1,p(Ω), тесно связанные с упомянутым выше подходом к

исследованию разрешимости задачи Дирихле с L1-данными, предложен-
ным в [13]. Реализация этого подхода в различных случаях, зависящих от
условий на коэффициенты уравнений, приводят к основным ситуациям,
обобщением которых являются предлагаемые результаты. Изложенные
утверждения, с одной стороны, имеют определенный самостоятельный
интерес, а с другой – позволяют упростить доказательство существова-
ния решений нелинейных задач с L1-данными в рамках подхода работы
[13]. Приложение результатов, представленных в разделе 1.6, к дока-
зательству существования энтропийного решения задачи Дирихле для
нелинейного эллиптического уравнения второго порядка с вырождаю-
щейся коэрцитивностью, нулевым младшим коэффициентом и L1-правой
частью дано в разделе 1.7. В целом в разделах 1.6 и 1.7 изложен основной
материал статьи [72].

Наконец, в разделе 1.8 рассматривается задача Дирихле для нели-
нейного эллиптического уравнения общего дивергентного вида второго
порядка с L1-правой частью. Предполагается, что старшие коэффициен-
ты уравнения удовлетворяют условиям, включающим вырождающую-
ся коэрцитивность. Основные результаты раздела касаются априорных
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свойств суммируемости и оценок энтропийных решений рассматривае-
мой задачи. При этом никакие ограничения на рост и знак младшего
коэффициента уравнения не требуются. Определенные условия на рост
младшего коэффициента по переменным, соответствующим неизвестной
функции и её градиенту, предполагаются лишь в формулируемой в конце
раздела теореме существования энтропийного решения. Всё содержание
раздела 1.8 – это основной материал статьи [73]. Заметим, что налагае-
мые в цитировавшихся выше работах [4, 5, 13 18, 19, 22–25, 27, 28, 35,
65, 68, 69, 71, 72, 97, 105, 107, 108, 111] и других исследованиях условия
на коэффициенты уравнений не охватывают общности предположений
статьи [73]. Более того, насколько известно, основные результаты [73]
являются новыми не только в данной общей постановке, но и в частных
случаях, рассматривавшихся ранее.

Для большей полноты изложения вводный раздел главы завершим
рассмотрением упомянутого выше понятия ренормализованного реше-
ния задачи (1.1.4), (1.1.5).

Определение 1.1.5. Ренормализованным решением задачи (1.1.4),

(1.1.5) будем называть функцию u ∈
◦
T 1,p(Ω) такую, что

(i) lim
m→∞

1

m

∫

{m6|u|62m}
|δu|p dx = 0;

(ii) для любых h ∈ C1
0(R) и ϕ ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω)

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diϕ

}
h(u)dx

+

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
h′(u)ϕdx =

∫

Ω

fh(u)ϕdx.

По поводу этого определения см., например, [97].

Теорема 1.1.6. Функция u : Ω → R есть ренормализованное ре-
шение задачи (1.1.4), (1.1.5) тогда и только тогда, когда эта функция
есть энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u – ренормализованное решение
задачи (1.1.4), (1.1.5). Очевидно, что u ∈

◦
T 1,p(Ω). Зафиксируем произ-

вольные ϕ ∈ C∞
0 (Ω) и k > 0. В силу предложений 1.1.3 и 1.1.1 имеем

Tk(u− ϕ) ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) (1.1.20)

и для любого i ∈ {1, . . . , n}
DiTk(u− ϕ) = (δiu− δiϕ) · 1{|u−ϕ|<k} п. в. на Ω. (1.1.21)
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Возьмем функцию σ ∈ C1(R) такую, что 0 6 σ 6 1 на R, σ(s) = 1, если
|s| 6 1, и σ(s) = 0, если |s| > 2. Пусть теперь для любого m ∈ N σm –
функция на R такая, что σm(s) = σ(s/m), s ∈ R. Ясно, что {σm} ⊂ C1

0(R).
Учитывая это и (1.1.20), в силу условия (ii) определения 1.1.5 для любого
m ∈ N имеем

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)DiTk(u− ϕ)

}
σm(u)dx

+

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
Tk(u− ϕ)σ′m(u)dx

=

∫

Ω

fTk(u− ϕ)σm(u)dx. (1.1.22)

Положим σ̄ = max
[−2,2]

|σ′|. Используя (1.1.1) и свойства функции σ, устанав-

ливаем, что для любого m ∈ N
∣∣∣∣
∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
Tk(u− ϕ)σ′m(u)dx

∣∣∣∣

6 σ̄k

m
(c1 + 1)

∫

{m6|u|62m}
|δu|pdx +

σ̄k

m

∫

Ω

gp/(p−1)dx.

Отсюда и из условия (i) определения 1.1.5 вытекает, что

lim
m→∞

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
Tk(u− ϕ)σ′m(u)dx = 0. (1.1.23)

Кроме того, учитывая, что σm(u) → 1 на Ω, получаем

lim
m→∞

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)DiTk(u− ϕ)

}
σm(u)dx

=

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)DiTk(u− ϕ)

}
dx, (1.1.24)

lim
m→∞

∫

Ω

fTk(u− ϕ)σm(u)dx =

∫

Ω

fTk(u− ϕ)dx. (1.1.25)
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Из (1.1.21)–(1.1.25) выводим, что
∫

{|u−ϕ|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)(δiu− δiϕ)

}
dx =

∫

Ω

fTk(u− ϕ)dx. (1.1.26)

Следовательно, согласно определению 1.1.4 u – энтропийное решение
задачи (1.1.4), (1.1.5).

Обратно, пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Име-

ем u ∈
◦
T 1,p(Ω). Пусть m, k > 0. Поскольку Tm(u) ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω), в

силу (1.1.19) имеем
∫

{|u−Tm(u)|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)(δiu−DiTm(u))

}
dx

6
∫

Ω

fTk(u− Tm(u))dx. (1.1.27)

Заметим, что

{|u− Tm(u)| < k} = {|u| < m} ∪ {m 6 |u| < m + k}. (1.1.28)

Обозначим через Im,k интеграл в левой части неравенства (1.1.27). Ис-
пользуя (1.1.28), предложение 1.1.1 и (1.1.2), получаем

Im,k =

∫

{m6|u|<m+k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
dx > c2

∫

{m6|u|<m+k}
|δu|pdx.

Отсюда и из (1.1.27) вытекает, что

c2

∫

{m6|u|<m+k}
|δu|pdx 6 k

∫

{|u|>m}
|f |dx. (1.1.29)

Отметим, что по существу проделанный вывод неравенства (1.1.29)
повторяет доказательство следствия 3.4 из работы [13].

Полученный результат и тот факт, что meas{|u| > m} → 0 при
m →∞, позволяют заключить, что выполняется условие (i) определения
1.1.5.

Далее, пусть h ∈ C1
0(R) и ϕ ∈

◦
W 1,p(Ω)∩L∞(Ω). Ясно, что существуют

положительные постоянные M и M1 такие, что supph ⊂ [−M, M ] и для
любого s ∈ R имеем |h(s)| 6 M1. Зафиксируем число k > M1||ϕ||L∞(Ω), и
пусть m ∈ N, m > M . Положим

ϕm = Tm(u)− h(Tm(u))ϕ. (1.1.30)



22 Гл. 1. Нелинейные эллиптические уравнения второго порядка с L1-данными

Имеем ϕm ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и для любого i ∈ {1, . . . , n}

δiϕm = δiu · 1{|u|<m} − ϕh′(u)δiu− h(u)Diϕ п. в. на Ω. (1.1.31)

Поскольку u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5), в силу (1.1.19)

∫

{|u−ϕm|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)(δiu− δiϕm)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− ϕm)dx. (1.1.32)

Используя (1.1.31) и (1.1.2), получаем

∫

{|u−ϕm|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diϕ

}
h(u)dx

+

∫

{|u−ϕm|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
h′(u)ϕdx

6
∫

{|u−ϕm|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)(δiu− δiϕm)

}
dx. (1.1.33)

Левую часть этого неравенства обозначим через Im. Заметим, что в силу
включения ϕ ∈ L∞(Ω) существует множество E ⊂ Ω меры нуль такое,
что для любого x ∈ Ω \ E имеем |ϕ(x)| 6 ||ϕ||L∞(Ω). Учитывая это и
исходное неравенство для числа k, получаем

{|u| < m} \ E ⊂ {|u− ϕm| < k}. (1.1.34)

Ясно также, что h(s) = 0 и h′(s) = 0, если |s| > m. Тогда, используя
(1.1.34), находим, что

Im =

∫

{|u|<m}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diϕ

}
h(u)dx

+

∫

{|u|<m}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
h′(u)ϕdx.

Отсюда и из (1.1.30), (1.1.32) и (1.1.33) выводим, что для любого
m ∈ N, m > M ,
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∫

{|u|<m}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diϕ

}
h(u)dx

+

∫

{|u|<m}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
h′(u)ϕdx

6
∫

Ω

fTk(u− Tm(u) + h(u)ϕ)dx.

Переходя в этом неравенстве к пределу при m →∞, получаем, что

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diϕ

}
h(u)dx

+

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
h′(u)ϕdx 6

∫

Ω

fh(u)ϕdx.

Очевидно, что такое же неравенство верно и для функции −ϕ. Поэтому
справедливо равенство

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diϕ

}
h(u)dx

+

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
h′(u)ϕdx =

∫

Ω

fh(u)ϕdx.

Значит, выполняется условие (ii) определения 1.1.5.
Теперь можно заключить, что u – ренормализованное решение за-

дачи (1.1.4), (1.1.5). ¤
Замечание 1.1.3. Из доказательства теоремы 1.1.6 следует, что ес-

ли u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5), то для любых ϕ ∈
C∞

0 (Ω) и k > 0 справедливо равенство (1.1.26). Отсюда легко вывести,

что это равенство верно для любых ϕ ∈
◦

W 1,p(Ω)∩L∞(Ω) и k > 0. Таким
образом, получаем другое, отличное от упомянутого после формулиров-
ки теоремы 1.1.1, обоснование того, что для энтропийного решения u

задачи (1.1.4), (1.1.5) при любых ϕ ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и k > 0 справед-
ливо равенство (1.1.26).
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1.2. Общие условия предельной суммируемости решений

Сначала рассмотрим один общий результат о суммируемости функ-
ций с определенным поведением соответствующих функций распределе-
ния.

Лемма 1.2.1. Пусть v – измеримая функция на Ω, α > 0, ϕ – неот-
рицательная невозрастающая измеримая функция на [1, +∞) и k0 > 1.
Предположим, что

∫ +∞

1

ϕ(s)

s
ds < +∞, (1.2.1)

∀ k > k0 meas{|v| > k} 6 k−αϕ(k). (1.2.2)

Тогда v ∈ Lα(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем k1 ∈ N, k1 > ln k0, N ∈ N,

N > k1, и k ∈ N, k1 6 k 6 N . Используя неравенство ek > k0 и (1.2.2),
получаем

∫

{ek6|v|<ek+1}
|v|αdx 6 e(k+1)αmeas{|v| > ek} 6 eαϕ(ek). (1.2.3)

Поскольку функция ϕ невозрастающая, для любого s ∈ [ek−1, ek] имеем
ϕ(ek)/ek 6 ϕ(s)/s. Отсюда

ϕ(ek) 6 2

∫ ek

ek−1

ϕ(s)

s
ds.

Из этого неравенства и (1.2.3) вытекает, что

N∑

k=k1

∫

{ek6|v|<ek+1}
|v|αdx 6 2eα

∫ eN

1

ϕ(s)

s
ds.

Тогда, учитывая (1.2.1), получаем

+∞∑

k=1

∫

{ek6|v|<ek+1}
|v|αdx < +∞.

Следовательно, v ∈ Lα(Ω). ¤
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Далее, пусть f̃ – функция на [ 0, +∞) такая, что для любого s ∈
[ 0, +∞)

f̃(s) =

∫

{|f |>s}
|f |dx .

Функция f̃ неотрицательна, невозрастающая и измерима.
В последующих выкладках этого раздела через ci, i = 3, 4, . . . , будем

обозначать положительные константы, зависящие только от n, p, measΩ
и c2.

Сформулируем основную лемму об оценках энтропийного решения
задачи (1.1.4), (1.1.5) с участием функции f̃ .

Лемма 1.2.2. Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4),
(1.1.5), γ > 0 и k > 0. Тогда

∫

{|u|<k}
|δu|pdx 6 c3[ k

γp/(p−1) + kf̃(kγ)], (1.2.4)

meas{|u| > k} 6 c4k
−q[ kγp/(p−1)−1 + f̃(kγ)]p

∗/p. (1.2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения 1.1.4 и неравенства (1.1.2)
следует, что

c2

∫

{|u|<k}
|δu|pdx 6

∫

Ω

fTk(u)dx. (1.2.6)

Ясно, что

∫

Ω

fTk(u)dx =

∫

{|f |<kγ}
fTk(u)dx +

∫

{|f |>kγ}
fTk(u)dx

6 kγ

∫

Ω

|Tk(u)|dx + kf̃(kγ). (1.2.7)

Поскольку u ∈
◦
T 1,p(Ω), имеем Tk(u) ∈

◦
W 1,p(Ω). Тогда в силу (1.1.13) и

предложения 1.1.1

( ∫

Ω

|Tk(u)|p∗dx

)1/p∗

6 cn,p

( ∫

{|u|<k}
|δu|pdx

)1/p

. (1.2.8)
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Используя неравенство Гельдера, (1.2.8) и неравенство Юнга, получаем

kγ

∫

Ω

|Tk(u)|dx 6 kγ(measΩ)(p∗−1)/p∗
( ∫

Ω

|Tk(u)|p∗dx

)1/p∗

6 cn,pk
γ(measΩ)(p∗−1)/p∗

( ∫

{|u|<k}
|δu|pdx

)1/p

6 c5k
γp/(p−1) +

c2

p

∫

{|u|<k}
|δu|pdx.

Отсюда и из (1.2.6) и (1.2.7) выводим неравенство (1.2.4).
Далее, поскольку |Tk(u)| = k на {|u| > k}, имеем

kp∗meas{|u| > k} 6
∫

Ω

|Tk(u)|p∗dx.

Из этого неравенства, (1.2.8) и (1.2.4) следует, что

kp∗meas{|u| > k} 6 c4[ k
γp/(p−1) + kf̃(kγ)]p

∗/p .

Отсюда заключаем, что справедливо неравенство (1.2.5). ¤
Перейдем к основным результатам раздела.

Теорема 1.2.1. Пусть
∫ +∞

1

1

s
[f̃(s)]n/(n−p)ds < +∞, (1.2.9)

и пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда u ∈ Lq(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ – функция на [1, +∞) такая, что

для любого s ∈ [1, +∞)

ϕ(s) = c4[ s
−p/(p−1) + f̃(s)]n/(n−p) .

Функция ϕ положительна, невозрастающая и измеримая. Кроме того,
вследствие (1.2.9) она удовлетворяет неравенству (1.2.1).

Положим
γ =

p− 1

2p
. (1.2.10)

В силу леммы 1.2.2 для любого k > 1 имеем

meas{|u|γ > k} 6 k−q/γϕ(k).
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Тогда по лемме 1.2.1 |u|γ ∈ Lq/γ(Ω). Следовательно, u ∈ Lq(Ω). ¤
Теорема 1.2.2. Пусть p > 2 − 1/n и справедливо неравенство

(1.2.9). Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5), при-
надлежащее Lq(Ω).

Этот результат является следствием теорем 1.1.1, 1.1.4 и 1.2.1.

Теорема 1.2.3. Пусть
∫ +∞

1

1

s
[f̃(s)]n/(n−1)ds < +∞, (1.2.11)

и пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда |δu| ∈
Lr(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть число γ определено формулой
(1.2.10), и пусть

β =
(p− 1)(n− p)

p(2n− 1)
.

Пусть ψ – функция на [1, +∞) такая, что для любого s ∈ [1, +∞)

ψ(s) =

∫ s

s−1

f̃(t)dt.

Функция ψ непрерывна на [1, +∞), и поскольку функция f̃ невозраста-
ющая, для любого s > 1 имеем

f̃(s) 6 ψ(s) 6 f̃(s− 1). (1.2.12)

Пусть теперь ψ1 – функция на [1, +∞) такая, что для любого s ∈
[1, +∞)

ψ1(s) = sp(n−1)/(n−p)[ s−1/2 + ψ(sγ)]−p/(n−p) .

Ясно, что
ψ1 ∈ C([1, +∞)), (1.2.13)

ψ1(s) → +∞ при s → +∞. (1.2.14)

Зафиксируем произвольное число k > 1. Так как ψ1(1) 6 kp, то
вследствие свойств (1.2.13) и (1.2.14) существует k1 > 1 такое, что
ψ1(k1) = kp. Отсюда вытекают равенства

k1 = k(n−p)/(n−1)[ k
−1/2
1 + ψ(kγ

1 )]1/(n−1) , (1.2.15)

k−pk1[ k
−1/2
1 + ψ(kγ

1 )] = k−q
1 [ k

−1/2
1 + ψ(kγ

1 )]n/(n−p) . (1.2.16)
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Далее, положим G = {|u| < k1, |δu| > k}. Очевидно, что

meas{|δu| > k} 6 meas{|u| > k1}+ measG. (1.2.17)

В силу леммы 1.2.2 имеем

meas{|u| > k1} 6 c4k
−q
1 [ k

−1/2
1 + f̃(kγ

1 )]n/(n−p) . (1.2.18)

Поскольку kp 6 |δu|p на G, используя лемму 1.2.2, получаем

kpmeasG 6
∫

{|u|<k1}
|δu|p dx 6 c3[ k

1/2
1 + k1f̃(kγ

1 )]. (1.2.19)

Из (1.2.17)–(1.2.19), (1.2.12) и (1.2.16) следует, что

meas{|δu| > k} 6 (c3 + c4)k
−pk1[ k

−1/2
1 + ψ(kγ

1 )]. (1.2.20)

Используя (1.2.15) и (1.2.12), получаем

k−pk1[ k
−1/2
1 + ψ(kγ

1 )] = k−r[ k
−1/2
1 + ψ(kγ

1 )]n/(n−1)

6 k−r[ k
−1/2
1 + f̃(kγ

1 − 1)]n/(n−1)

6 k−r[ k−βp/(p−1) + f̃(kβ − 1)]n/(n−1) .

Отсюда и из (1.2.20) вытекает, что для любого k > 1

meas{|δu| > k} 6 (c3 + c4)k
−r[ k−βp/(p−1) + f̃(kβ − 1)]n/(n−1) . (1.2.21)

Пусть ϕ – функция на [1, +∞) такая, что для любого s ∈ [1, +∞)

ϕ(s) = (c3 + c4)[ s
−p/(p−1) + f̃(s)]n/(n−1) .

Функция ϕ положительна, невозрастающая и измеримая. Кроме того,
вследствие (1.2.11) она удовлетворяет неравенству (1.2.1).

Учитывая определение функции ϕ, из (1.2.21) выводим, что для лю-
бого k > 1

meas
{ |δu|β

2
> k

}
6 k−r/βϕ(k).

Тогда по лемме 1.2.1 |δu|β ∈ Lr/β(Ω). Следовательно, |δu| ∈ Lr(Ω). ¤
Теорема 1.2.4. Пусть p > 2 − 1/n и справедливо неравенство

(1.2.11). Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда

u ∈
◦

W 1,r(Ω).
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Этот результат является следствием теоремы 1.2.3 и предложения
1.1.2.

Теорема 1.2.5. Пусть p > 2 − 1/n и справедливо неравенство
(1.2.11). Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5), при-

надлежащее
◦

W 1,r(Ω).

Это утверждение является следствием теорем 1.1.1, 1.1.2, 1.2.3 и
1.2.4.

В заключение раздела отметим, что все изложенные в нем резуль-
таты получены в статье [71].

1.3. Случаи принадлежности правой части уравнения
логарифмическим классам

Рассмотрим ряд утверждений, вытекающих из теорем предыдуще-
го раздела. Для вывода первой группы этих утверждений понадобится
следующий простой вспомогaтельный результат.

Лемма 1.3.1. Пусть σ > 0 и f [ ln(1 + |f |)]σ ∈ L1(Ω). Тогда для
любого λ > 1/σ имеем

∫ +∞

1

1

s
[f̃(s)]λ ds < +∞. (1.3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть λ > 1/σ. Положим

Φ = |f |[ ln(1 + |f |)]σ, M =

( ∫

Ω

Φdx

)λ

.

Пусть s > e. Предположим, что {|f | > s} 6= ∅. Легко видеть, что

|f | 6 (ln s)−σΦ на {|f | > s}.

Тогда ∫

{|f |>s}
|f | dx 6 M1/λ(ln s)−σ .

Очевидно, что это неравенство верно и в случае {|f | > s} = ∅.
Таким образом, учитывая определение функции f̃ , для любого s > e

имеем
f̃(s) 6 M1/λ(ln s)−σ .
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Поэтому, принимая во внимание неравенство σλ > 1, получаем, что для
любого N > e ∫ N

e

1

s
[f̃(s)]λ ds 6 M

σλ− 1
.

Отсюда вытекает, что справедливо неравенство (1.3.1). ¤
Теорема 1.3.1. Пусть σ > (n−p)/n и f [ ln(1+|f |)]σ ∈ L1(Ω). Пусть

u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда u ∈ Lq(Ω).

Теорема 1.3.2. Пусть p > 2− 1/n, σ > (n− p)/n и f [ ln(1 + |f |)]σ ∈
L1(Ω). Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5) принад-
лежащее Lq(Ω).

Теорема 1.3.1 является следствием леммы 1.3.1 и теоремы 1.2.1, а
теорема 1.3.2 вытекает из леммы 1.3.1 и теоремы 1.2.2.

Теорема 1.3.3. Пусть p > 2− 1/n, σ > (n− 1)/n и f [ ln(1 + |f |)]σ ∈
L1(Ω). Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда u ∈
◦

W 1,r(Ω).

Теорема 1.3.4. Пусть p > 2− 1/n, σ > (n− 1)/n и f [ ln(1 + |f |)]σ ∈
L1(Ω). Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5), принад-

лежащее
◦

W 1,r(Ω).

Теорема 1.3.3 есть следствие леммы 1.3.1 и теоремы 1.2.4, а теорема
1.3.4 вытекает из леммы 1.3.1 и теоремы 1.2.5.

Отметим, что по существу, теоремы 1.3.3 и 1.3.4 установлены в ра-
боте [65]. Теоремы 1.3.1 и 1.3.2 ранее не публиковались.

Перейдем к рассмотрению более общих утверждений, вытекающих
из теорем раздела 1.2. Для этого понадобятся последовательные супер-
позиции логарифмической функции и соответствующий аналог леммы
1.3.1.

Определим последовательность чисел sj следующим образом:

s1 = 1, sj = esj−1 , j = 2, 3, . . . .

Пусть теперь для любого j ∈ N bj : [sj, +∞) → [0, +∞) – функция
такая, что

bj(s) = ln . . . ln ln︸ ︷︷ ︸
j

s, s ∈ [sj, +∞).

Заметим, что если j ∈ N и s > sj, то bj(s) > 0.
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Лемма 1.3.2. Пусть m ∈ N, σ > 0, λ > 1/σ и

f

[ m∏
j=1

bj(sj + |f |)
]1/λ

[ bm+1(sm+1 + |f |)]σ ∈ L1(Ω).

Тогда ∫ +∞

1

1

s
[f̃(s)]λ ds < +∞. (1.3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

Φ = |f |
[ m∏

j=1

bj(sj + |f |)
]1/λ

[ bm+1(sm+1 + |f |)]σ.

Ясно, что Φ ∈ L1(Ω). Через M обозначим интеграл функци Φ по Ω.
Пусть s > sm+2. Предположим, что {|f | > s} 6= ∅. Легко видеть, что

|f | 6
[ m∏

j=1

bj(s)

]−1/λ

[ bm+1(s)]
−σ Φ на {|f | > s}.

Тогда ∫

{|f |>s}
|f | dx 6 M

[ m∏
j=1

bj(s)

]−1/λ

[ bm+1(s)]
−σ.

Очевидно, что это неравенство верно и в случае {|f | > s} = ∅.
Таким образом, учитывая определение функции f̃ , для любого s >

sm+2 имеем

f̃(s) 6 M

[ m∏
j=1

bj(s)

]−1/λ

[ bm+1(s)]
−σ. (1.3.3)

Пусть N > sm+2. Используя (1.3.3) и неравенство σλ > 1, получаем

∫ N

sm+2

1

s
[f̃(s)]λ ds 6 Mλ

∫ N

sm+2

1

s

[ m∏
j=1

bj(s)

]−1

[ bm+1(s)]
−σλds

=
Mλ

1− σλ
[ bm+1(s)]

1−σλ|Nsm+2
6 Mλ

σλ− 1
[ bm+1(sm+2)]

1−σλ.

Отсюда вытекает, что справедливо неравенство (1.3.2). ¤
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Теорема 1.3.5. Пусть m ∈ N, σ > (n− p)/n и

f

[ m∏
j=1

bj(sj + |f |)
](n−p)/n

[ bm+1(sm+1 + |f |)]σ ∈ L1(Ω). (1.3.4)

Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда u ∈ Lq(Ω).

Теорема 1.3.6. Пусть p > 2− 1/n, m ∈ N, σ > (n− p)/n и справед-
ливо включение (1.3.4). Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4),
(1.1.5), принадлежащее Lq(Ω).

Теорема 1.3.5 является следствием леммы 1.3.2 и теоремы 1.2.1, а
теорема 1.3.6 вытекает из леммы 1.3.2 и теоремы 1.2.2.

Теорема 1.3.7. Пусть p > 2− 1/n, m ∈ N, σ > (n− 1)/n и

f

[ m∏
j=1

bj(sj + |f |)
](n−1)/n

[ bm+1(sm+1 + |f |)]σ ∈ L1(Ω). (1.3.5)

Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда u ∈
◦

W 1,r(Ω).

Теорема 1.3.8. Пусть p > 2− 1/n, m ∈ N, σ > (n− 1)/n и справед-
ливо включение (1.3.5). Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4),

(1.1.5), принадлежащее
◦

W 1,r(Ω).

Теорема 1.3.7 есть следствие леммы 1.3.2 и теоремы 1.2.4, а теорема
1.3.8 вытекает из леммы 1.3.2 и теоремы 1.2.5.

Отметим, что условие (1.3.5) носит лишь достаточный характер.
Здесь ограничимся обоснованием этого утверждения только в отноше-
нии слабых решений и на примере оператора Лапласа (это соответству-
ет случаю p = 2) покажем, что слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5),

принадлежащее пространству
◦

W 1,r(Ω), может существовать и при более
слабом требовании на правую часть уравнения по сравнению с условием
(1.3.5).

Пример 1.3.1. Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1}, и пусть g1 – функция
класса C2((0, +∞)) такая, что g1 = 0 на [1/2, +∞) и для любого s ∈
(0, e−e)

g1(s) =
(

ln
1

s

)−(n−1)/n(
ln ln

1

s

)−(2n−1)/n

.

Пусть еще u1 и f1 – функции на Ω такие, что для любого x ∈ Ω \ {0}
u1(x) = |x|2−ng1(|x|),
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f1(x) = (n− 3)|x|1−ng′1(|x|)− |x|2−ng′′1(|x|) .

Нетрудно проверить, что функция u1 является слабым решением задачи

−∆u = f1 в Ω, u = 0 на ∂Ω,

при этом u1 ∈
◦

W 1,r(Ω), для любого σ ∈ (0, (n− 1)/n)

f1[ ln(1 + |f1|)](n−1)/n[ ln ln(e + |f1|)]σ ∈ L1(Ω),

но
f1[ ln(1 + |f1|)](n−1)/n[ln ln(e + |f1|)](n−1)/n /∈ L1(Ω)

и следовательно, функция f1 не удовлетворяет включению (1.3.5) ни при
каких m ∈ N и σ > (n− 1)/n.

В заключение раздела приведем пример, когда правая часть уравне-
ния имеет определенную "логарифмическую" суммируемость, но слабое
решение соответствующей задачи Дирихле не принадлежит

◦
W 1,r(Ω).

Пример 1.3.2. Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1}, и пусть g2 – функция
класса C2((0, +∞)) такая, что g2 = 0 на [1/2, +∞) и для любого s ∈
(0, e−1)

g2(s) =
(

ln
1

s

)−(n−1)/n

.

Пусть еще u2 и f2 – функции на Ω такие, что для любого x ∈ Ω \ {0}

u2(x) = |x|2−ng2(|x|),

f2(x) = (n− 3)|x|1−ng′2(|x|)− |x|2−ng′′2(|x|).
Тогда функция u2 является слабым решением задачи

−∆u = f2 в Ω, u = 0 на ∂Ω.

При этом для любого λ ∈ [1, r) имеем u2 ∈
◦

W 1,λ(Ω), но |∇u2| /∈ Lr(Ω) и,

следовательно, u2 /∈
◦

W 1,r(Ω). Кроме того, для любого σ ∈ (0, (n − 1)/n)
имеем f2[ ln(1 + |f2|)]σ ∈ L1(Ω), но f2[ ln(1 + |f2|)](n−1)/n /∈ L1(Ω).

Отметим, что прямое доказательство теоремы 1.3.8 дано в статье
[68]. Из этой же работы взяты примеры 1.3.1 и 1.3.2. Теоремы 1.3.5, 1.3.6
и 1.3.7 ранее не публиковались.
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1.4. Об интегрально-логарифмических условиях
предельной суммируемости решений

Рассмотрим следствия из теорем раздела 1.2, связанные с более об-
щими условиями на f по сравнению с требованиями (1.3.4) и (1.3.5). Эти
условия мы называем интегрально-логарифмическими, поскольку, с од-
ной стороны, они содержат интегралы функции f по множествам вида
{|f | > k}, k > 0, а с другой стороны, включают выражения, зависящие
от последовательных суперпозиций логарифмической функции. По су-
ществу, данные условия заключаются в некоторых квалифицированных
оценках сверху значений f̃(k) при достаточно больших k.

Теорема 1.4.1. Пусть c > 0, m ∈ N, σ > (n − p)/n, и пусть для
любого k > sm+1

∫

{|f |>k}
|f |dx 6 c

[ m∏
j=1

bj(k)

]−(n−p)/n

[ bm+1(k)]−σ. (1.4.1)

Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда u ∈ Lq(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (1.4.1) и определения функции f̃
для любого s > sm+1 имеем

[f̃(s)]n/(n−p) 6 cn/(n−p)

[ m∏
j=1

bj(s)

]−1

[ bm+1(s)]
−σn/(n−p).

Отсюда вытекает, что справедливо неравенство (1.2.9). Тогда по теореме
1.2.1 u ∈ Lq(Ω). ¤

Теорема 1.4.2. Пусть p > 2 − 1/n. Пусть c > 0, m ∈ N, σ >
(n− p)/n, и пусть для любого k > sm+1 справедливо неравенство (1.4.1).
Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5), принадлежащее
Lq(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду изложенного в доказательстве
предыдущей теоремы справедливо неравенство (1.2.9). Тогда из теоремы
1.2.2 вытекает требуемое утверждение. ¤

Теорема 1.4.3. Пусть p > 2 − 1/n. Пусть c > 0, m ∈ N, σ >
(n− 1)/n, и пусть для любого k > sm+1

∫

{|f |>k}
|f |dx 6 c

[ m∏
j=1

bj(k)

]−(n−1)/n

[ bm+1(k)]−σ. (1.4.2)

Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда u ∈
◦

W 1,r(Ω).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (1.4.2) и определения функции f̃
для любого s > sm+1 имеем

[f̃(s)]n/(n−1) 6 cn/(n−1)

[ m∏
j=1

bj(s)

]−1

[ bm+1(s)]
−σn/(n−1).

Отсюда следует, что справедливо неравенство (1.2.11). Тогда по теореме

1.2.4 u ∈
◦

W 1,r(Ω). ¤
Теорема 1.4.4. Пусть p > 2 − 1/n. Пусть c > 0, m ∈ N, σ >

(n− 1)/n, и пусть для любого k > sm+1 справедливо неравенство (1.4.2).
Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5), принадлежащее
◦

W 1,r(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду изложенного в доказательстве

теоремы 1.4.3 справедливо неравенство (1.2.11). Тогда из теоремы 1.2.5
вытекает требуемое утверждение. ¤

Отметим, что прямое доказательство теоремы 1.4.3 дано в работе
[69]. Там же установлена теорема 1.4.4. Теоремы 1.4.1 и 1.4.2 ранее не
публиковались.

Рассмотрим два предложения о необходимом и достаточном услови-
ях выполнения условия теоремы 1.4.3 относительно функции f .

Предложение 1.4.1. Пусть c > 0, m ∈ N, σ > (n− 1)/n, и пусть
для любого k > sm+1 справедливо неравенство (1.4.2). Тогда для любого
t ∈ (0, (n− 1)/n) имеем f [ ln(1 + |f |)]t ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t ∈ (0, (n− 1)/n). Зафиксируем t1
такое, что

t1 >

(
n− 1

n
− t

)−1

, (1.4.3)

и k0 ∈ N такое, что k0 > s
1/t1
m+1 .

Для любого k ∈ N, k > k0, положим

Gk = { ekt1 < |f | 6 e(k+1)t1}, G′
k = { |f | > ekt1 }.

Заметим, что

G′
k0

=
∞⋃

k=k0

Gk . (1.4.4)

Зафиксируем произвольное k ∈ N, k > k0. Поскольку kt1 > sm+1,
для любого j ∈ {1, . . . ,m + 1} имеем bj(e

kt1 ) > 1. Тогда в силу условия
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предложения справедливо неравенство
∫

G′k

|f | dx 6 ck−t1(n−1)/n . (1.4.5)

Кроме того, в силу определения множества Gk имеем

[ ln(1 + |f |)]t 6 2(1+t1)tkt1t на Gk. (1.4.6)

Из (1.4.5) и (1.4.6) следует, что
∫

Gk

|f |[ ln(1 + |f |)]tdx 6 2(1+t1)tck−t1[(n−1)/n−t] .

Полученное неравенство и (1.4.3) позволяют заключить, что
∞∑

k=k0

∫

Gk

|f |[ ln(1 + |f |)]tdx < ∞.

Отсюда, учитывая (1.4.4) и то, что множества Gk попарно не пересека-
ются, делаем вывод, что функция f [ ln (1 + |f |) ]t суммируема на G′

k0
и,

следовательно, эта функция суммируема на Ω. ¤
Заметим, что утверждение, обратное предложению 1.4.1, не верно.

Это видно из рассматриваемого ниже примера 1.4.3.

Предложение 1.4.2. Пусть m ∈ N, σ > (n − 1)/n и справедливо
включение (1.3.5). Тогда существует c > 0 такое, что для любого k >
sm+1 справедливо неравенство (1.4.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

Φ =

[ m∏
j=1

bj(sj + |f |)
](n−1)/n

[ bm+1(sm+1 + |f |) ]σ.

В силу условия предложения имеем fΦ ∈ L1(Ω). Положим

c =

∫

Ω

|f |Φ dx + 1. (1.4.7)

Зафиксируем произвольное k > sm+1. Нетрудно убедиться в том,
что для любого x ∈ { |f | > k }

[ m∏
j=1

bj(k)

](n−1)/n

[ bm+1(k) ]σ < Φ(x).
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Тогда

∫

{|f |>k}
|f | dx 6

[ m∏
j=1

bj(k)

]−(n−1)/n

[ bm+1(k) ]−σ

∫

Ω

|f |Φ dx.

Отсюда и из (1.4.7) следует неравенство (1.4.2). ¤
В связи с изложенными предложениями приведем один показатель-

ный пример.
Обозначим через B открытый единичный шар в Rn с центром в нуле.

Пример 1.4.1. Пусть σ ∈ ((n− 1)/n, 1), и пусть f1 – функция на B
такая, что

f1(x) =





1

|x|n
(

ln
1

|x|
)−(2n−1)/n(

ln ln
1

|x|
)−σ

, если 0 < |x| 6 e−e ,

0, если |x| = 0 или |x| > e−e .

Нетрудно проверить, что функция f1 суммируема на B, причем
∫

B

f1dx 6 2κn, (1.4.8)

где κn – площадь поверхности единичной сферы в Rn.
Покажем, что справедливы следующие утверждения:
(i) для любого k > e имеет место неравенство

∫

{|f1|>k}
|f1|dx 6 2κnn2e (ln k)−(n−1)/n(ln ln k)−σ ;

(ii) функция f1[ ln(1 + |f1|)](n−1)/n не принадлежит L1(B).
Действительно, зафиксируем произвольное k > e. Предположим

сначала, что k 6 ene. Тогда 1 6 ne(ln k)−(n−1)/n, 1 6 n(ln ln k)−σ и,
следовательно, учитывая (1.4.8), получаем

∫

{|f1|>k}
|f1|dx 6 2κnn

2e(ln k)−(n−1)/n(ln ln k)−σ.

Пусть теперь k > ene. Положим Bk = {x ∈ Rn : |x| 6 k−1/n}, и пусть для
любого i ∈ N, i > k1/n, B

(i)
k = {x ∈ Rn : i−1 6 |x| 6 k−1/n}. Зафиксируем
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i ∈ N, i > k1/n. Для произвольного x ∈ B
(i)
k имеем ln ln k 6 n ln ln(1/|x|)

и, следовательно,

|f1(x)| 6 n(ln ln k)−σ 1

|x|n
(

ln
1

|x|
)−(2n−1)/n

.

Тогда

∫

B
(i)
k

|f1|dx 6 κnn(ln ln k)−σ

∫ 1/k1/n

1/i

1

ρ

(
ln

1

ρ

)−(2n−1)/n

dρ

6 2κnn2(ln k)−(n−1)/n(ln ln k)−σ.

Отсюда вытекает, что
∫

Bk

|f1|dx 6 2κnn2(ln k)−(n−1)/n(ln ln k)−σ .

Из этого неравенства, учитывая включение { |f1| > k } ⊂ Bk, получа-
ем соответствующую оценку для интеграла функции |f1| по множеству
{ |f1| > k }.

Таким образом, заключаем, что утверждение (i) справедливо.
Далее, положим

α = min

{(
n− 1

n + 1

)4

, e−e

}
,

и пусть для любого i ∈ N, i > 1/α, Gi = {x ∈ Rn : i−1 6 |x| 6 α}.
Зафиксируем i ∈ N, i > 1/α, и возьмем x ∈ Gi. Ясно, что

1

4
ln

1

|x| + ln
n− 1

n + 1
> 0. (1.4.9)

Кроме того, имеем

ln ln
1

|x| < ln
1

|x| <
n + 1

n− 1

(
1

|x|
)(n−1)/(n+1)

. (1.4.10)

Используя (1.4.10), находим, что

|f1(x)| >
(

n− 1

n + 1

)3
1

|x| .
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Отсюда и из (1.4.9) вытекает, что

ln(1 + |f1(x)|) >
1

4
ln

1

|x|
и, следовательно,

|f1(x)|[ ln(1 + |f1(x)|)](n−1)/n >
1

4|x|n
(

ln
1

|x|
)−1(

ln ln
1

|x|
)−σ

.

Тогда

∫

Gi

|f1|[ ln(1 + |f1|)](n−1)/n dx >
κn

4

∫ α

1/i

1

ρ

(
ln

1

ρ

)−1(
ln ln

1

ρ

)−σ

dρ

=
κn

4(1− σ)

[
(ln ln i)1−σ −

(
ln ln

1

α

)1−σ ]
.

Отсюда выводим, что
∫

Gi

|f1|[ ln(1 + |f1|)](n−1)/n dx →∞ при i →∞.

Следовательно, функция f1[ ln (1 + |f1|) ](n−1)/n не принадлежит L1(B).
Значит, утверждение (ii) справедливо.

Замечание 1.4.1. В силу предложения 1.4.2 выполнение условия
теоремы 1.3.7 относительно функции f влечет выполнение условия тео-
ремы 1.4.3 относительно f . Обратное, как следует из утверждений (i) и
(ii) примера 1.4.1, не верно. Кроме того, эти утверждения показывают,
что показатель t = (n−1)/n в заключительном включении предложения
1.4.1, вообще говоря, не достигается.

Рассмотрим еще одно предложение. Оно полезно для выяснения
свойств энтропийных и слабых решений в модельных ситуациях. В част-
ности, с использованием этого предложения устанавливается определен-
ная точность условия теоремы 1.4.3 относительно функции f (см. при-
мер 1.4.3 ниже).

Для любого i ∈ {1, . . . , n} определим функцию Ai : Rn → R следу-
ющим образом:

Ai(ξ) =

{
|ξ|p−2ξi, если ξ 6= 0,

0, если ξ = 0.
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Предложение 1.4.3. Пусть p > 2 − 1/n. Пусть h ∈ C2((0, +∞)),
α ∈ (0, 1), и пусть выполняются условия:

1) h > 0 на (0, α) и h = 0 на [ α, +∞);
2) h(s) → 0 при s → 0;
3) для любого s ∈ (0, α) имеем n−p

p−1
h(s)− sh′(s) > 0;

4) существуют M > 0, γ ∈ (0, (n− p)/(p− 1)) и β ∈ (0, α) такие,
что для любого s ∈ (0, β) имеем h(s) > Msγ;

5) существуют M1 ∈ (0, 1) и β1 ∈ (0, α) такие, что для любого
s ∈ (0, β1) имеем s|h′(s)| 6 n−p

p−1
M1h(s);

6)
∫ α

0

[
n− p

p− 1
h(s)− sh′(s)

]p−2

[ |h′(s)|+ s|h′′(s)| ] ds < +∞.

Пусть u – функция на B такая, что для любого x ∈ B\{0}
u(x) = |x|−(n−p)/(p−1) h(|x|).

Пусть F – функция на B такая, что для любого x ∈ B, 0 < |x| < α,

F (x) = |x|1−n

[
n− p

p− 1
h(|x|)− |x|h′(|x|)

]p−2

× [(n− 2p + 1)h′(|x|)− (p− 1)|x|h′′(|x|)],

а для любого x ∈ B, |x| > α, F (x) = 0.

Тогда F ∈ L1(B), u ∈
◦

W 1,1(B) и справедливы следующие утвержде-
ния:

(∗1) для любого λ ∈ [1, r ) имеем |∇u| ∈ Lλ(B);
(∗2) для любой функции ϕ ∈ C∞

0 (B)

∫

B

{ n∑
i=1

Ai(∇u)Diϕ

}
dx =

∫

B

Fϕ dx;

(∗3) для любых ϕ ∈ C∞
0 (B) и k > 0 имеем Tk(u− ϕ) ∈

◦
W 1,p(B);

(∗4) для любых ϕ ∈ C∞
0 (B) и k > 0 функция

n∑
i=1

Ai(∇u)DiTk(u−ϕ)

суммируема на B и
∫

B

{ n∑
i=1

Ai(∇u)DiTk(u− ϕ)

}
dx =

∫

B

FTk(u− ϕ) dx;
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(∗5) если
∫ α

0

1

s
hr(s)ds < +∞, то |∇u| ∈ Lr(B);

(∗6) если
∫ α

0

1

s
hr(s)ds = +∞, то |∇u| 6∈ Lr(B).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включение F ∈ L1(B) справедливо в силу
условия 6).

Покажем, что u ∈
◦

W 1,1(B). Прежде всего заметим, что в силу усло-
вий 2) и 5) существует положительное число M2 такое, что для любого
s ∈ (0, α)

n− p

p− 1
h(s) + s|h′(s)| 6 M2 . (1.4.11)

Пусть w – функция на B такая, что для любого x ∈ B\{0}
w(x) = |x|−(n−1)/(p−1) .

Поскольку p > 2− 1/n, имеем

n− 1

p− 1
< n (1.4.12)

и, следовательно, функция w суммируема на B. Тогда, учитывая, что в
силу условия 1) и (1.4.11)

|u| 6 p− 1

n− p
M2w на B\{0},

получаем, что u ∈ L1(B).
Пусть F0 – функция на B такая, что любого x ∈ B\{0}

F0(x) =
n− p

p− 1
h(|x|)− |x|h′(|x|).

Из условий 1) и 3) вытекает, что для любого x ∈ B\{0} F0(x) > 0.
Обозначим через v сужение функции u на B\{0}. Имеем v ∈

C1(B\{0}), причем для любых i ∈ {1, . . . , n} и x ∈ B\{0}

Div (x) = −xi|x|−1 w(x)F0(x). (1.4.13)

Положим для любого j ∈ N

Kj =

{
x ∈ Rn :

1

1 + j
< |x| < 1

}
, Sj =

{
x ∈ Rn : |x| = 1

1 + j

}
.
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Теперь зафиксируем i ∈ {1, . . . , n} и обозначим через wi какое-либо
продолжение Div на B. В силу условия 1), (1.4.11) и (1.4.13) имеем |wi| 6
M2w на B\{0} и, следовательно, wi ∈ L1(B). Пусть ϕ ∈ C∞

0 (B) и j ∈ N.
Учитывая гладкость функции v и используя формулу интегрирования
по частям, получаем

∫

Kj

uDiϕdx = −
∫

Kj

wiϕdx +

∫

Sj

uϕ cos(ν, ei) dSj, (1.4.14)

где ν – единичный вектор внутренней нормали к Sj, ei – орт i-й оси. В
силу определения функции u имеем

∣∣∣∣
∫

Sj

uϕ cos(ν, ei) dSj

∣∣∣∣ 6 κn

(
1

1 + j

)n−(n−1)/(p−1)

h

(
1

1 + j

)
max
x∈B

|ϕ(x)|.

Отсюда, принимая во внимание условие 2) и неравенство (1.4.12), заклю-
чаем, что

lim
j→∞

∫

Sj

uϕ cos(ν, ei) dSj = 0.

Тогда, учитывая суммируемость функций u и wi на B и переходя в
(1.4.14) к пределу при j →∞, получаем

∫

B

uDiϕdx = −
∫

B

wiϕdx.

Следовательно, существует обобщенная производная Diu, Diu = wi п. в.
на B. Тогда в силу (1.4.13) для почти всех x ∈ B\{0}

Diu (x) = −xi|x|−1 w(x)F0(x). (1.4.15)

Теперь можно сделать вывод, что u ∈ W 1,1(B). А так как в силу

условия 1) supp u ⊂ B, то u ∈
◦

W 1,1(B).
Заметим, что вследствие (1.4.15)

|∇u| = wF0 п. в. на B. (1.4.16)

Докажем справедливость утверждения (∗1). Пусть λ ∈ [1, r). Бла-
годаря (1.4.16), (1.4.11) и условию 1) имеем |∇u|λ 6 Mλ

2 |w|λ п. в. на B.
Отсюда, учитывая, что λ(n−1)/(p−1) < n и, следовательно, w ∈ Lλ(B),
выводим, что |∇u| ∈ Lλ(B). Тем самым справедливость утверждения
(∗1) установлена.
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Далее, пусть для любого i ∈ {1, . . . , n} vi – функция на B такая,
что для любого x ∈ B\{0}

vi(x) = −xi|x|−n[F0(x)]p−1.

В силу (1.4.11) и условия 1) для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем vi ∈ L1(B).
Кроме того, для любых i ∈ {1, . . . , n} и j ∈ N имеем

|vi| 6 Mp−1
2 (1 + j)n−1 на Kj, (1.4.17)

|vi| 6 (1+j)n−1

[
n− p

p− 1
h

(
1

1 + j

)
+

1

1 + j

∣∣∣∣h′
(

1

1 + j

)∣∣∣∣
]p−1

на Sj . (1.4.18)

Положим Bα = {x ∈ Rn : 0 < |x| < α}. Благодаря условию 3) для
любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

vi|Bα ∈ C1(Bα). (1.4.19)

Кроме того, учитывая условие 3) и определение функции F , получаем,
что

−
n∑

i=1

Di(vi|Bα) = F |Bα . (1.4.20)

Покажем, что для любой функции ϕ ∈
◦

W 1,p(B) ∩ L∞(B)

lim
j→∞

∫

Kj

{ n∑
i=1

viDiϕ

}
dx =

∫

B

Fϕ dx. (1.4.21)

Действительно, пусть ϕ ∈
◦

W 1,p(B) ∩ L∞(B), и пусть {ϕm} – после-
довательность функций из C∞

0 (B) такая, что

ϕm → ϕ сильно в W 1,p(B), (1.4.22)

ϕm → ϕ п. в. на B, (1.4.23)

∀m ∈ N |ϕm| 6 ‖ϕ‖L∞(B) + 1 на B. (1.4.24)

Положим для любого j ∈ N

qj =

[
n− p

p− 1
h

(
1

1 + j

)
+

1

1 + j

∣∣∣∣h′
(

1

1 + j

)∣∣∣∣
]p−1

.
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В силу условий 2) и 5) имеем

lim
j→∞

qj = 0. (1.4.25)

Зафиксируем j ∈ N, и пусть m ∈ N. Используя (1.4.19), формулу инте-
грирования по частям, (1.4.20) и условие 1), получаем

∫

Kj

{ n∑
i=1

viDiϕm

}
dx =

∫

Kj

Fϕm dx

+

∫

Sj

{ n∑
i=1

vi cos(ν, ei)

}
ϕmdSj. (1.4.26)

В силу (1.4.18) и (1.4.24) имеем

∣∣∣∣
∫

Sj

{ n∑
i=1

vi cos(ν, ei)

}
ϕmdSj

∣∣∣∣ 6 (‖ϕ‖L∞(B) + 1)nκnqj .

Отсюда и из (1.4.26) вытекает, что

∣∣∣∣
∫

Kj

{ n∑
i=1

viDiϕm

}
dx−

∫

Kj

Fϕmdx

∣∣∣∣ 6 (‖ϕ‖L∞(B) + 1)nκnqj . (1.4.27)

Используя (1.4.17), устанавливаем, что

∣∣∣∣
∫

Kj

{ n∑
i=1

viDiϕm

}
dx−

∫

Kj

{ n∑
i=1

viDiϕ

}
dx

∣∣∣∣

6 Mp−1
2 (1 + j)n−1

n∑
i=1

∫

B

|Di(ϕm − ϕ)|dx. (1.4.28)

Кроме того, вследствие (1.4.24) имеем

∣∣∣∣
∫

Kj

Fϕmdx−
∫

B

Fϕ dx

∣∣∣∣ 6
∫

B

|F ||ϕm − ϕ|dx

+ (‖ϕ‖L∞(B) + 1)

∫

B\Kj

|F |dx. (1.4.29)
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Из (1.4.27)–(1.4.29) следует, что

∣∣∣∣
∫

Kj

{ n∑
i=1

viDiϕ

}
dx−

∫

B

Fϕdx

∣∣∣∣

6 Mp−1
2 (1 + j)n−1

n∑
i=1

∫

B

|Di(ϕm − ϕ)|dx

+

∫

B

|F ||ϕm − ϕ|dx + (‖ϕ‖L∞(B) + 1)

[
nκnqj +

∫

B\Kj

|F |dx

]
.

Отсюда, используя (1.4.22)–(1.4.25) и то, что meas (B\Kj) → 0 при j →
∞, выводим (1.4.21).

Заметим, что в силу (1.4.15), (1.4.16) и условий 1), 3) для любого
i ∈ {1, . . . , n}

Ai(∇u) = vi п. в. на B. (1.4.30)

Отсюда и из (1.4.21) вытекает, что утверждение (∗2) справедливо.
Докажем справедливость утверждения (∗3). Пусть ϕ ∈ C∞

0 (B) и
k > 0. Пусть hk – функция из C1(R) со свойствами: hk(s) = s, если
|s| 6 k; hk(s) = 3

2
k sign s, если |s| > 2k; 0 6 h′k 6 1 на R. Определим

функцию uk : B → R следующим образом:

uk(x) =





hk(u(x)− ϕ(x)), если x ∈ B\{0},
3

2
k, если x = 0.

Вследствие условия 4) имеем uk ∈ C1(B). Кроме того, благодаря усло-
вию 1) имеем supp uk ⊂ Bα ∪ suppϕ. Таким образом, uk ∈ C1

0(B) и, следо-

вательно, uk ∈
◦

W 1,p(B). Но тогда и Tk(uk) ∈
◦

W 1,p(B). Отсюда, учитывая,

что Tk(u − ϕ) = Tk(uk) на B\{0}, заключаем, что Tk(u − ϕ) ∈
◦

W 1,p(B).
Тем самым справедливость утверждения (∗3) установлена.

Докажем справедливость утверждения (∗4). Пусть ϕ ∈ C∞
0 (B) и

k > 0. Положим

γ1 =

(
n− p

p− 1
− γ

)−1

, k1 = min

{
β,

(
M

k + max
x∈B

|ϕ(x)|
)γ1

}

и обозначим через B′ открытый шар в Rn с центром в нуле и радиусом
k1. В силу условия 4) имеем B′\{0} ⊂ { |u − ϕ| > k}. Используя это
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включение и утверждение (∗3), получаем, что для любого i ∈ {1, . . . , n}

Ai(∇u)DiTk(u− ϕ) = 0 п. в. на B′. (1.4.31)

Кроме того, в силу (1.4.11), (1.4.30) и условия 1) для любого i ∈ {1, . . . , n}
имеем

|Ai(∇u)DiTk(u− ϕ)| 6 Mp−1
2 k1−n

1 |DiTk(u− ϕ)| п. в. на B\B′. (1.4.32)

Из (1.4.31) и (1.4.32) вытекает, что для любого i ∈ {1, . . . , n} функция
Ai(∇u)DiTk(u − ϕ) суммируема на B. Используя этот факт, а также
утверждение (∗3) и (1.4.21), (1.4.30), получаем

∫

B

{ n∑
i=1

Ai(∇u)DiTk(u− ϕ)

}
dx =

∫

B

FTk(u− ϕ)dx.

Следовательно, утверждение (∗4) справедливо.
Докажем справедливость утверждения (∗5). Пусть

∫ α

0

1

s
hr(s)ds < +∞. (1.4.33)

Положим G = {x ∈ Rn : |x| 6 β1}, и пусть для любого j ∈ N

G(j) =

{
x ∈ Rn :

β1

1 + j
6 |x| 6 β1

}
.

В силу (1.4.16) и условия 5) для почти всех x ∈ G\{0} имеем |∇u|r(x) 6
(2n)r|x|−nhr(|x|). Тогда для любого j ∈ N

∫

G(j)

|∇u|r dx 6 (2n)rκn

∫ α

0

1

s
hr(s)ds.

Отсюда и из (1.4.33) вытекает, что функция |∇u|r суммируема на G.
Заметим еще, что в силу (1.4.16), (1.4.11) и условия 1) |∇u| < M2β

−n
1

п. в. на B\G и, следовательно, функция |∇u|r суммируема на B\G. Те-
перь можно заключить, что |∇u| ∈ Lr(B). Тем самым справедливость
утверждения (∗5) установлена.

Наконец, докажем справедливость утверждения (∗6). Пусть
∫ α

0

1

s
hr(s)ds = +∞. (1.4.34)
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Пусть G и G(j), j ∈ N, – множества, определенные при доказательстве
справедливости утверждения (∗5). В силу условия 5) для любого x ∈
G\{0} имеем

F0(x) > (1−M1)
n− p

p− 1
h(|x|).

Отсюда и из (1.4.16) следует, что для почти всех x ∈ G\{0}

|∇u|r(x) > (1−M1)
r

(
n− p

p− 1

)r

|x|−nhr(|x|).

Тогда для любого j ∈ N имеем

∫

G(j)

|∇u|r dx > κn(1−M1)
r

(
n− p

p− 1

)r ∫ β1

β1/(1+j)

1

s
hr(s)ds.

Отсюда и из (1.4.34) вытекает, что

lim
j→∞

∫

G(j)

|∇u|r dx = ∞.

Следовательно, |∇u| 6∈ Lr(B), и тем самым справедливость утверждения
(∗6) установлена. ¤

Используя предложение 1.4.3, сначала приведем один сравнительно
простой пример, хотя и не имеющий непосредственного отношения к рас-
сматриваемым в данном разделе интегрально-логарифмическим усло-
виям, но интересный в общем контексте изучения вопросов предельной
суммируемости решений. В этом примере правая часть уравнения (1.1.4)
имеет определенную "логарифмическую" суммируемость, но энтропий-
ное (и вместе с тем слабое) решение задачи (1.1.4), (1.1.5) не принад-

лежит пространству
◦

W 1,r(Ω) и может не принадлежать пространству
Lq(Ω).

Пример 1.4.2. Пусть p > 2 − 1/n, σ1 ∈ (0, 1/r). Положим α1 =
e−2σ1(p−1)/(n−p) , и пусть ψ1 – функция из C2((0, +∞)) такая, что ψ1 = 0
на (0, α1/3 ], ψ1 = 1 на [ 2α1/3, +∞), ψ1 не убывает на (α1/3, 2α1/3).
Пусть h1 – функция на (0, +∞) такая, что для любого s ∈ (0, α1)

h1(s) =
(

ln
1

s

)−σ1

[1− ψ1(s) + ψ1(s)(α1 − s)3],

а для любого s > α1 h1(s) = 0.
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Имеем h1 ∈ C2((0, +∞)), α1 ∈ (0, 1) и относительно функции h1 и
числа α1 выполняются условия 1)–6) предложения 1.4.3. Кроме того, в
силу неравенства σ1 < 1/r имеем

∫ α1

0

1

s
hr

1(s)ds = +∞. (1.4.35)

Пусть теперь F1 – функция на B такая, что для любого x ∈ B, 0 <
|x| < α1,

F1(x) = |x|1−n

[
n− p

p− 1
h1(|x|)− |x|h′1(|x|)

]p−2

× [(n− 2p + 1)h′1(|x|)− (p− 1)|x|h′′1(|x|)],

а для любого x ∈ B, |x| > α1, F1(x) = 0.
Пусть, наконец, u – функция на B такая, что для любого x ∈ B\{0}

u(x) = |x|−(n−p)/(p−1) h1(|x|).
Тогда в силу предложения 1.4.3 и (1.4.35) имеем F1 ∈ L1(B), u ∈

◦
W 1,1(B) и справедливы следующие утверждения:

(i) для любого λ ∈ [1, r) имеем |∇u| ∈ Lλ(B);
(ii) |∇u| 6∈ Lr(B);
(iii) для любой функции ϕ ∈ C∞

0 (B)

∫

B

{ n∑
i=1

Ai(∇u)Diϕ

}
dx =

∫

B

F1ϕdx;

(iv) для любых ϕ ∈ C∞
0 (B) и k > 0 имеем Tk(u − ϕ) ∈

◦
W 1,p(B),

функция
n∑

i=1

Ai(∇u)DiTk(u− ϕ) суммируема на B и

∫

B

{ n∑
i=1

Ai(∇u)DiTk(u− ϕ)

}
dx =

∫

B

F1Tk(u− ϕ)dx.

Пусть теперь Ω = B, и пусть коэффициенты ai, i = 1, . . . , n, и правая
часть f в уравнении (1.1.4) такие, что:

1) для любых i ∈ {1, . . . , n} и (x, ξ) ∈ Ω×Rn имеем ai(x, ξ) = Ai(ξ);
2) f = F1.
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Тогда в силу утверждений (i) и (iii) функция u есть слабое решение зада-
чи (1.1.4), (1.1.5), а в силу утверждения (iv) и (1.1.6) эта же функция яв-
ляется энтропийным решением задачи (1.1.4), (1.1.5). Вместе с тем ввиду

утверждения (ii) функция u не принадлежит пространству
◦

W 1,r(Ω).
Заметим еще, что для любого t, 0 < t < σ1 min{1, p−1}, справедливо

включение f [ ln(1 + |f |)]t ∈ L1(Ω). При этом в силу предположения, что
σ1 < 1/r, верно неравенство σ1 min{1, p− 1} < (n− 1)/n.

Наконец, легко видеть, что если σ1 < 1/q, то u /∈ Lq(Ω).

Прежде чем перейти к примеру, заканчивающему данный раздел,
введем некоторые функции, используемые в этом примере.

Пусть для любого m ∈ N gm – функция на (0, 1/sm+1) такая, что
для любого s ∈ (0, 1/sm+1)

gm(s) =
m∏

j=1

bj

(1

s

)
.

Для любого m ∈ N имеем gm ∈ C2((0, 1/sm+1)) и gm > 1 на
(0, 1/sm+1).

Зафиксируем последовательность чисел αm такую, что для любого
m ∈ N

0 < αm < min{1/sm+1, e−mn2/(n−p)}.
Далее, пусть для любого m ∈ N ψm – функция из C2((0, +∞)) та-

кая, что ψm = 0 на (0, αm/3 ], ψm = 1 на [ 2αm/3, +∞), ψm не убывает
на [ αm/3, 2αm/3 ].

Для любого m ∈ N положим

τm = 1 + max
s∈(0,+∞)

ψ′m(s) + max
s∈(0,+∞)

|ψ′′m(s)|.

Пусть для любого m ∈ N hm – функция на (0, +∞) такая, что для
любого s ∈ (0, αm)

hm(s) = [ gm(s)]−1/r[1− ψm(s) + ψm(s)(αm − s)3],

а для любого s > αm hm(s) = 0.
Имеем {hm} ⊂ C2((0, +∞)). Кроме того, если m ∈ N и s ∈ (0, αm),

то
n− p

p− 1
hm(s)− sh′m(s) > 0. (1.4.36)

Сформулируем несколько полезных лемм относительно свойств фун-
кций hm. Подробные доказательства этих вспомогательных результатов
изложены в [69].
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Лемма 1.4.1. Пусть m ∈ N и s ∈ (0, αm/3 ]. Тогда

hm(s) >
(

n− p

m

)m/r

s(n−p)/r, s|h′m(s)| 6 n− p

2(p− 1)
hm(s).

Пусть для любого m ∈ N Φm – функция на (0, αm) такая, что для
любого s ∈ (0, αm)

Φm(s) =

[
n− p

p− 1
hm(s)− sh′m(s)

]p−2

[ |h′m(s)|+ s|h′′m(s)| ].

Лемма 1.4.2. Пусть p > 2− 1/n, m ∈ N и s ∈ (0, αm/3 ]. Тогда

Φm(s) 6 3m

rs

(
n− p

p− 1

)p−2

[ gm(s)]−(n−1)/n
(

ln
1

s

)−1

.

Лемма 1.4.3. Пусть p > 2− 1/n, m ∈ N и s ∈ [ αm/3, αm). Тогда

Φm(s) 6 ( 3/αm)p+2τ p
m .

Лемма 1.4.4. Пусть p > 2− 1/n и m ∈ N. Тогда
∫ αm

0

Φm(s)ds 6 ( 3/αm)p+2τ p
m .

Лемма 1.4.5. Пусть m ∈ N. Тогда
∫ αm

0

1

s
hr

m(s)ds = +∞.

Пример 1.4.3. Пусть p > 2 − 1/n, c > 0 и m ∈ N. Зафиксируем
положительное число µ такое, что

µp−1 6 c

κn

αp+1
m+1 , (1.4.37)

µp−1 6 sm+1

nτ p
m+1

(
αm+1

3

)n+p+1

. (1.4.38)
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Пусть Ω = B, и пусть F – функция на Ω такая, что для любого
x ∈ Ω, 0 < |x| < αm+1,

F (x) = µp−1|x|1−n

[
n− p

p− 1
hm+1(|x|)− |x|h′m+1(|x|)

]p−2

× [(n− 2p + 1)h′m+1(|x|)− (p− 1)|x|h′′m+1(|x|)],
а для любого x ∈ Ω, |x| > αm+1, F (x) = 0.

В силу определения функции Φm+1 для любого x ∈ Ω, 0 < |x| <
αm+1, имеем

|F (x)| 6 nµp−1|x|1−nΦm+1(|x|). (1.4.39)

Отсюда и из леммы 1.4.4 вытекает, что F ∈ L1(Ω).
Пусть коэффициенты ai, i = 1, . . . , n, и правая часть f уравнения

(1.1.4) такие, что:
1) для любых i ∈ {1, . . . , n} и (x, ξ) ∈ Ω×Rn имеем ai(x, ξ) = Ai(ξ);
2) f = F .

Пусть u – функция на Ω такая, что для любого x ∈ Ω\{0}
u(x) = µ|x|−(n−p)/(p−1)hm+1(|x|).

Покажем, что справедливы следующие предложения:
(i) функция u есть слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5);
(ii) функция u есть энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5);

(iii) функция u не принадлежит пространству
◦

W 1,r(Ω);
(iv) для любого k > sm+1

∫

{|f |>k}
|f |dx 6 c

[ m+1∏
j=1

bj(k)

]−(n−1)/n

.

Действительно, в силу определения функции hm+1, (1.4.36) и лемм
1.4.1 и 1.4.4 относительно функции µhm+1 и числа αm+1 выполняются
условия 1)–6) предложения 1.4.3. Тогда ввиду предложения 1.4.3, леммы
1.4.5 и предположений 1) и 2) рассматриваемого примера имеем u ∈
◦

W 1,1(Ω) и справедливы следующие утверждения:
(i′) для любого λ ∈ [1, r) имеем |∇u| ∈ Lλ(Ω);
(ii′) для любой функции ϕ ∈ C∞

0 (Ω)
∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Diϕ

}
dx =

∫

Ω

fϕ dx;
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(iii′) для любых ϕ ∈ C∞
0 (Ω) и k > 0 имеем Tk(u− ϕ) ∈

◦
W 1,p(Ω);

(iv′) для любых ϕ ∈ C∞
0 (Ω) и k > 0 функция

n∑
i=1

ai(x,∇u)DiTk(u−ϕ)

суммируема на Ω и
∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)DiTk(u− ϕ)

}
dx =

∫

Ω

f Tk(u− ϕ)dx;

(v′) функция u не принадлежит пространству
◦

W 1,r(Ω).
Из утверждений (i′) и (ii′) вытекает, что функция u есть слабое

решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Значит, предложение (i) справедливо.

Далее, в силу утверждения (iii′) имеем u ∈
◦
T 1,p(Ω). Таким образом,

u ∈
◦
T 1,p(Ω) ∩

◦
W 1,1(Ω) и, следовательно, ∇u = δu п. в. на Ω. Учитывая

это и используя (1.1.6), получаем, что если ϕ ∈ C∞
0 (Ω) и k > 0, то для

любого i ∈ {1, . . . , n}
DiTk(u− ϕ) = (δiu− δiϕ) · 1{|u−ϕ|<k} п. в. на Ω.

Теперь из утверждения (iv′) вытекает, что функция u есть энтропийное
решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Значит, предложение (ii) справедливо.

Предложение (iii) справедливо, поскольку оно совпадает с утвержде-
нием (v′).

Перейдем к доказательству справедливости предложения (iv). Пусть
k > sm+1. Положим

B̃ = { x ∈ Rn : |x| 6 αm+1/3 }, B̃k = { x ∈ Rn : |x| 6 k−1/2n },

и пусть H – функция на B̃k такая, что для любого x ∈ B̃k\{0}

H(x) =
1

|x|n
(

ln
1

|x|
)−2+1/n

.

Легко видеть, что функция H суммируема на B̃k и
∫

B̃k

Hdx 6 3nκn(ln k)−(n−1)/n . (1.4.40)

Оценим интеграл функции |f | по множеству B̃ ∩ B̃k. Пусть x ∈
(B̃ ∩ B̃k)\{0}. Следовательно, 0 < |x| 6 αm+1/3. Тогда в силу (1.4.39) и
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предположения 2) имеем |f(x)| 6 nµp−1|x|1−n Φm+1(|x|), а в силу леммы
1.4.2

Φm+1(|x|) 6 3(m + 1)

r|x|
(

n− p

p− 1

)p−2

[ gm+1(|x|)]−(n−1)/n

(
ln

1

|x|
)−1

.

Из этих неравенств вытекает, что

|f(x)| 6 3n(m + 1)µp−1(n− p)p−2

× |x|−n[ gm+1(|x|)]−(n−1)/n

(
ln

1

|x|
)−1

. (1.4.41)

Получим подходящую оценку для gm+1(|x|). Поскольку x ∈ B̃k, име-
ем ln ln(1/|x|) > ln ln k − ln(2n). Кроме того, ln(1/αm+1) > 2n. Отсю-
да и из предыдущего неравенства, учитывая, что |x| < αm+1, получаем
b2(1/|x|) > b2(k)/2. Используя это неравенство и исходную оценку для
αm+1, индукцией по j устанавливаем, что для любого j ∈ {2, . . . , m+1}
bj(1/|x|) > bj(k)/2. Тогда

gm+1(|x|) > 2−m

[ m+1∏
j=2

bj(k)

]
ln

1

|x| .

Отсюда и из (1.4.41) следует, что

|f(x)| 6 3n(m + 1)2mµp−1(n− p)p−2

[ m+1∏
j=2

bj(k)

]−(n−1)/n

H(x).

Полученный результат и неравенство (1.4.40) позволяют заключить, что

∫

B̃∩B̃k

|f |dx 6 9n2κn(m+1)2mµp−1(n−p)p−2

[ m+1∏
j=1

bj(k)

]−(n−1)/n

. (1.4.42)

Покажем, что
{|f | > k} ⊂ B̃ ∩ B̃k . (1.4.43)

Действительно, пусть x ∈ {|f | > k}. Значит,
k < |f(x)|. (1.4.44)

Если x = 0, то очевидно, что x ∈ B̃ ∩ B̃k. Пусть x 6= 0. Ясно, что
|x| < αm+1. Предположим, что |x| > αm+1/3. Тогда в силу леммы 1.4.3
имеем Φm+1(|x|) 6 (3/αm+1)

p+2τ p
m+1. Отсюда и из (1.4.39) вытекает, что
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|f(x)| 6 nµp−1(3/αm+1)
n+p+1τ p

m+1. Из этого неравенства, учитывая
(1.4.38) и неравенство sm+1 < k, получаем, что |f(x)| < k. Тем самым
имеем противоречие с (1.4.44). Следовательно, |x| 6 αm+1/3. Значит,
x ∈ B̃. Кроме того, в силу леммы 1.4.2 и неравенства gm+1(|x|) > 1
имеем

Φm+1(|x|) 6 3(m + 1)(n− p)p−2|x|−1

(
ln

1

|x|
)−1

.

Отсюда и из (1.4.39) вытекает, что

|f(x)| 6 3n(m + 1)µp−1(n− p)p−2|x|−n

(
ln

1

|x|
)−1

. (1.4.45)

Заметим, что в силу исходной оценки для αm+1 имеем ln(1/|x|) >
n2(m + 1)/(n− p). Учитывая это, из (1.4.44) и (1.4.45) выводим, что

k < 3µp−1np−2|x|−n. (1.4.46)

Кроме того, поскольку αm+1 < min{1/n, 1/sm+1}, используя (1.4.38), по-
лучаем 4(µn)2(p−1) < sm+1 < k. Отсюда и из (1.4.46) вытекает, что |x|n <

k−1/2. Следовательно, x ∈ B̃k , и окончательно получаем, что x ∈ B̃∩ B̃k.
Тем самым включение (1.4.43) установлено.

Заметим, что

9n2κn(m + 1)2mµp−1(n− p)p−2 < c. (1.4.47)

Это верно ввиду исходной оценки для αm+1, (1.4.37) и неравенства p >
3/2.

Из (1.4.42), (1.4.43) и (1.4.47) выводим оценку сверху для интеграла
функции |f | по множеству {|f | > k}, которая позволяет заключить, что
предложение (iv) справедливо.

Наконец, не останавливаясь на этом подробно, отметим, что спра-
ведливо следующее предложение:

(v) для любого t ∈ (0, (n− 1)/n) имеем f [ ln(1 + |f |)]t ∈ L1(Ω).

Замечание 1.4.2. Из предложений (ii)–(iv) примера 1.4.3 следу-
ет, что условие теоремы 1.4.3 относительно функции f , вообще говоря,
нельзя ослабить, не нарушая свойство принадлежности энтропийного ре-
шения задачи (1.1.4), (1.1.5) пространству

◦
W 1,r(Ω). Минимальное ослаб-

ление условия теоремы 1.4.3 относительно функции f (т. е. допущение
σ = (n − 1)/n) приводит, как показывает пример 1.4.3, к ситуациям, в
которых энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5) (единственное в си-

лу теоремы 1.1.1) не принадлежит
◦

W 1,r(Ω), и существует слабое решение

задачи (1.1.4), (1.1.5), также не принадлежащее
◦

W 1,r(Ω).
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Замечание 1.4.3. В силу предложения 1.4.1 выполнение условия
теоремы 1.4.3 относительно функции f влечет справедливость свойства:
для любого t ∈ (0, (n−1)/n) функция f [ ln(1+|f |)]t принадлежит L1(Ω).
Обратное, как следует из предложений (ii), (iii) и (v) примера 1.4.3 и
теоремы 1.4.3, вообще говоря, не верно.

В заключение раздела отметим, что предложения 1.4.1–1.4.3 и при-
меры 1.4.1–1.4.3 опубликованы в статье [69].

1.5. Случай принадлежности правой части уравнения
пространствам Лебега, близким к L1(Ω)

Рассмотрим сначал ряд вспомогательных результатов, полезных для
основных целей данного раздела.

Лемма 1.5.1. Пусть v – измеримая функция на Ω, α > 0 и M > 0.
Пусть для любого k > 0 справедливо неравенство

meas{|v| > k} 6 Mk−α. (1.5.1)

Тогда для любого λ ∈ (0, α) имеем v ∈ Lλ(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное λ ∈ (0, α),

и пусть ϕ – функция на [1, +∞) такая, что для любого s ∈ [1, +∞)
ϕ(s) = Msλ−α. Ясно, что функция ϕ неотрицательна, невозростающая и
измеримая. Кроме того, она удовлетворяет неравенству (1.2.1). Наконец,
в силу (1.5.1) для любого k > 1 имеем meas{|v| > k} 6 k−λϕ(k). Теперь,
применяя лемму 1.2.1, получаем, что v ∈ Lλ(Ω). ¤

Лемма 1.5.2. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω) и k > 0. Тогда∫

Ω

|∇Tk(u)|pdx =

∫

{|u|<k}
|δu|pdx.

Этот результат является простым следствием предложения 1.1.1.

Лемма 1.5.3. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω), λ ∈ [1, p ] и c > 0. Пусть для

любого l ∈ N ∫

Ω

|∇Tl(u)|λdx 6 c. (1.5.2)

Тогда u ∈
◦

W 1,λ(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 1.1.1 |∇Tl(u)| → |δu|

п. в. на Ω. Тогда, учитывая (1.5.2) и применяя лемму Фату, получаем, что

|δu| ∈ Lλ(Ω). Теперь из предложения 1.1.2 вытекает, что u ∈
◦

W 1,λ(Ω). ¤
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Далее, для любых u ∈
◦
T 1,p(Ω) и k > 0 положим

I(u, k) =

∫

Ω

|∇Tk(u)|pdx.

Лемма 1.5.4. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω) и k > 0. Тогда

meas{|u| > k} 6 cp∗
n,pk

−p∗ [I(u, k)]p
∗/p. (1.5.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая определение функции Tk, а
именно то, что |Tk(s)| = k, если |s| > k, получаем неравенство

kp∗meas{|u| > k} 6
∫

Ω

|Tk(u)|p∗dx. (1.5.4)

Поскольку Tk(u) ∈
◦

W 1,p(Ω), в силу (1.1.13) имеем
∫

Ω

|Tk(u)|p∗dx 6 cp∗
n,p[I(u, k)]p

∗/p.

Отсюда и из (1.5.4) выводим (1.5.3). ¤

Лемма 1.5.5. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω) и k, k1 > 0. Тогда

meas{|δu| > k} 6 cp∗
n,pk

−p∗
1 [I(u, k1)]

p∗/p + k−pI(u, k1). (1.5.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим G = {|u| < k1, |δu| > k}. Ясно,
что

meas{|δu| > k} 6 meas{|u| > k1}+ measG, (1.5.6)

причем в силу леммы 1.5.4

meas{|u| > k1} 6 cp∗
n,pk

−p∗
1 [I(u, k1)]

p∗/p. (1.5.7)

Оценим меру множества G. Предположим, что measG > 0. Ввиду пред-
ложения 1.1.1 имеем |∇Tk1(u)| = |δu| п. в. на {|u| < k1}. Тогда k 6
|∇Tk1(u)| п. в. на G и, следовательно,

measG 6 k−pI(u, k1). (1.5.8)

Очевидно, что это неравенство справедливо и в случае measG = 0. Из
(1.5.6)–(1.5.8) выводим (1.5.5). ¤
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Лемма 1.5.6. Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4),
(1.1.5). Тогда для любого k > 0 имеем

с2I(u, k) 6
∫

Ω

fTk(u)dx.

Этот результат есть простое следствие определения 1.1.4, неравен-
ства (1.1.2) и леммы 1.5.2.

Замечание 1.5.1. Если u – энтропийное решение задачи (1.1.4),
(1.1.5), то в силу лемм 1.5.4–1.5.6 для любого k > 0 имеем

meas{|u| > k} 6 cp∗
n,p(||f ||L1(Ω)/c2)

p∗/pk−q, (1.5.9)

meas{|δu| > k} 6 [ cp∗
n,p(||f ||L1(Ω)/c2)

p∗/p + ||f ||L1(Ω)/c2]k
−r. (1.5.10)

Эти оценки установлены в [13]. Из них и леммы 1.5.1 вытекает теорема
1.1.3.

Как мы увидим ниже, при дополнительной информации относи-
тельно суммируемости функции f для энтропийного решения задачи
(1.1.4), (1.1.5) справедливы более сильные оценки по сравнению с (1.5.9)
и (1.5.10), вследствие чего это решение имеет лучшие свойства суммиру-
емости в сравнении с описанными в теореме 1.1.3. Существенную роль в
обосновании и уточнении сказанного играют следующие две леммы.

Лемма 1.5.7. Пусть 1 < m < p∗/(p∗ − 1) и ψ ∈ Lm(Ω), ψ > 0 на Ω.

Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω), и пусть для любого k > 0 справедливо неравенство

I(u, k) 6
∫

Ω

ψ|Tk(u)|dx. (1.5.11)

Тогда существуют положительные числа M1 и M2, зависящие только
от n, p, m и ||ψ||Lm(Ω), такие, что для любого k > 0 имеем

meas{|u| > k} 6 M1k
−nm(p−1)/(n−mp), (1.5.12)

meas{|δu| > k} 6 M2k
−m∗(p−1). (1.5.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что в силу нера-
венства m < p∗/(p∗ − 1) имеем mp < n и p∗(m− 1) < m.

Положим

m1 = 1− m− 1

m
p∗ , m2 =

p∗(m− 1)

mp
, m3 =

n−mp

n−m
, θ =

nm(p− 1)

n−mp
.
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Ясно, что 0 < m1 < 1 и 0 < m2 < 1. Кроме того, имеем

p∗
[
1− m1

p(1−m2)

]
= θ, θm3 = p− m1m3

1−m2

. (1.5.14)

Через c′i, i = 1, 2, . . . , будем обозначать положительные постоянные,
зависящие только от n, p, m и ||ψ||Lm(Ω).

Зафиксируем k > 0. Используя (1.5.11), неравенство Гельдера и
(1.1.13), получаем

I(u, k) 6 km1

∫

Ω

ψ|Tk(u)|1−m1dx

6 km1||ψ||Lm(Ω)

( ∫

Ω

|Tk(u)|p∗dx

)(m−1)/m

6 c′1k
m1 [I(u, k)]m2 .

Теперь можно заключить, что

I(u, k) 6 c′2k
m1/(1−m2) . (1.5.15)

Отсюда и из леммы 1.5.4, учитывая первое из равенств (1.5.14), выводим,
что

meas{|u| > k} 6 с′3k
−θ. (1.5.16)

Далее, положим k1 = km3 . Аналогично (1.5.15) имеем I(u, k1) 6
c′2k

m1/(1−m2)
1 . Следовательно, I(u, k1) 6 c′2k

m1m3/(1−m2). Отсюда и из лем-
мы 1.5.5, учитывая равенства (1.5.14), выводим, что

meas{|δu| > k} 6 с′4k
−θm3 . (1.5.17)

Неравенства (1.5.16) и (1.5.17) приводят к заключению леммы. ¤
Лемма 1.5.8. Пусть b′, b′′ > 0, 1 < m < p∗/(p∗ − 1), ψ ∈ Lm(Ω),

ψ > 0 на Ω, и m∗(p − 1) > 1. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω), и пусть для любого

k > 0 справедливы неравенства

meas{|u| > k } 6 b′k−nm(p−1)/(n−mp) , (1.5.18)

∫

{k−16|u|<k}
|∇Tk(u)|pdx 6 b′′

∫

{|u|>k−1}
ψ dx. (1.5.19)

Тогда u ∈
◦

W 1,m∗(p−1)(Ω).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим λ = m∗(p − 1). В силу условий
леммы относительно m имеем λ ∈ [1, p). Заметим еще, что

λ∗ =
nm(p− 1)

n−mp
,

λ∗

λ

(
1− λ

mp

)
=

1

p
. (1.5.20)

Положим λ1 = λ∗(p− λ)/λ. Имеем λ1 ∈ (0, 1) и

(1− λ1)
m

m− 1
= λ∗ . (1.5.21)

Через c′i, i = 1, 2, . . . , будем обозначать положительные постоянные,
зависящие только от n, p, b′, b′′, m, ||ψ||Lm(Ω) и measΩ.

Зафиксируем произвольное N ∈ N. Используя неравенство Гельде-
ра, (1.5.18), первое из равенств (1.5.20) и (1.5.21), получаем

N1−λ1

∫

{|u|>N}
ψ dx 6 N1−λ1(meas { |u| > N })(m−1)/m||ψ||Lm(Ω)

6 (b′ + 1)N1−λ1−λ∗(m−1)/m||ψ||Lm(Ω) = c′1 . (1.5.22)

Далее, положим

IN =

∫

Ω

|∇TN(u)|λ dx, JN =

∫

Ω

|∇TN(u)|p
( 1 + |TN(u)| )λ1

dx.

В силу неравенства Гельдера и определения λ1 имеем

IN =

∫

Ω

|∇TN(u)|λ
(1 + |TN(u)|)λ1λ/p

(1 + |TN(u)|)λ1λ/p dx

6 J
λ/p
N

[ ∫

Ω

(1 + |TN(u)|)λ∗dx

](p−λ)/p

. (1.5.23)

Оценим JN . Используя предложение 1.1.1 и (1.5.19), получаем

JN 6
N∑

k=1

1

kλ1

∫

{k−16|u|<k}
|∇Tk(u)|p dx

6 b′′
N∑

k=1

1

kλ1

∫

{|u|>k−1}
ψ dx. (1.5.24)
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Учитывая (1.5.21) и (1.5.22), сумму в правой части неравенства (1.5.24)
оцениваем следующим образом:

N∑

k=1

1

kλ1

∫

{|u|>k−1}
ψ dx

=
N∑

k=1

1

kλ1

N∑

l=k

∫

{l−16|u|<l}
ψ dx +

( N∑

k=1

1

kλ1

) ∫

{|u|>N}
ψ dx

=
N∑

l=1

( ∫

{l−16|u|<l}
ψ dx

) l∑

k=1

1

kλ1
+

( N∑

k=1

1

kλ1

) ∫

{|u|>N}
ψ dx

6 2

1− λ1

N∑

l=1

l1−λ1

∫

{l−16|u|<l}
ψ dx +

2

1− λ1

N1−λ1

∫

{|u|>N}
ψ dx

6 2

1− λ1

∫

Ω

ψ(1 + |TN(u)|)1−λ1dx +
2с′1

1− λ1

6 c′2

[ ∫

Ω

(1 + |TN(u)|)λ∗dx

](m−1)/m

+ c′3 .

Отсюда и из (1.5.23) и (1.5.24) вытекает, что

IN 6 c′4

( ∫

Ω

|TN(u)|λ∗dx

)1−λ/mp

+ c′4 . (1.5.25)

В свою очередь, в силу (1.1.13) имеем
∫

Ω

|TN(u)|λ∗dx 6 cλ∗
n,λ I

λ∗/λ
N . (1.5.26)

Из (1.5.25) и (1.5.26), используя второе из равенств (1.5.20) и неравенство
Юнга, выводим, что

IN 6 c′4(cn,λ + 1)I
1/p
N + c′4 6 1

p
IN +

p− 1

p
c′5

и, следовательно, IN 6 c′5.
Таким образом, для любого N ∈ N имеем

∫

Ω

|∇TN(u)|λdx 6 c′5.
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Отсюда и из леммы 1.5.3 вытекает, что u ∈
◦

W 1,m∗(p−1)(Ω). ¤
Перейдем к основным результатам раздела.

Теорема 1.5.1. Пусть 1 < m < p∗/(p∗ − 1) и f ∈ Lm(Ω). Пусть
u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда существуют по-
ложительные постоянные C1 и C2, зависящие только от n, p, c2, m и
||f ||Lm(Ω), такие, что для любого k > 0 имеем

meas{|u| > k} 6 C1k
−nm(p−1)/(n−mp) ,

meas{|δu| > k} 6 C2k
−m∗(p−1) .

Этот результат есть следствие лемм 1.5.6 и 1.5.7.

Теорема 1.5.2. Пусть 1 < m < p∗/(p∗ − 1) и f ∈ Lm(Ω). Пусть u
– энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда справедливы утвер-
ждения:

1) для любого λ ∈ (0, nm(p− 1)/(n−mp)) имеем u ∈ Lλ(Ω);
2) для любого λ ∈ (0,m∗(p− 1)) имеем |δu| ∈ Lλ(Ω).

Этот результат есть следствие теоремы 1.5.1 и леммы 1.5.1.

Теорема 1.5.3. Пусть 1 < m < p∗/(p∗ − 1), m∗(p − 1) > 1 и f ∈
Lm(Ω). Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда

u ∈
◦

W 1,m∗(p−1)(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1.5.1 существует b′ > 0

такое, что для любого k > 0

meas{|u| > k} 6 b′k−nm(p−1)/(n−mp). (1.5.27)

Кроме того, в силу изложенного в доказательстве теоремы 1.1.6 для лю-
бых k, l > 0 имеем

c2

∫

{k6|u|<k+l}
|δu|pdx 6 l

∫

{|u|>k}
|f |dx.

Отсюда, учитывая предложение 1.1.1 и лемму 1.5.6, получаем, что для
любого k > 0

∫

{k−16|u|<k}
|∇Tk(u)|pdx 6 1

c2

∫

{|u|>k−1}
|f |dx. (1.5.28)

Теперь, принимая во внимание оценки (1.5.27) и (1.5.28), из леммы

1.5.8 выводим, что u ∈
◦

W 1,m∗(p−1)(Ω). ¤
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Теорема 1.5.4. Пусть 1 < m < p∗/(p∗ − 1), m∗(p − 1) > 1 и
f ∈ Lm(Ω). Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5),

принадлежащее
◦

W 1,m∗(p−1)(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 1.1.1 существует энтропий-

ное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Обозначим это решение через u. По

теореме 1.5.3 имеем u ∈
◦

W 1,m∗(p−1)(Ω). Следовательно, |δu| ∈ L1(Ω). От-
сюда и из теоремы 1.1.2 вытекает, что u – слабое решение задачи (1.1.4),
(1.1.5). ¤

Заметим, что если p > 2 − 1/n и m ∈ [1, n), то m∗(p − 1) > 1.
Учитывая это, из теоремы 1.5.4 выводим следующий результат.

Теорема 1.5.5. Пусть p > 2−1/n, 1 < m < p∗/(p∗−1) и f ∈ Lm(Ω).
Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5), принадлежащее
◦

W 1,m∗(p−1)(Ω).

Такой же результат получен в [24] (теорема 3) с той лишь разни-
цей, что вместо условия p > 2 − 1/n там предполагалось выполнение
неравенства p > 2− 1/n.

Кроме теоремы 1.5.5, несколько усиливающей упомянутый результат
статьи [24], из теоремы 1.5.4 можно вывести некоторое утверждение о
существовании слабого решения задачи (1.1.4), (1.1.5) и в случае p <
2− 1/n.

В связи с этим прежде всего заметим, что n/(np−n+1) < p∗/(p∗−1)
и справедливо следующее утверждение: если p < 2− 1/n, то 1 < n/(np−
n + 1).

Теорема 1.5.6. Пусть p < 2− 1/n, n/(np−n+1) 6 m < p∗/(p∗− 1)
и f ∈ Lm(Ω). Тогда существует слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5),

принадлежащее
◦

W 1,m∗(p−1)(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что 1 < m < p∗/(p∗ − 1). Кроме

того, ввиду неравенства n/(np−n+1) 6 m имеем m∗(p− 1) > 1. Теперь,
применяя теорему 1.5.4, получаем требуемое утверждение. ¤

Отметим, что леммы 1.5.7 и 1.5.8 доказаны в работе [65], причем
при установлении леммы 1.5.8 несколько модифицирован прием, пред-
ложенный в доказательстве теоремы 3 из [24]. Теоремы 1.5.2 и 1.5.3 и,
по существу, теорема 1.5.6 также установлены в [65].

Отметим еще, что с использованием другой техники аналоги теорем
1.5.1 и 1.5.3 относительно энтропийных решений задачи Дирихле для
нелинейных уравнений второго порядка с вырождающейся коэрцитив-
ностью получены в [4].
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В заключение раздела рассмотрим случай принадлежности правой
части уравнения (1.1.4) пространству Лебега с показателем p∗/(p∗ − 1).
Как мы увидим, в этом случае энтропийное решение задачи (1.1.4),

(1.1.5) принадлежит пространству
◦

W 1,p(Ω). Это свойство сильнее свой-
ства того же решения при условиях теоремы 1.5.3, поскольку из нера-
венства 1 < m < p∗/(p∗ − 1) вытекает, что m∗(p− 1) < p.

Теорема 1.5.7. Пусть f ∈ Lp∗/(p∗−1)(Ω), и пусть u – энтропийное
решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Тогда справедливы следующие утвержде-
ния:

1) u ∈
◦

W 1,p(Ω);
2) u есть слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5);
3) u есть обобщенное решение задачи (1.1.4), (1.1.5).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через b норму функции f в

Lp∗/(p∗−1)(Ω). Пусть k > 0. Используя лемму 1.5.6, неравенство Гельдера
и (1.1.13), получаем

c2I(u, k) 6
∫

Ω

fTk(u)dx 6 b

( ∫

Ω

|Tk(u)|p∗dx

)1/p∗

6 b cn,p[ I(u, k)]1/p.

Следовательно, I(u, k) 6 (b cn,p/c2)
p/(p−1).

Полученный результат и лемма 1.5.3 приводят к заключению, что
u ∈

◦
W 1,p(Ω). Тогда |δu| ∈ L1(Ω). Поэтому в силу теоремы 1.1.2 u –

слабое решение задачи (1.1.4), (1.1.5). Следовательно,

∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Diϕ

}
dx =

∫

Ω

fϕ dx. (1.5.29)

Заметим, что ввиду (1.1.1) и включения |∇u| ∈ Lp(Ω) для любого i ∈
{1, . . . , n} имеем ai(x,∇u) ∈ Lp/(p−1)(Ω). Учитывая это, из (1.5.29) выво-

дим, что для любой функции ϕ ∈
◦

W 1,p(Ω)

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Diϕ

}
dx =

∫

Ω

fϕ dx.

Значит, u – обобщенное решение задачи (1.1.4), (1.1.5). ¤
Наконец, заметим, что в случае f ∈ Lm(Ω) с m > p∗/(p∗ − 1) повы-

шение суммируемости обобщенного решения задачи (1.1.4), (1.1.5) уста-
навливается методом Стампаккья. По этому поводу см., например, [29,
60, 126].
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1.6. О сходимости функций из
◦

W 1,p(Ω), удовлетворяющих
специальным интегральным неравенствам

Рассмотрим ряд результатов, которые будут существенно использо-
ваны в разделах 1.7 и 1.8.

Лемма 1.6.1. Пусть u – измеримая функция на Ω, M > 0, γ > 0,
и пусть для любого k ∈ N

meas{|u| > k} 6 Mk−γ. (1.6.1)

Тогда для любого λ ∈ (0, γ) имеем u ∈ Lλ(Ω) и
∫

Ω

|u|λdx 6 2γ+(γ+λ)/(γ−λ)M + measΩ. (1.6.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем λ ∈ (0, γ) и положим
λ1 = 2/(γ − λ). В силу (1.6.1) для любого k ∈ N имеем

∫

{kλ16|u|<(k+1)λ1}
|u|λ dx 6 2γ+λ1λMk−2.

Отсюда, производя суммирование по k в обеих частях неравенства, за-
ключаем, что u ∈ Lλ(Ω) и верна оценка (1.6.2). ¤

По существу, лемма 1.6.1 есть уточнение леммы 1.5.1, связанное с
оценкой интегралов рассматриваемых функций.

Лемма 1.6.2. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω), M > 1 и 0 < θ < p. Пусть для

любого k > 1 справедливо неравенство
∫

{|u|<k}
|δu|p dx 6 Mkθ. (1.6.3)

Тогда для любого k > 1 имеем

meas{|u| > k} 6 cp∗
n,pM

n/(n−p)k−n(p−θ)/(n−p), (1.6.4)

meas{|δu| > k} 6 (cp∗
n,p + 1)Mn/(n−θ)k−n(p−θ)/(n−θ). (1.6.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k > 1. В силу (1.6.3) и леммы 1.5.2
имеем I(u, k) 6 Mkθ. Отсюда и из леммы 1.5.4 выводим неравенство
(1.6.4).
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Далее, положим k1 = M1/(n−θ)k(n−p)/(n−θ). В силу (1.6.3) и леммы
1.5.2 имеем I(u, k1) 6 Mkθ

1. Отсюда и из леммы 1.5.5 выводим неравен-
ство (1.6.5). ¤

Из лемм 1.6.1 и 1.6.2 вытекает такой результат.

Лемма 1.6.3. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω), M > 1 и 0 < θ < p. Пусть для

любого k > 1 справедливо неравенство
∫

{|u|<k}
|δu|p dx 6 Mkθ.

Пусть 0 < λ < n(p− θ)/(n− θ). Тогда
∫

Ω

|u|λ(n−θ)/(n−p)dx 6 C1M
n/(n−p) ,

∫

Ω

|δu|λ dx 6 C2M
n/(n−θ) ,

где C1 и C2 – положительные постоянные, зависящие только от n, p,
measΩ, θ и λ.

Первый из основных результатов данного раздела состоит в следу-
ющем.

Теорема 1.6.1. Пусть M > 1, 0 < θ < p и {uj} ⊂
◦

W 1,p(Ω). Пусть
для любых k > 1 и j ∈ N справедливо неравенство

∫

{|uj |<k}
|∇uj|p dx 6 Mkθ. (1.6.6)

Тогда существуют возрастающая последовательность {jl} ⊂ N и функ-

ция u ∈
◦
T 1,p(Ω) такие, что

ujl
→ u п. в. на Ω, (1.6.7)

∀ k > 0 Tk(ujl
) → Tk(u) слабо в

◦
W 1,p(Ω). (1.6.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k > 0 и j ∈ N. Имеем Tk(uj) ∈
◦

W 1,p(Ω).
Тогда, используя (1.6.6), получаем

‖Tk(uj)‖p
◦

W 1,p(Ω)
6 kp measΩ+n

∫

{|uj |<k}
|∇uj|p dx 6 (nM +measΩ) (k+1)p.

Следовательно, для любого k > 0 последовательность {Tk(uj)} огра-
ничена в

◦
W 1,p(Ω). Тогда существуют возрастающая последовательность
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{j′m} ⊂ N и последовательность {wk} ⊂
◦

W 1,p(Ω) такие, что для любого

k ∈ N имеем Tk(uj′m) → wk слабо в
◦

W 1,p(Ω). Отсюда вытекает, что для
любого k ∈ N

Tk(uj′m) → wk сильно в L1(Ω). (1.6.9)

Далее, в силу (1.6.6) и леммы 1.6.2 для любых k > 1 и j ∈ N имеем

meas{|uj| > k} 6 cp∗
n,pM

n/(n−p)k−n(p−θ)/(n−p). (1.6.10)

Зафиксируем теперь t > 0 и ε > 0, и пусть k ∈ N, причем
cp∗
n,pM

n/(n−p)k−n(p−θ)/(n−p) 6 ε/4. (1.6.11)

В силу (1.6.9) существует m0 ∈ N такое, что для любого m ∈ N, m > m0,
имеем ∫

Ω

|Tk(uj′m)− wk|dx 6 εt/4. (1.6.12)

Зафиксируем m, l ∈ N, m, l > m0. Ясно, что

meas{|uj′m − uj′l | > t} 6 meas{|uj′m| > k}+ meas{|uj′l | > k}

+ meas{|Tk(uj′m)− Tk(uj′l)| > t}. (1.6.13)

В силу (1.6.10) и (1.6.11) имеем

meas{|uj′m | > k}+ meas{|uj′l | > k} 6 ε/2. (1.6.14)

Кроме того, используя (1.6.12), получаем

meas{|Tk(uj′m)− Tk(uj′l)| > t} 6 1

t

∫

Ω

|Tk(uj′m)− Tk(uj′l)|dx 6 ε/2.

Отсюда и из (1.6.13) и (1.6.14) выводим, что meas{|uj′m − uj′l | > t} 6 ε.
Значит, последовательность {uj′m} фундаментальна по мере, а тогда

в силу теоремы Ф.Рисса существует измеримая функция u : Ω → R та-
кая, что uj′m → u по мере. Следовательно, существует возрастающая
последовательность {jl} ⊂ N, для которой справедливо утверждение
(1.6.7).

Далее, пусть k > 0. Так как последовательность {Tk(uj)} ограничена
в

◦
W 1,p(Ω) и в силу (1.6.7) Tk(ujl

) → Tk(u) сильно в Lp(Ω), то Tk(u) ∈
◦

W 1,p(Ω) и Tk(ujl
) → Tk(u) слабо в

◦
W 1,p(Ω). Следовательно, u ∈

◦
T 1,p(Ω) и

справедливо утверждение (1.6.8). ¤
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Отметим, что основные идеи доказательства теоремы 1.6.1 содер-
жатся в [13, теорема 6.1].

Прежде чем перейти ко второму из основных результатов раздела,
приведем одно простое вспомогательное утверждение.

Лемма 1.6.4. Пусть µ ∈ L1(Ω), µ > 0 п. в. на Ω. Пусть для любого
j ∈ N Ej – измеримое множество в Rn такое, что Ej ⊂ Ω. Пусть

lim
j→∞

∫

Ej

µ dx = 0. (1.6.15)

Тогда
lim
j→∞

measEj = 0. (1.6.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого t > 0 положим Gt = {µ 6 t}.
Покажем, что

lim
t→0

measGt = 0. (1.6.17)

Действительно, предположим, что семейство measGt, t > 0, не сходится
к нулю при t → 0. Тогда найдутся ε0 > 0 и убывающая последователь-
ность {ti}, ti → 0, такие, что

∀ i ∈ N measGti > ε0. (1.6.18)

Положим G =
∞⋂
i=1

Gti . Так как для любого i ∈ N имеем Gti+1
⊂ Gti ,

то measGti → measG. Отсюда и из (1.6.18) следует, что measG > 0.
Поскольку µ > 0 п. в. на Ω, существует измеримое множество E ⊂ Ω
меры нуль такое, что для любого x ∈ Ω \ E имеем µ(x) > 0. Пусть x ∈
G \ E. Тогда µ(x) > 0. С другой стороны, в силу определения множеств
G и Gti для любого i ∈ N имеем µ(x) 6 ti. Отсюда, учитывая, что ti → 0,
приходим к неравенству µ(x) 6 0. Полученное противоречие доказывает,
что (1.6.17) верно.

Далее, зафиксируем произвольное ε > 0. В силу (1.6.17) существует
t > 0 такое, что

measGt 6 ε/2. (1.6.19)

В силу (1.6.15) существует j0 ∈ N такое, что для любого j ∈ N, j > j0,
имеем ∫

Ej

µ dx 6 εt/2. (1.6.20)

Зафиксируем j ∈ N, j > j0. Ясно, что
measEj = meas(Ej ∩ {µ 6 t}) + meas(Ej ∩ {µ > t})

6 measGt + meas(Ej ∩ {µ > t}). (1.6.21)
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Учитывая, что µ > 0 п. в. на Ω, получаем
∫

Ej

µ dx >
∫

Ej∩{µ>t}
µ dx > tmeas(Ej ∩ {µ > t}).

Отсюда и из (1.6.19)–(1.6.21) следует, что measEj 6 ε. Теперь можно
заключить, что (1.6.16) верно. ¤

Теорема 1.6.2. Пусть Φ – функция Каратеодори на Ω×R×Rn×Rn

и выполняются условия:
(i) для любого k > 0 существуют c̃k > 0 и g̃k ∈ L1(Ω), g̃k > 0 на Ω,

такие, что для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R, |s| 6 k, и ξ, ξ′ ∈ Rn

имеем 0 6 Φ(x, s, ξ, ξ′) 6 c̃k(|ξ|p + |ξ′|p) + g̃k(x);

(ii) для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′, имеем
Φ(x, s, ξ, ξ′) > 0.

Пусть, далее, {uj} ⊂
◦

W 1,p(Ω), u ∈
◦
T 1,p(Ω), uj → u по мере,

lim
m→∞

sup
j∈N

meas{|uj| > m} = 0, (1.6.22)

lim
m→∞

sup
j∈N

meas{|∇uj| > m} = 0. (1.6.23)

Пусть, наконец, существуют функции ν1, ν2 : (0, +∞) → (0, +∞) та-
кие, что ν2(s) → 0 при s → 0 и для любых m > 1 и k ∈ (0, ν1(m)]
имеем

lim
j→∞

∫

{|uj |<m, |u|<m, |uj−u|<k}
Φ(x, uj,∇uj, δu)dx 6 ν2(k). (1.6.24)

Тогда для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем Diuj → δiu по мере.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для любого x ∈ Ω Φx – функция

на R × Rn × Rn такая, что для любой тройки (s, ξ, ξ′) ∈ R × Rn × Rn

имеем Φx(s, ξ, ξ
′) = Φ(x, s, ξ, ξ′). Поскольку Φ – функция Каратеодори

на Ω × R × Rn × Rn и выполняется условие (ii), существует измеримое
множество E ⊂ Ω меры нуль такое, что: для любого x ∈ Ω \ E функция
Φx непрерывна на R × Rn × Rn; для любых x ∈ Ω \ E, s ∈ R, ξ, ξ′ ∈ Rn,
ξ 6= ξ′, имеем Φx(s, ξ, ξ

′) > 0.
Положим для любых t > 0 и m > t

Gt,m =
{
(s, ξ, ξ′) ∈ R× Rn × Rn : |s| 6 m, |ξ| 6 m, |ξ′| 6 m, |ξ − ξ′| > t

}
.

Очевидно, что для любых t > 0 и m > t множество Gt,m непусто, за-
мкнуто и ограничено.
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Пусть для произвольных t > 0 и m > t µt,m – функция на Ω такая,
что

µt,m(x) =

{
min
Gt,m

Φx, если x ∈ Ω \ E,

0, если x ∈ E.

Зафиксируем t > 0 и m > t. Нетрудно убедиться в том, что

µt,m > 0 на Ω \ E. (1.6.25)

Кроме того, в силу условия (i) имеем

µt,m 6 2c̃mmp + g̃m п. в. на Ω. (1.6.26)

Докажем, что функция µt,m измерима. Пусть R – множество всех
(s, ξ, ξ′) ∈ R × Rn × Rn таких, что s рационально и для любого i ∈
{1, . . . , n} ξi и ξ′i рациональны. Положим G

(0)
t,m = Gt,m∩R. Имеем G

(0)
t,m 6= ∅

и G
(0)
t,m плотно в Gt,m. Действительно, пусть (s, ξ, ξ′) ∈ Gt,m, и пусть ε > 0.

Предположим, что |ξ − ξ′| > t. Тогда, взяв λ такое, что

max

(
1− ε

2m
,

t

|ξ − ξ′|
)

< λ < 1,

и положив s′ = λs, η = λξ и η′ = λξ′, получим неравенства

|s′| < m, |η| < m, |η′| < m, |η − η′| > t, (1.6.27)

|s′ − s|2 + |η − ξ|2 + |η′ − ξ′|2 < ε2. (1.6.28)

Предположим теперь, что |ξ| < m и |ξ′| < m. Тогда, взяв λ1 и λ такие,
что

max(|ξ|, |ξ′|) < λ1 < m, 1 < λ < min
(
2,

m

λ1

, 1 +
ε

2m

)
,

и положив s′ = (2 − λ)s, η = λξ и η′ = λξ′, снова получим неравенства
(1.6.27) и (1.6.28). Остается рассмотреть следующий случай: |ξ − ξ′| = t
и верно хотя бы одно из равенств |ξ| = m и |ξ′| = m. Пусть для опреде-
ленности |ξ| = m. Тогда имеем m2 − t2 = |ξ|2 − |ξ − ξ′|2 = 2(ξ, ξ′) − |ξ′|2.
Отсюда, учитывая, что m > t, получаем (ξ, ξ′) > 0. Это же неравенство
имеем, если |ξ′| = m. Следовательно, существует j ∈ {1, . . . , n} такое,
что ξjξ

′
j > 0. Возьмем λ такое, что

0 < λ < min

(
1,
|ξj|
2

,
|ξ′j|
2

,
ε

2m
,

ε

4

)
,



70 Гл. 1. Нелинейные эллиптические уравнения второго порядка с L1-данными

и пусть s′ = (1− λ)s и η, η′ ∈ Rn, причем

ηj = ξj − λ[2(1−sign ξj)/2 sign ξj −min(0, sign(ξj − ξ′j))],

η′j = ξ′j − λ[2(1+sign ξ′j)/2 sign ξ′j + min(0, sign(ξj − ξ′j))],

а для любого i ∈ {1, . . . , n}, i 6= j, имеем ηi = ξi и η′i = ξ′i. Тогда имеют
место неравенства (1.6.27) и (1.6.28). Итак, в любом случае существует
тройка (s′, η, η′) ∈ R×Rn×Rn такая, что имеют место неравенства (1.6.27)
и (1.6.28). Пусть теперь s̄ – рациональное число такое, что |s̄ − s′| <
min(m − |s′|, ε/2), и пусть ξ̄, ξ̄′ ∈ Rn, причем для любого i ∈ {1, . . . , n}
ξ̄i, ξ̄′i – рациональные числа и

|ξ̄i − ηi| < 1

2n
min(m− |η|, |η − η′| − t, ε),

|ξ̄′i − η′i| <
1

2n
min(m− |η′|, |η − η′| − t, ε).

Тогда (s̄, ξ̄, ξ̄′) ∈ G
(0)
t,m и, используя (1.6.28), получаем, что |s̄ − s|2 + |ξ̄ −

ξ|2 + |ξ̄′ − ξ′|2 < 4ε2. Таким образом, можно заключить, что множество
G

(0)
t,m плотно в Gt,m.

Далее, зафиксируем произвольное λ ∈ R. Покажем, что

{x ∈ Ω \ E : µt,m(x) < λ}
=

⋃

(s, ξ, ξ′)∈G
(0)
t,m

{x ∈ Ω \ E : Φ(x, s, ξ, ξ′) < λ}. (1.6.29)

Действительно, пусть y принадлежит левой части равенства (1.6.29).
Имеем y ∈ Ω \ E и µt,m(y) < λ. Тогда в силу определения функции
µt,m существует тройка (s, ξ, ξ′) ∈ Gt,m такая, что Φy(s, ξ, ξ

′) < λ. Следо-
вательно, ввиду непрерывности функции Φy на R×Rn×Rn существует
ε > 0 такое, что для любой тройки (s̃, ξ̃, ξ̃′) ∈ R × Rn × Rn, удовле-
творяющей неравенству |s̃ − s|2 + |ξ̃ − ξ|2 + |ξ̃′ − ξ′|2 < ε2, справедли-
во неравенство Φy(s̃, ξ̃, ξ̃

′) < λ. Тогда в силу плотности множества G
(0)
t,m

в Gt,m найдется тройка (s′, η, η′) ∈ G
(0)
t,m, для которой Φy(s

′, η, η′) < λ.
Последнее неравенство ввиду определения функции Φy означает, что
Φ(y, s′, η, η′) < λ. Следовательно, точка y принадлежит правой части
равенства (1.6.29). Обратно, пусть y принадлежит правой части равен-
ства (1.6.29). Следовательно, существует тройка (s, ξ, ξ′) ∈ Gt,m такая,
что y ∈ Ω \E и Φ(y, s, ξ, ξ′) < λ. Тогда в силу определения функции µt,m
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имеем µt,m(y) 6 Φ(y, s, ξ, ξ′) < λ. Отсюда вытекает, что y принадлежит
левой части равенства (1.6.29). Проведенные рассуждения доказывают,
что равенство (1.6.29) справедливо.

Поскольку Φ – функция Каратеодори на Ω×R×Rn×Rn, для любой
тройки (s, ξ, ξ′) ∈ R × Rn × Rn множество {Φ(· , s, ξ, ξ′) < λ} измеримо.
Отсюда следует, что для любой тройки (s, ξ, ξ′) ∈ G

(0)
t,m множество {x ∈

Ω \ E : Φ(x, s, ξ, ξ′) < λ} измеримо. Тогда, учитывая, что множество
G

(0)
t,m счетно, из равенства (1.6.29) выводим, что множество {µt,m < λ}

измеримо и, значит, функция µt,m измерима.
Теперь, учитывая (1.6.25) и (1.6.26), заключаем, что для любых t > 0

и m > t функция µt,m суммируема на Ω.
Далее, заметим, что

lim
m→∞

meas{|u| > m} = 0, lim
m→∞

meas{|δ u| > m} = 0. (1.6.30)

Действительно, объединение всех множеств {|u| < m}, m ∈ N, есть Ω,
и кроме того, {|u| < m} ⊂ {|u| < m + 1}, если m ∈ N. Следовательно,
meas{|u| < m} → measΩ. Отсюда вытекает первое из равенств (1.6.30).
Аналогично обосновывается справедливость второго из этих равенств.

Перейдем к непосредственному доказательству заключения теоре-
мы.

Зафиксируем t > 0 и ε > 0. В силу (1.6.22), (1.6.23) и (1.6.30) суще-
ствует m > max(1, t) такое, что

sup
j∈N

meas{|uj| > m} 6 ε, sup
j∈N

meas{|∇uj| > m} 6 ε, (1.6.31)

meas{|u| > m} 6 ε, meas{|δu| > m} 6 ε. (1.6.32)

Для любых k, j ∈ N положим

E(k, j) =
{|uj| 6 m, |u| 6 m, |∇uj| 6 m, |δu| 6 m,

|uj − u| < 1/k, |∇uj − δu| > t
}
.

Пусть k, j ∈ N, и пусть x ∈ E(k, j) \ E. Имеем

|uj(x)| 6 m, |∇uj(x)| 6 m, |δu(x)| 6 m, |∇uj(x)− δu(x)| > t

и, следовательно, (uj(x),∇uj(x), δu(x)) ∈ Gt,m. Тогда в силу определения
функций µt,m и Φx имеем µt,m(x) 6 Φ(x, uj(x),∇uj(x), δu(x)).

Теперь можно заключить, что для любых k, j ∈ N
∫

E(k,j)

µt,m dx 6
∫

E(k,j)

Φ(x, uj,∇uj, δu)dx. (1.6.33)
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Заметим, что согласно условию (i) для почти всех x ∈ Ω и любых
s ∈ R и ξ, ξ′ ∈ Rn справедливо неравенство Φ(x, s, ξ, ξ′) > 0. Тогда в силу
условия (1.6.24) существует последовательность {jk} ⊂ N такая, что для
любых k ∈ N, k > 1/ν1(m), и j ∈ N, j > jk, имеем

∫

E(k,j)

Φ(x, uj,∇uj, δu)dx 6 2ν2(1/k). (1.6.34)

Из (1.6.33) и (1.6.34) следует, что для любых k ∈ N, k > 1/ν1(m), и
j ∈ N, j > jk, ∫

E(k,j)

µt,m dx 6 2ν2(1/k). (1.6.35)

Покажем, что

sup
j>jk

measE(k, j) → 0 при k →∞. (1.6.36)

Действительно, предположим, что утверждение (1.6.36) не верно. То-
гда существуют τ > 0 и возрастающая последовательность {kl} ⊂ N ∩
[1/ν1(m), +∞) такие, что для любого l ∈ N имеем

sup
j>jkl

measE(kl, j) > τ.

Отсюда следует, что для любого l ∈ N найдется tl ∈ N, tl > jkl
, такое,

что
measE(kl, tl) > τ/2. (1.6.37)

В силу (1.6.35) для любого l ∈ N имеем
∫

E(kl,tl)

µt,m dx 6 2ν2(1/kl),

и следовательно,

lim
l→∞

∫

E(kl,tl)

µt,m dx = 0.

Тогда, учитывая, что µt,m ∈ L1(Ω) и µt,m > 0 п. в. на Ω, и используя
лемму 1.6.4, получаем measE(kl, tl) → 0, что противоречит (1.6.37). По-
лученное противоречие доказывает, что утверждение (1.6.36) справедли-
во.

Из этого утверждения следует, что существует k ∈ N такое, что

sup
j>jk

measE(k, j) 6 ε. (1.6.38)
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В силу сходимости {uj} к u по мере найдется j′k ∈ N такое, что для
любого j ∈ N, j > j′k,

meas{|uj − u| > 1/k} 6 ε. (1.6.39)

Зафиксируем теперь j ∈ N, j > max(jk, j
′
k). Ясно, что

meas{|∇uj − δu| > t} 6 meas{|uj| > m}+ meas{|u| > m}
+ meas{|∇uj| > m}+ meas{|δu| > m}
+ meas{|uj − u| > 1/k}+ measE(k, j).

Отсюда и из неравенств (1.6.31), (1.6.32), (1.6.38) и (1.6.39) выводим, что
meas{|∇uj − δu| > t} 6 6ε. Следовательно, для любого i ∈ {1, . . . , n}
имеем Diuj → δiu по мере. ¤

Отметим, что в доказательстве теоремы 1.6.2 использованы некото-
рые идеи работ [13] и [64].

Следствие 1.6.1. Пусть 0 < p̃ < p∗, c̃ > 0, g̃ ∈ L1(Ω), g̃ > 0
на Ω, и пусть Φ – функция Каратеодори на Ω × R × Rn × Rn. Пусть
выполняются следующие условия:

(i) для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ, ξ′ ∈ Rn имеем 0 6
Φ(x, s, ξ, ξ′) 6 c̃(|s|p̃ + |ξ|p + |ξ′|p) + g̃(x);

(ii) для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′, имеем
Φ(x, s, ξ, ξ′) > 0.

Пусть, далее, {uj} ⊂
◦

W 1,p(Ω), u ∈
◦

W 1,p(Ω), uj → u слабо в
◦

W 1,p(Ω), и
пусть существует k0 > 0 такое, что

lim
j→∞

∫

{|uj−u|<k0}
Φ(x, uj,∇uj,∇u)dx = 0. (1.6.40)

Тогда для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем Diuj → Diu по мере.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что функция Φ удовлетворяет

условиям (i) и (ii) теоремы 1.6.2. Ввиду слабой сходимости {uj} к u в
◦

W 1,p(Ω) имеем uj → u сильно в L1(Ω) и, следовательно, uj → u по мере.
Покажем, что последовательность {uj} и функция u удовлетворяют

условиям (1.6.22)–(1.6.24).

Поскольку uj → u слабо в
◦

W 1,p(Ω), последовательность {uj} огра-

ничена в
◦

W 1,p(Ω). Тогда существует M > 0 такое, что для любого j ∈ N
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имеем ∫

Ω

|uj|dx 6 M,

∫

Ω

|∇uj|dx 6 M. (1.6.41)

В силу неравенства Чебышева для любых m > 0 и j ∈ N

meas{|uj| > m} 6 1

m

∫

Ω

|uj|dx.

Отсюда, учитывая первое из неравенств (1.6.41), получаем (1.6.22). Ана-
логично, используя неравенство Чебышева для функций |∇uj| и второе
из неравенств (1.6.41), устанавливаем (1.6.23).

Далее, пусть ν1, ν2 : (0, +∞) → (0, +∞) – функции такие, что для
любого s ∈ (0, +∞) ν1(s) = k0, ν2(s) = s. Тогда, учитывая, что для
почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ, ξ′ ∈ Rn имеем Φ(x, s, ξ, ξ′) > 0, из
(1.6.40) выводим, что для любых m > 1 и k ∈ (0, ν1(m)]

lim
j→∞

∫

{|uj |<m, |u|<m, |uj−u|<k}
Φ(x, uj,∇uj,∇u)dx 6 ν2(k).

Значит, условие (1.6.24) выполняется.
Теперь в силу теоремы 1.6.2 для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем Diuj →

Diu по мере. ¤
Отметим, что теоремы 1.6.1, 1.6.2 и следствие 1.6.1 установлены в

статье [72], и в целом содержание данного раздела опубликовано в той
же статье.

1.7. О существовании энтропийных решений уравнений
с вырождающейся коэрцитивностью и L1-данными

Дадим приложение результатов, представленных в предыдущем раз-
деле, к доказательству существования энтропийного решения задачи Ди-
рихле для нелинейного эллиптического уравнения с вырождающейся ко-
эрцитивностью, нулевым младшим коэффициентом и L1-правой частью.

Пусть для любого i ∈ {1, . . . , n} ai – функция Каратеодори на Ω×
R × Rn. Будем предполагать, что для любого k > 0 существуют c̄k > 0
и ḡk ∈ L1(Ω), ḡk > 0 на Ω, такие, что для почти всех x ∈ Ω и любых
s ∈ R, |s| 6 k, и ξ ∈ Rn справедливо неравенство

n∑
i=1

|ai(x, s, ξ)|p/(p−1) 6 c̄k|ξ|p + ḡk(x). (1.7.1)
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Кроме того, будем считать, что существуют p1 ∈ [ 0, p − 1) и c1 > 0
такие, что для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ ∈ Rn имеет место
неравенство

n∑
i=1

ai(x, s, ξ)ξi > c1|ξ|p
(1 + |s|)p1

. (1.7.2)

Наконец, будем предполагать, что для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R
и ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′, справедливо неравенство

n∑
i=1

[ ai(x, s, ξ)− ai(x, s, ξ′)](ξi − ξ′i) > 0. (1.7.3)

Пусть f ∈ L1(Ω). Будем рассматривать следующую задачу Дирихле:

−
n∑

i=1

∂

∂xi

ai(x, u,∇u) = f в Ω, (1.7.4)

u = 0 на ∂Ω. (1.7.5)

Заметим, что если u ∈
◦
T 1,p(Ω), v ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω), k > 0 и i ∈

{1, . . . , n}, то функция ai(x, u, δu)(δiu − δiv) суммируема на множестве
{|u− v| < k}. Это следует из предложения 1.1.1 и неравенства (1.7.1).

Определение 1.7.1. Энтропийным решением задачи (1.7.4), (1.7.5)

будем называть функцию u ∈
◦
T 1,p(Ω) такую, что для любых v ∈ C∞

0 (Ω)
и k > 0 справедливо неравенство

∫

{|u−v|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)(δiu− δiv)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− v)dx.

Теорема 1.7.1. Существует энтропийное решение задачи (1.7.4),
(1.7.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя неравенства (1.7.1)–(1.7.3),
следствие 1.6.1, теорему 2.7 из [89, гл. 2] и лемму В.1 из [60, гл. 2], уста-

навливаем: если j ∈ N, то существует функция uj ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω)

такая, что для любой функции ϕ ∈
◦

W 1,p(Ω)

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, Tj(uj),∇uj)Diϕ

}
dx =

∫

Ω

Tj(f)ϕdx. (1.7.6)
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Пусть k > 1 и j ∈ N. Полагая в (1.7.6) ϕ = Tk(uj) и используя (1.1.6)
и (1.7.2), получаем

∫

{|uj |<k}
|∇uj|p dx 6

{
2p1

c1

‖f‖L1(Ω)

}
k1+p1 . (1.7.7)

Отсюда и из теоремы 1.6.1 выводим, что существуют возрастающая
последовательность {jl} ⊂ N и функция u ∈

◦
T 1,p(Ω) такие, что

ujl
→ u п. в. на Ω. (1.7.8)

Покажем, что

∀ i ∈ {1, . . . , n} Diujl
→ δiu по мере. (1.7.9)

Для этого воспользуемся теоремой 1.6.2. В силу (1.7.8) имеем ujl
→ u

по мере, а в силу (1.7.7) и леммы 1.6.2 справедливы равенства (1.6.22) и
(1.6.23). Пусть Φ – функция на Ω × R × Rn × Rn такая, что для любой
четверки (x, s, ξ, ξ′) ∈ Ω× R× Rn × Rn

Φ(x, s, ξ, ξ′) =
n∑

i=1

[ ai(x, s, ξ)− ai(x, s, ξ′)](ξi − ξ′i).

Очевидно, что Φ – функция Каратеодори. Кроме того, из (1.7.1) и (1.7.3)
вытекает, что выполняются условия (i) и (ii) теоремы 1.6.2.

Далее, пусть z ∈ C1(R), причем 0 6 z 6 1 на R, z = 1 на [−1, 1] и
z = 0 на R \ (−2, 2). Положим c = max

R
|z′|.

Зафиксируем m > 1 и k > 0. Пусть zm – функция на R такая, что
для любого s ∈ R zm(s) = z(s/m). Имеем zm ∈ C1(R), 0 6 zm 6 1 на R,
zm = 1 на [−m,m], zm = 0 на R \ (−2m, 2m) и |z′m| 6 c/m на R.

Для любого j ∈ N положим wj = T2m(uj)− T2m(u).
Пусть теперь j ∈ N, j > 2m. Положим ϕj = zm(uj)zm(u)Tk(wj).

Имеем ϕj ∈
◦

W 1,p(Ω) и для любого i ∈ {1, . . . , n}

Diϕj = zm(uj)zm(u)DiTk(wj) + z′m(uj)zm(u)Tk(wj)Diuj

+ zm(uj)z
′
m(u)Tk(wj)DiT2m(u) п. в. на Ω. (1.7.10)

В силу (1.7.6)
∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, Tj(uj),∇uj)Diϕj

}
dx =

∫

Ω

Tj(f)ϕjdx.
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Используя это равенство, (1.7.10), свойства функции zm и (1.7.1), (1.7.7)
и (1.7.8), получаем

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, Tj(uj),∇uj)DiTk(wj)

}
zm(uj)zm(u)dx 6 σ(m)k,

где σ(m) – положительная постоянная, зависящая только от n, p, c1, c,
‖f‖L1(Ω) и m.

Отсюда, используя предложение 1.1.1, неравенство (1.7.3), свойства
функции zm и определение функции Φ, выводим, что для любого j ∈ N,
j > 2m,

∫

{|uj |<m, |u|<m, |uj−u|<k}
Φ(x, uj,∇uj, δu)dx

6 σ(m)k −
∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, uj,∇T2m(u))DiTk(wj)

}
zm(uj)zm(u)dx. (1.7.11)

Заметим, что в силу (1.7.1), (1.7.8) и свойств функции zm

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, ujl
,∇T2m(u))DiTk(wjl

)

}
zm(ujl

)zm(u)dx → 0 при l →∞.

Учитывая это, из (1.7.11) выводим, что

lim
l→∞

∫

{|ujl
|<m, |u|<m, |ujl

−u|<k}
Φ(x, ujl

,∇ujl
, δu)dx 6 σ(m)k. (1.7.12)

Итак, если m > 1 и k > 0, то справедливо неравенство (1.7.12).
Пусть теперь ν1 : (0, +∞) → (0, +∞), причем ν1(s) = [σ(s)]−2 для

любого s > 1, и пусть ν2 : (0, +∞) → (0, +∞), ν2(s) = s1/2 для любого
s ∈ (0, +∞). Тогда ввиду (1.7.12) для любых m > 1 и k ∈ (0, ν1(m)] левая
часть неравенства (1.7.12) не превосходит ν2(k).

Таким образом, функция Φ и последовательность {ujl
} удовлетворя-

ют всем условиям теоремы 1.6.2, из которой выводим, что утверждение
(1.7.9) справедливо.

Далее, зафиксируем произвольные ϕ ∈ C∞
0 (Ω) и k > 0. Пусть τ –

неубывающая функция из C1(R) такая, что τ(s) = s, если s 6 −1, и
τ(s) = 0, если s > 0. Пусть еще для любого m ∈ N τm – функция на R
такая, что для любого s ∈ R

τm(s) =

[
1

m
τ(m(|s| − k)) + k

]
sign s.
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Зафиксируем произвольное m ∈ N, m > 1/k, и возьмем j ∈ N.
Имеем τm(uj − ϕ) ∈

◦
W 1,p(Ω). Тогда в силу (1.7.6)

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, Tj(uj),∇uj)Di(uj−ϕ)

}
τ ′m(uj−ϕ)dx =

∫

Ω

Tj(f)τm(uj−ϕ)dx.

Из этого равенства, используя (1.7.1), (1.7.2), (1.7.7)–(1.7.9) и лемму
Фату, выводим, что

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)δiu

}
τ ′m(u− ϕ)dx

6
∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Diϕ

}
τ ′m(u− ϕ)dx +

∫

Ω

fτm(u− ϕ)dx.

Отсюда, переходя к пределу при m →∞, получаем неравенство
∫

{|u−ϕ|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)(δiu− δiϕ)

}
dx 6

∫

Ω

fTk(u− ϕ)dx.

Это позволяет заключить, что u – энтропийное решение задачи
(1.7.4), (1.7.5). ¤

Замечание 1.7.1. Теорема 1.7.1 установлена в [72]. При этом сооб-
ражение использовать неравенство (1.7.1), допускающее произвольный
рост коэффициентов уравнения (1.7.4) по u, инспирировано работой [21],
где рассматиривалось аналогичное неравенство для коэффициентов па-
раболического уравнения с L1-данными. В случае, когда коэффициенты
уравнения (1.7.4) могут иметь рост не выше порядка p − 1 по u, имеют
рост порядка p−1 по ∇u и удовлетворяют неравенствам (1.7.2) и (1.7.3),
существование энтропийного решения задачи (1.7.4), (1.7.5) установлено
в [4].

Замечание 1.7.2. Из определения 1.7.1, неравенства (1.7.2) и лем-
мы 1.6.3 вытекает, что если u – энтропийное решение задачи (1.7.4),
(1.7.5), то справедливы следующие утверждения:

1) для любого λ, 0 < λ < n(p− 1− p1)/(n− p), функция |u|λ сумми-
руема на Ω;

2) для любого λ, 0 < λ < n(p − 1 − p1)/(n − 1 − p1), функция |δu|λ
суммируема на Ω.

Такие же свойства суммируемости имеют энтропийные решения в
случае, рассмотренном в [4].
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1.8. Априорные свойства энтропийных решений уравнений
с вырождающейся коэрцитивностью и L1-данными

В этом разделе рассматривается задача Дирихле для более общего
уравнения по сравнению с уравнением (1.7.4) и излагаются результаты
статьи [73] об априорных свойствах энтропийных решений этой задачи.

Пусть для любого i ∈ {1, . . . , n} ai – функция Каратеодори на Ω×
R×Rn. Будем предполагать, что для любого k > 0 существуют c̄k > 0 и
ḡk ∈ L1(Ω), ḡk > 0 на Ω, такие, что для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R,
|s| 6 k, и ξ ∈ Rn справедливо неравенство

n∑
i=1

|ai(x, s, ξ)|p/(p−1) 6 c̄k|ξ|p + ḡk(x). (1.8.1)

Кроме того, будем считать, что существуют p1 ∈ [ 0, p−1), p2 ∈ [ 0, p−p1),
c1, c2 > 0 и g1 ∈ L1(Ω), g1 > 0 на Ω, такие, что для почти всех x ∈ Ω и
любых s ∈ R и ξ ∈ Rn имеет место неравенство

n∑
i=1

ai(x, s, ξ)ξi > c1|ξ|p
(1 + |s|)p1

− c2p2(1 + |s|)p2 − g1(x). (1.8.2)

Наконец, будем предполагать, что для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R
и ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′, справедливо неравенство

n∑
i=1

[ ai(x, s, ξ)− ai(x, s, ξ′)](ξi − ξ′i) > 0. (1.8.3)

Пусть a0 – функция Каратеодори на Ω× R× Rn и f ∈ L1(Ω).
Будем рассматривать следующую задачу Дирихле:

−
n∑

i=1

∂

∂xi

ai(x, u,∇u) + a0(x, u,∇u) = f в Ω, (1.8.4)

u = 0 на ∂Ω. (1.8.5)

Дадим определения нескольким типам решений этой задачи и опи-
шем связи между ними.

Определение 1.8.1. Слабым решением задачи (1.8.4), (1.8.5) будем

называть функцию u ∈
◦

W 1,1(Ω), удовлетворяющую условиям:
1) для любого i ∈ {1, . . . , n} ai(x, u,∇u) ∈ L1(Ω);
2) a0(x, u,∇u) ∈ L1(Ω);
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3) для любой функции v ∈ C∞
0 (Ω)

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u,∇u)Div + a0(x, u,∇u)v

}
dx =

∫

Ω

fv dx.

Определение 1.8.2. T -решением задачи (1.8.4), (1.8.5) будем назы-

вать функцию u ∈
◦
T 1,p(Ω), удовлетворяющую условиям:

1) для любого i ∈ {1, . . . , n} ai(x, u, δu) ∈ L1(Ω);
2) a0(x, u, δu) ∈ L1(Ω);
3) для любой функции v ∈ C∞

0 (Ω)
∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Div + a0(x, u, δu)v

}
dx =

∫

Ω

fv dx.

Предложение 1.8.1. Пусть u – T -решение задачи (1.8.4), (1.8.5),
и пусть |δu| ∈ L1(Ω). Тогда u – слабое решение задачи (1.8.4), (1.8.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку u ∈
◦
T 1,p(Ω) и |δu| ∈ L1(Ω), в

силу предложения 1.1.2 u ∈
◦

W 1,1(Ω) и для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем
Diu = δiu п. в. на Ω. Отсюда и из определения 1.8.2 вытекает, что вы-
полняются условия 1)–3) определения 1.8.1. Значит, u – слабое решение
задачи (1.8.4), (1.8.5). ¤

Далее, заметим, что если u ∈
◦
T 1,p(Ω), v ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω), k > 0 и

i ∈ {1, . . . , n}, то функция ai(x, u, δu)(δiu − δiv) суммириуема на множе-
стве {|u− v| < k}. Это следует из предложения 1.1.1 и (1.8.1).

Определение 1.8.3. Энтропийным решением задачи (1.8.4), (1.8.5)

будем называть функцию u ∈
◦
T 1,p(Ω), удовлетворяющую условиям:

1) a0(x, u, δu) ∈ L1(Ω);
2) для любых v ∈ C∞

0 (Ω) и k > 0

∫

{|u−v|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)(δiu− δiv)

}
dx

+

∫

Ω

a0(x, u, δu)Tk(u− v)dx 6
∫

Ω

fTk(u− v)dx.

Лемма 1.8.1. Пусть u – энтропийное решение задачи (1.8.4),

(1.8.5). Тогда для любых v ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и k > 0 справедливо
неравенство из условия 2) определения 1.8.3.
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Доказательство леммы основывается на приближении функции из
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) последовательностью гладких равномерно ограничен-
ных в Ω функций, использовании для этих аппроксимирующих функций
неравенства из условия 2) определения 1.8.3 и соответствующем предель-
ном переходе с привлечением неравенства (1.8.1) и предложений 1.1.1 и
1.1.3.

Предложение 1.8.2. Пусть u – энтропийное решение задачи
(1.8.4), (1.8.5). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) для любого λ, 0 < λ < n(p− 1− p1)/(n− p), функция |u|λ сумми-
руема на Ω;

2) для любого λ, 0 < λ < n(p − 1 − p1)/(n − 1 − p1), функция |δu|λ
суммируема на Ω.

Доказательство этого предложения основано на использовании нера-
венств 0 6 p2 < p−p1, (1.8.2) и (1.1.13), предложения 1.1.1 и леммы 1.6.3.
Однако по сравнению с аналогичным результатом для энтропийного ре-
шения задачи (1.7.4), (1.7.5), приведенным в замечании 1.7.2, доказа-
тельство предложения 1.8.2 существенно сложнее. Это связано с боль-
шей сложностью структуры условия (1.8.2) по сравнению со структурой
условия (1.7.2). Подробности по этому поводу см. в [73].

Предложение 1.8.3. Пусть u – энтропийное решение задачи
(1.8.4), (1.8.5). Пусть функция (1+ |u|)p2 суммируема на Ω и для любого
i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x, u, δu) ∈ L1(Ω). Тогда u – T -решение задачи
(1.8.4), (1.8.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условий предложения имеем
u ∈

◦
T 1,p(Ω) и выполняются условия 1) и 2) определения 1.8.2.
Покажем, что выполняется условие 3) определения 1.8.2. Пусть v ∈

C∞
0 (Ω). Зафиксируем k > max

Ω
|v| и для любого m ∈ N положим Em =

{ |u− Tm(u) + v| < k}.
Пусть m ∈ N. Поскольку Tm(u)−v ∈

◦
W 1,p(Ω)∩L∞(Ω), в силу леммы

1.8.1 имеем

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)(δiu−DiTm(u) + Div)

}
dx

6
∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)] Tk(u− Tm(u) + v)dx. (1.8.6)
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Используя предложение 1.1.1 и неравенство (1.8.2), получаем

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)(δiu−DiTm(u) + Div)

}
dx

=

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Div

}
dx +

∫

Em∩{|u|>m}

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)δiu

}
dx

>
∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Div

}
dx−c2p2

∫

{|u|>m}
(1+|u|)p2dx−

∫

{|u|>m}
g1dx.

Отсюда и из (1.8.6) следует, что для любого m ∈ N
∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Div

}
dx

6
∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)] Tk(u− Tm(u) + v)dx

+ c2p2

∫

{|u|>m}
(1 + |u|)p2dx +

∫

{|u|>m}
g1dx. (1.8.7)

Ясно, что
∞⋃

m=1

Em = Ω. Кроме того, для любого m ∈ N имеем Em ⊂
Em+1. Поэтому meas (Ω \ Em) → 0. Тогда, учитывая, что по условию
предложения функции ai(x, u, δu) суммируемы на Ω, получаем

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Div

}
dx →

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Div

}
dx. (1.8.8)

Далее, поскольку meas{|u| > m} → 0, из суммируемости функций
(1 + |u|)p2 и g1 выводим, что

∫

{|u|>m}
(1 + |u|)p2dx → 0,

∫

{|u|>m}
g1dx → 0. (1.8.9)

Наконец, имеем
∫

Ω

[ f−a0(x, u, δu)] Tk(u−Tm(u)+v)dx →
∫

Ω

[ f−a0(x, u, δu)]v dx. (1.8.10)
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Это следует из того, что Tk(u − Tm(u) + v) → v на Ω и функции f и
a0(x, u, δu) суммируемы на Ω.

Из (1.8.7)–(1.8.10) выводим, что для любой функции v ∈ C∞
0 (Ω)

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Div

}
dx 6

∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)]v dx.

Следовательно, для любой функции v ∈ C∞
0 (Ω) справедливо равенство

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Div

}
dx =

∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)]v dx.

Значит, выполняется условие 3) определения 1.8.2 и можно заключить,
что u – T -решение задачи (1.8.4), (1.8.5). ¤

Следствие 1.8.1. Пусть u – энтропийное решение задачи (1.8.4),
(1.8.5). Пусть функции (1 + |u|)p2 и |δu| суммируемы на Ω и для любого
i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x, u, δu) ∈ L1(Ω). Тогда u – слабое решение задачи
(1.8.4), (1.8.5).

Этот результат вытекает из предложений 1.8.3 и 1.8.1.
В связи с последующим результатом дадим одно полезное замечание.

Замечание 1.8.1. Если p1 < (p− 1)/(n− p + 1), то

1 <
n(p− 1− p1)

(n− 1− p1)(p− 1)
. (1.8.11)

Предложение 1.8.4. Пусть

p1 < (p− 1)/(n− p + 1), p2 < n(p− 1− p1)/(n− p), (1.8.12)

0 < p̄ < p∗(p− 1− p1)/(p− 1), c̄ > 0 и ḡ ∈ L1(Ω), ḡ > 0 на Ω. Пусть для
почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ ∈ Rn справедливо неравенство

n∑
i=1

|ai(x, s, ξ)|p/(p−1) 6 c̄ (|s|p̄ + |ξ|p) + ḡ(x). (1.8.13)

Пусть u – энтропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5). Тогда справед-
ливы следующие утверждения:

(i) для любого числа λ , удовлетворяющего неравенству

1 6 λ < min

{
p∗(p− 1− p1)

p̄(p− 1)
,

n(p− 1− p1)

(n− 1− p1)(p− 1)

}
, (1.8.14)
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и любого i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x, u, δu) ∈ Lλ(Ω);
(ii) u – T -решение задачи (1.8.4), (1.8.5).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что в силу первого из

неравенств (1.8.12) и замечания 1.8.1 справедливо неравенство (1.8.11).
Из этого неравенства и условия предложения относительно p̄ вытекает,
что множество чисел λ, удовлетворяющих неравенству (1.8.14), непусто.

Пусть число λ удовлетворяет неравенству (1.8.14) и i ∈ {1, . . . , n}. В
силу (1.8.13) и неравенства λ(p− 1) < p имеем

|ai(x, u, δu)|λ 6 (c̄+1)
[ |u|λ(p−1)p̄/p+|δu|λ(p−1)

]
+ḡ+1 п. в. на Ω. (1.8.15)

Из (1.8.14) следует, что

λ(p−1)p̄/p < n(p−1−p1)/(n−p), λ(p−1) < n(p−1−p1)/(n−1−p1).

Тогда в силу предложения 1.8.2 функции |u|λ(p−1)p̄/p и |δu|λ(p−1) суммиру-
емы на Ω. Отсюда и из (1.8.15) выводим, что ai(x, u, δu) ∈ Lλ(Ω), и тем
самым справедливость утверждения (i) установлена. Вследствие этого
утверждения для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x, u, δu) ∈ L1(Ω). Кроме
того, в силу второго из неравенств (1.8.12) и предложения 1.8.2 функция
(1 + |u|)p2 суммируема на Ω.

Таким образом, выполняются все условия предложения 1.8.3, из ко-
торого вытекает, что утверждение (ii) справедливо. ¤

Следствие 1.8.2. Пусть p > 2− 1/n,

p1 < min

{
n

n− 1

(
p− 2 +

1

n

)
,

p− 1

n− p + 1

}
, (1.8.16)

p2 < n(p − 1 − p1)/(n − p), 0 < p̄ < p∗(p − 1 − p1)/(p − 1), c̄ > 0 и
ḡ ∈ L1(Ω), ḡ > 0 на Ω. Пусть для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R и
ξ ∈ Rn справедливо неравенство

n∑
i=1

|ai(x, s, ξ)|p/(p−1) 6 c̄(|s|p̄ + |ξ|p) + ḡ(x).

Пусть u – энтропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5). Тогда u – слабое
решение задачи (1.8.4), (1.8.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку выполняются все условия
предложения 1.8.4, из этого предложения выводим, что u – T -решение
задачи (1.8.4), (1.8.5). Ввиду (1.8.16) имеем p1 < n(p − 2 + 1/n)/(n −
1). Тогда 1 < n(p − 1 − p1)/(n − 1 − p1). Отсюда и из утверждения 2)
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предложения 1.8.2 вытекает, что |δu| ∈ L1(Ω). Теперь из предложения
1.8.1 получаем, что u – слабое решение задачи (1.8.4), (1.8.5). ¤

Далее сосредоточимся на результатах, касающихся свойств сумми-
руемости энтропийных решений задачи (1.8.4), (1.8.5). Некоторые из та-
ких свойств уже описаны в предложении 1.8.2. Уточнение свойств сум-
мируемости энтропийных решений, данных в утверждениях 1) и 2) этого
предложения, при дополнительном условии на p2 будет одним из итогов
последующих рассмотрений раздела.

Приведем сначала один вспомогательный результат.

Лемма 1.8.2. Пусть h ∈ C1(R) и h(0) = 0. Пусть u ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩
L∞(Ω). Тогда h(u) ∈

◦
W 1,p(Ω)∩L∞(Ω) и для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

Dih(u) = h′(u)Diu п. в. на Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу непрерывности функции h на R и
включения u ∈ L∞(Ω) имеем h(u) ∈ L∞(Ω).

Далее, положим m = ‖u‖L∞(Ω)+1, и пусть {uj} – последовательность
функций из C∞

0 (Ω) такая, что

uj → u сильно в W 1,p(Ω), (1.8.17)

uj → u п. в. на Ω, (1.8.18)

∀ j ∈ N |uj| 6 m на Ω. (1.8.19)

Поскольку h ∈ C1(R) и h(0) = 0, имеем

{h(uj)} ⊂ C1
0(Ω). (1.8.20)

Из (1.8.18), (1.8.19) и включения h(u) ∈ L∞(Ω) выводим, что

h(uj) → h(u) сильно в Lp(Ω). (1.8.21)

Зафиксируем i ∈ {1, . . . , n}. Поскольку u ∈ L∞(Ω), Diu ∈ Lp(Ω) и
функция h′ непрерывна на R, имеем h′(u)Diu ∈ Lp(Ω). Учитывая (1.8.19),
для любого j ∈ N получаем

∫

Ω

|Dih(uj)− h′(u)Diu|p dx 6 2p

∫

Ω

|h′(uj)− h′(u)|p|Diu|p dx

+
(
2 max

[−m,m]
|h′|)p

∫

Ω

|Diuj −Diu|p dx.
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Отсюда и из (1.8.17)–(1.8.19) следует, что

Dih(uj) → h′(u)Diu сильно в Lp(Ω). (1.8.22)

Из (1.8.20)–(1.8.22) вытекает, что существует обобщенная производная
Dih(u), Dih(u) = h′(u)Diu п. в. на Ω.

Теперь можно заключить, что h(u) ∈ W 1,p(Ω). Кроме того, в силу
(1.8.21) и (1.8.22) имеем h(uj) → h(u) сильно в W 1,p(Ω). Отсюда и из

(1.8.20) выводим, что h(u) ∈
◦

W 1,p(Ω). ¤
Предложение 1.8.5. Пусть p2 = 0 и g1 = 0 на Ω. Пусть u –

энтропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5). Пусть h ∈ C1(R), h(0) = 0,
h ограничена на R и h′ > 0 на R. Тогда функция |δu|ph′(u)/(1 + |u|)p1

суммируема на Ω и справедливо неравенство

∫

Ω

|δu|p
(1 + |u|)p1

h′(u)dx 6 1

c1

∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)]h(u)dx. (1.8.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем k > sup
R
|h|. Для любого

m ∈ N положим

vm = Tm(u)− h(Tm(u)), (1.8.24)

Em = { |u− Tm(u) + h(Tm(u))| < k }. (1.8.25)

Пусть m ∈ N. Поскольку u ∈
◦
T 1,p(Ω), имеем Tm(u) ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩

L∞(Ω). Тогда в силу леммы 1.8.2 h(Tm(u)) ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и для
любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

Dih(Tm(u)) = h′(Tm(u))Di Tm(u) п. в. на Ω. (1.8.26)

Ясно, что vm ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω). Тогда согласно лемме 1.8.1

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)(δiu− δivm)

}
dx

6
∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)]Tk(u− vm)dx. (1.8.27)
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Используя предложение 1.1.1, (1.8.2), (1.8.26), включение {|u| < m}
⊂ Em и неотрицательность функции h′ на R, получаем

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x,u, δu)(δiu− δivm)

}
dx

=

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)(δiu−DiTm(u))

}
dx

+

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Dih(Tm(u))

}
dx

>
∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Dih(Tm(u))

}
dx

=

∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)Di Tm(u)

}
h′(Tm(u))dx

=

∫

{|u|<m}

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)δiu

}
h′(u)dx

> c1

∫

{|u|<m}

|δu|p
(1 + |u|)p1

h′(u)dx.

Отсюда и из (1.8.27) следует, что для любого m ∈ N
∫

{|u|<m}

|δu|p
(1 + |u|)p1

h′(u)dx 6 1

c1

∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)]Tk(u− vm)dx. (1.8.28)

Учитывая, что Tk(u− vm) → h(u) на Ω, и используя лемму Фату, из
(1.8.28) выводим, что функция |δu|ph′(u)/(1 + |u|)p1 суммируема на Ω и
справедливо неравенство (1.8.23). ¤

Следствие 1.8.3. Пусть p2 = 0 и g1 = 0 на Ω. Пусть u – эн-
тропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5). Тогда справедливы следующие
утверждения:
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(i) если h ∈ C(R), h > 0 на R и
∫ +∞

−∞
(1 + |t|)p1h(t)dt < +∞, то

функция |δu|ph(u) суммируема на Ω;

(ii) если h ∈ C1(R), h(0) = 0 и
∫ +∞

−∞
(1 + |t|)p1|h′(t)|p dt < +∞, то

h(u) ∈ Lp∗(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h ∈ C(R), h > 0 на R и

∫ +∞

−∞
(1 + |t|)p1h(t)dt < +∞.

Пусть h1 – функция на R такая, что для любого s ∈ R
h1(s) =

∫ s

0

(1 + |t|)p1h(t)dt.

Тогда h1 ∈ C1(R), h1(0) = 0, h1 ограничена на R и для любого s ∈ R
имеем h′1(s) = (1 + |s|)p1h(s). Отсюда и из предложения 1.8.5 вытекает,
что функция |δu|ph(u) суммируема на Ω. Следовательно, утверждение
(i) справедливо.

Пусть теперь h ∈ C1(R), h(0) = 0 и
∫ +∞

−∞
(1 + |t|)p1|h′(t)|p dt < +∞.

Зафиксируем произвольное k ∈ N. В силу леммы 1.8.2 имеем h(Tk(u)) ∈
◦

W 1,p(Ω) и |∇h(Tk(u))| = |h′(Tk(u))| |∇Tk(u)| п. в. на Ω. Тогда, используя
(1.1.13) и предложение 1.1.1, получаем

∫

Ω

|h(Tk(u))|p∗dx 6 cp∗
n,p

( ∫

{|u|<k}
|h′(u)|p|δu|p dx

)p∗/p

. (1.8.29)

Ввиду условий относительно функции h и утверждения (i) функция
|h′(u)|p|δu|p суммируема на Ω. Тогда, используя лемму Фату, из (1.8.29)
выводим, что h(u) ∈ Lp∗(Ω). Следовательно, утверждение (ii) справед-
ливо. ¤

Предложение 1.8.6. Пусть p2 < n(p − 1 − p1)/(n − p). Пусть u
– энтропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5). Пусть h ∈ C1(R), h(0) =
0, функции h и h′ ограничены на R и h′ > 0 на R. Тогда функция
|δu|ph′(u)/(1 + |u|)p1 суммируема на Ω и справедливо неравенство

∫

Ω

|δu|p
(1 + |u|)p1

h′(u)dx 6 1

c1

∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)]h(u)dx

+
1

c1

∫

Ω

[ c2p2(1 + |u|)p2 + g1]h
′(u)dx. (1.8.30)



1.8. Априорные свойства энтропийных решений 89

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем k > sup
R
|h| и для любого

m ∈ N определим функцию vm и множество Em по формулам (1.8.24) и
(1.8.25).

Пусть m ∈ N. Аналогично изложенному в доказательстве предложе-
ния 1.8.5 имеем h(Tm(u)) ∈

◦
W 1,p(Ω), vm ∈

◦
W 1,p(Ω)∩L∞(Ω) и справедливы

соотношения (1.8.26) и (1.8.27).
Из условия предложения относительно числа p2 и предложения 1.8.2

следует, что функция (1 + |u|)p2 суммируема на Ω. Учитывая это и ис-
пользуя предложение 1.1.1, (1.8.2), (1.8.26), включение {|u| < m} ⊂ Em

и неотрицательность и ограниченность функции h′ на R, получаем
∫

Em

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)(δiu− δivm)

}
dx

=

∫

{|u|<m}

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)δiu

}
h′(u)dx

+

∫

Em∩{|u|>m}

{ n∑
i=1

ai(x, u, δu)δiu

}
dx > c1

∫

{|u|<m}

|δu|p
(1 + |u|)p1

h′(u)dx

−
∫

{|u|<m}
[ c2p2(1 + |u|)p2 + g1]h

′(u)dx−
∫

{|u|>m}
[ c2p2(1 + |u|)p2 + g1]dx.

Отсюда и из (1.8.27) вытекает, что для любого m ∈ N
∫

{|u|<m}

|δu|p
(1 + |u|)p1

h′(u)dx 6 1

c1

∫

Ω

[ f − a0(x, u, δu)]Tk(u− vm)dx

+
1

c1

∫

{|u|<m}
[ c2p2(1 + |u|)p2 + g1]h

′(u)dx

+
1

c1

∫

{|u|>m}
[ c2p2(1 + |u|)p2 + g1]dx. (1.8.31)

Учитывая, что Tk(u − vm) → h(u) на Ω и meas{|u| > m} → 0 и
используя лемму Фату, из (1.8.31) выводим, что функция |δu|ph′(u)/(1 +
|u|)p1 суммируема на Ω и справедливо неравенство (1.8.30). ¤
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Следствие 1.8.4. Пусть p2 < n(p− 1− p1)/(n− p). Пусть u – эн-
тропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5). Тогда справедливы следующие
утверждения:

(i) если h ∈ C(R), h > 0 на R,
∫ +∞

−∞
(1 + |t|)p1h(t)dt < +∞, sup

t∈R
(1 + |t|)p1h(t) < +∞, (1.8.32)

то функция |δu|ph(u) суммируема на Ω;

(ii) если h ∈ C1(R), h(0) = 0,
∫ +∞

−∞
(1 + |t|)p1|h′(t)|p dt < +∞, sup

t∈R
(1 + |t|)p1|h′(t)|p < +∞, (1.8.33)

то h(u) ∈ Lp∗(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h ∈ C(R), h > 0 на R и имеют место

неравенства (1.8.32). Определим функцию h1 таким же образом, как и в
доказательстве следствия 1.8.3. Имеем h1 ∈ C1(R), h1(0) = 0, функции
h1 и h′1 ограничены на R и h′1 > 0 на R. Тогда в силу предложения
1.8.6 функция |δu|ph′1(u)/(1+ |u|)p1 суммируема на Ω. Отсюда, учитывая,
что для любого s ∈ R h′1(s) = (1 + |s|)p1h(s), получаем, что функция
|δu|ph(u) суммируема на Ω. Следовательно, утверждение (i) справедливо.

Пусть теперь h ∈ C1(R), h(0) = 0 и имеют место неравенства (1.8.33).
Тогда для любого k ∈ N верно (1.8.29), причем ввиду утверждения (i)
функция |h′(u)|p|δu|p суммируема на Ω. Отсюда и из леммы Фату вы-
текает, что h(u) ∈ Lp∗(Ω). Следовательно, утверждение (ii) справедливо.

¤
Следствие 1.8.5. Пусть p2 < n(p− 1− p1)/(n− p). Пусть u – эн-

тропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5). Пусть β > 1. Тогда функция

|δu|p
(1 + |u|)p1+1[ ln(2 + |u|)] [ ln ln(3 + |u|)]β

суммируема на Ω.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h – функция на R такая, что для

любого s ∈ R

h(s) =
1

(1 + |s|)p1+1[ ln(2 + |s|)] [ ln ln(3 + |s|)]β .

Имеем h ∈ C(R), h > 0 на R и справедливы неравенства (1.8.32). Тогда в
силу утверждения (i) следствия 1.8.4 функция |δu|ph(u) суммируема на
Ω. Значит, требуемое утверждение верно. ¤
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Следствие 1.8.6. Пусть p2 < n(p−1−p1)/(n−p). Пусть u – энтро-
пийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5). Пусть h ∈ C(R) и выполняются
условия: функция h четна, h > 0 на R, функция h невозрастающая
на [ 0, +∞) и ∫ +∞

1

1

t
[ h(t)](n−p)/n dt < +∞. (1.8.34)

Тогда функции

|u|n(p−1−p1)/(n−p)h(u), |δu|n(p−1−p1)/(n−1−p1)[ h(u)](n−p)/(n−1−p1)

суммируемы на Ω.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h1 – функция на R такая, что для

любого s ∈ R

h1(s) =

∫ s

0

[ h(t)]1/p∗

(1 + |t|)(p1+1)/p
dt.

Имеем

h1 ∈ C1(R), h1(0) = 0, (1.8.35)

∀ t ∈ R (1 + |t|)p1|h′1(t)|p =
[ h(t)](n−p)/n

1 + |t| . (1.8.36)

Из (1.8.34) и (1.8.36) следует, что

∫ +∞

−∞
(1 + |t|)p1|h′1(t)|p dt < +∞. (1.8.37)

Поскольку функция h четна и невозрастающая на [ 0, +∞), имеем

∀ t ∈ R h(t) 6 h(0). (1.8.38)

Отсюда и из (1.8.36) вытекает, что

sup
t∈R

(1 + |t|)p1|h′1(t)|p < +∞. (1.8.39)

Учитывая (1.8.35), (1.8.37) и (1.8.39), из утверждения (ii) следствия
1.8.4 выводим, что

h1(u) ∈ Lp∗(Ω). (1.8.40)
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Пусть s ∈ R. В силу того, что функция h четна и невозрастающая
на [ 0, +∞), имеем

|h1(s)| > [ h(s)]1/p∗|s|
(1 + |s|)(p1+1)/p

. (1.8.41)

Если |s| > 1, то, используя (1.8.41), получаем

|s|1−(p1+1)/p[ h(s)]1/p∗ 6 2|h1(s)|. (1.8.42)

Если же |s| < 1, то, учитывая (1.8.38), находим, что

|s|1−(p1+1)/p[ h(s)]1/p∗ 6 [ h(0)]1/p∗ . (1.8.43)

Из (1.8.42) и (1.8.43) следует, что для любого s ∈ R

|s|1−(p1+1)/p[ h(s)]1/p∗ 6 2|h1(s)|+ [ h(0)]1/p∗ .

Тогда
|u|n(p−1−p1)/(n−p)h(u) 6 4p∗ |h1(u)|p∗ + 2p∗h(0) на Ω.

Отсюда и из (1.8.40) выводим, что функция |u|n(p−1−p1)/(n−p)h(u) сумми-
руема на Ω.

Далее, положим

λ1 =
n(p− 1− p1)

n− 1− p1

, λ =
n− p

n− 1− p1

.

Заметим, что λ1 < p,

λ1(1 + p1)

p− λ1

=
n(p− 1− p1)

n− p
, (λ− 1)

p

λ1

+ 1 =
n− p

n
. (1.8.44)

Пусть s ∈ R и ξ ∈ Rn. Используя неравенство Юнга с показателями
p/λ1 и p/(p− λ1) и соотношения (1.8.44), получаем

|ξ|λ1 [ h(s)]λ =
|ξ|λ1 [ h(s)]λ−1+λ1/p

(1 + |s|)(p1+1)λ1/p
× (1 + |s|)(p1+1)λ1/p[ h(s)](p−λ1)/p

6 |ξ|p[ h(s)](n−p)/n

(1 + |s|)p1+1
+ (1 + |s|)n(p−1−p1)/(n−p)h(s).
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Тогда

|δu|n(p−1−p1)/(n−1−p1)[ h(u)](n−p)/(n−1−p1)

6 |δu|p[ h(u)](n−p)/n

(1 + |u|)p1+1
+ (1 + |u|)n(p−1−p1)/(n−p)h(u) на Ω. (1.8.45)

В силу свойств функции h и утверждения (i) следствия 1.8.4 функ-
ция |δu|p[ h(u)](n−p)/n/(1 + |u|)p1+1 суммируема на Ω. Отсюда, а также из
доказанной выше суммируемости функции |u|n(p−1−p1)/(n−p)h(u) и (1.8.38)
и (1.8.45) выводим, что функция |δu|n(p−1−p1)/(n−1−p1)[ h(u)](n−p)/(n−1−p1)

суммируема на Ω. ¤
Следствие 1.8.7. Пусть p2 < n(p−1−p1)/(n−p), u – энтропийное

решение задачи (1.8.4), (1.8.5) и β > n/(n− p). Тогда функции

|u|n(p−1−p1)/(n−p)

[ ln(2 + |u|)]n/(n−p)[ ln ln(3 + |u|)]β ,

|δu|n(p−1−p1)/(n−1−p1)

[ ln(2 + |u|)]n/(n−1−p1)[ ln ln(3 + |u|)]β(n−p)/(n−1−p1)

суммируемы на Ω.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h – функция на R такая, что для

любого s ∈ R

h(s) =
1

[ ln(2 + |s|)]n/(n−p)[ ln ln(3 + |s|)]β .

Функция h удовлетворяет условиям следствия 1.8.6, из которого и выте-
кает требуемое утверждение. ¤

Из следствия 1.8.7 выводим такой результат.

Следствие 1.8.8. Пусть p2 < n(p−1−p1)/(n−p), u – энтропийное
решение задачи (1.8.4), (1.8.5) и β > 1/(p− 1− p1). Тогда

|u|
[ ln(2 + |u|)]1/(p−1−p1)[ ln ln(3 + |u|)]β ∈ Ln(p−1−p1)/(n−p)(Ω),

|δu|
[ ln(2 + |u|)]1/(p−1−p1)[ ln ln(3 + |u|)]β ∈ Ln(p−1−p1)/(n−1−p1)(Ω).
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Очевидно, что в случае p2 < n(p − 1 − p1)/(n − p) следствие 1.8.8
дает более точную информацию о свойствах суммируемости энтропий-
ного решения задачи (1.8.4), (1.8.5) по сравнению с тем, что описано в
предложении 1.8.2. При этом заметим, проследив цепочку результатов,
приводящих к следствию 1.8.8, что среди этих результатов находится и
предложение 1.8.2.

Сформулируем одну из теорем существования энтропийного реше-
ния задачи (1.8.4), (1.8.5).

Теорема 1.8.1. Пусть p2 = 0 и g1 = 0 на Ω . Пусть c > 0 ,
0 < σ < p− 1− p1 , g ∈ L1(Ω) , g > 0 на Ω , ϕ ∈ C(R) , ϕ > 0 на R и

∫ +∞

−∞
(1 + |t|)p1ϕ(t)dt < +∞.

Пусть для почти всех x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ ∈ Rn справедливо
неравенство

|a0(x, s, ξ)| 6 c(|s|σ + |ξ|σ) + |ξ|p ϕ(s) + g(x). (1.8.46)

Тогда существует энтропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5).

Такой же результат сформулирован в работе [73] с той лишь раз-
ницей, что там дополнительно предполагалось выполненным условие
p1 < (p− 1)/(n− p + 1). Оказывается, это условие является излишним.

Доказательство теоремы 1.8.1 сходно с доказательством теоремы
1.7.1, но сложнее последнего из-за наличия в уравнении (1.8.4) младше-
го коэффициента a0. Не останавливаясь на технических подробностях,
ограничимся описанием основных этапов доказательства теоремы 1.8.1.
Они заключаются в следующем.

Прежде всего рассматривается последовательность обобщенных ре-
шений uj ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) аппроксимирующих задач

−
n∑

i=1

∂

∂xi

A
(j)
i (x, u,∇u) + A

(j)
0 (x, u,∇u) = fj в Ω, (1.8.47)

u = 0 на ∂Ω, (1.8.48)

где fj = Tj(f), а A
(j)
i , A

(j)
0 – функции на Ω×R×Rn такие, что для любой

тройки (x, s, ξ) ∈ Ω× R× Rn

A
(j)
i (x, s, ξ) = ai(x, Tj(s), ξ), A

(j)
0 (x, s, ξ) = Tj(a0(x, s, ξ)).
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Подстановка в интегральное тождество, соответствующее аппрокси-
мирующей задаче с правой частью fj, функции h(uj) с произвольной
ограниченной функцией h ∈ C1(R), удовлетворяющей условиям h(0) = 0
и h′ > 0 на R, приводит (с использованием леммы 1.8.2 и неравенств
(1.8.2) и (1.8.46)) к интегральному неравенству, из которого выводится
ряд равномерных интегральных оценок для функций uj.

Это позволяет, в частности, доказать существование возрастающей
последовательности {jl} ⊂ N и функции u ∈

◦
T 1,p(Ω) таких, что

ujl
→ u п. в. на Ω, (1.8.49)

∀ k > 0 Tk(ujl
) → Tk(u) слабо в

◦
W 1,p(Ω). (1.8.50)

Затем с использованием интегральных тождеств, соответствующих
аппроксимирующим задачам (1.8.47), (1.8.48), неравенств (1.8.1)–(1.8.3)
и свойств (1.8.49) и (1.8.50) устанавливается, что

∀ i ∈ {1, . . . , n} Diujl
→ δiu по мере, (1.8.51)

∀ k > 0 Tk(ujl
) → Tk(u) сильно в W 1,p(Ω). (1.8.52)

Из вышеупомянутых равномерных интегральных оценок для функ-
ций uj (одна из них – это равномерная оценка интегралов функций
|∇uj|p ϕ(uj) по Ω), неравенства (1.8.46) и свойств (1.8.49) и (1.8.51) вы-
водится включение a0(x, u, δu) ∈ L1(Ω).

С помощью тех же равномерных интегральных оценок для функ-
ций uj и свойств (1.8.49), (1.8.51) и (1.8.52) осуществляется предельный
переход в интегральных тождествах, соответствующих аппроксимиру-
ющим задачам (1.8.47), (1.8.48). Это приводит к заключению, что u –
энтропийное решение задачи (1.8.4), (1.8.5).

Заметим, что результат, аналогичный теореме 1.8.1, имеет место и
в случае p2 6= 0. В этом случае от функции ϕ нужно дополнительно
потребовать выполнения условия sup

t∈R
(1 + |t|)p1ϕ(t) < +∞.

В заключение раздела приведем примеры выполнения неравенств
(1.8.1)–(1.8.3) и (1.8.46).

Пример 1.8.1. Пусть p > 2, p1 ∈ [ 0, p − 1), γ ∈ (0, p − 1 − p1),
p2 = (γp+p1)/(p−1), β ∈ R, ψ – неотрицательная непрерывная функция
на R и g0 ∈ Lp/(p−2)(Ω), g0 > 0 на Ω. Пусть для любого i ∈ {1, . . . , n} ai –
функция на Ω×R×Rn такая, что для любой тройки (x, s, ξ) ∈ Ω×R×Rn

ai(x, s, ξ) =
|ξ|p−2ξi

(1 + |s|)p1
+ β|s|γ + g0(x)ψ(s)ξi.
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Тогда имеют место неравенства (1.8.1)–(1.8.3), причем c̄k = 6p/(p−1)n,

ḡk = (3|β|kγ)p/(p−1)n + 3p/(p−1)n
[

max
t∈[−k,k]

ψ(t)
]p/(p−2)

g
p/(p−2)
0 ,

c1 = (p− 1)/p, c2 > 0 и c2 зависит только от n, p, p1, γ и β, g1 = 0 на Ω.

Пример 1.8.2. Пусть β > 1, β1, β2 ∈ R, 0 < σ < p−1−p1, g ∈ L1(Ω),
g > 0 на Ω, и ϕ – функция на R такая, что для любого s ∈ R

ϕ(s) =
1

(1 + |s|)p1+1[ ln(2 + |s|)]β .

Пусть a0 – функция на Ω×R×Rn такая, что для любой тройки (x, s, ξ) ∈
Ω× R× Rn

a0(x, s, ξ) = β1|s|σ + β2|ξ|σ + |ξ|p ϕ(s) + g(x).

Тогда функция ϕ удовлетворяет условиям теоремы 1.8.1, а для функции
a0 имеет место неравенство (1.8.46).

Наконец, относительно отдельных результатов раздела отметим сле-
дующее.

Предложения 1.8.3 и 1.8.4 и следствие 1.8.2 обобщают результаты,
полученные в [13] в случае p1 = 0, p2 = 0 и g1 ≡ 0. Даже в этом слу-
чае следствие 1.8.8 дает более сильные результаты по сравнению с теми,
которые получены в [25] для слабых решений.

Оценки (1.8.23) и (1.8.30) играют важную роль в изучении свойств
суммируемости энтропийных решений при ограничениях на функцию
a0 вида (1.8.46) и улучшении суммируемости функции f . В целом это
довольно общирный вопрос, являющийся предметом отдельного иссле-
дования.

В случае, когда старшие коэффициенты уравнения (1.8.4) не зависят
от u, имеют рост порядка p − 1 по ∇u и удовлетворяют стандартному
условию коэрцитивности (p1 = 0, p2 = 0 и g1 ≡ 0), а младший коэффи-
циент a0 не зависит от ∇u, имеет произвольный рост по u и является
неубывающей функцией по u, существование энтропийного решения за-
дачи (1.8.4), (1.8.5) доказано в [13].

В случае, когда старшие коэффициенты уравнения (1.8.4) могут
иметь рост не выше порядка p− 1 по u, имеют рост порядка p− 1 по ∇u
и удовлетворяют стандартному условию коэрцитивности (p1 = 0, p2 = 0
и g1 ≡ 0), младший коэффициент a0 удовлетворяет неравенству (1.8.46) с
c = 0 и ϕ ∈ L1(R), а правая часть уравнения есть ограниченная мера Ра-
дона на Ω, существование T -решения соответствующей задачи Дирихле
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установлено в статье [105]. Эта работа содержит интересные и в опре-
деленном отношении близкие к нашим приемы получения интегральных
оценок решений аппроксимирующих задач, а также использованные при
доказательстве теоремы 1.8.1 соображения, связанные с выводом силь-
ной сходимости в W 1,p(Ω) срезок этих решений.

В случае, когда старшие коэффициенты уравнения (1.8.4) удовле-
творяют тем же условиям, что и в статье [105], младший коэффициент
тоже характеризуется аналогичным [105] поведением по ∇u, а правая
часть уравнения принадлежит L1(Ω), существование энтропийного ре-
шения соответствующей задачи Дирихле доказано в работе [111].



ГЛАВА 2

НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

С УСИЛЕННОЙ КОЭРЦИТИВНОСТЬЮ И L1-ДАННЫМИ

2.1. Введение

Как отмечалось в предыдущей главе, эффективный подход к раз-
решимости нелинейных эллиптических уравнений второго порядка с L1-
правыми частями был предложен в [13]. Что касается эллиптических
уравнений высшего порядка с L1-данными, оказалось, что подход, ана-
логичный предложенному в [13], можно реализовать при условии усилен-
ной коэрцитивности относительно коэффициентов уравнений. Впервые
это было показано для нелинейных уравнений четвертого порядка в ра-
ботах [63, 64]. Позже идеи этих работ развивались в [66, 74–77, 80] при
исследовании разрешимости нелинейных эллиптических уравнений чет-
вертого и произвольного четного порядка с усиленной коэрцитивностью
и L1-данными. В том числе рассматривались уравнения, вырождающи-
еся по пространственным переменным, и уравнения с анизотропией.

В настоящей главе излагаются результаты работ [63, 64, 67, 74] о
существовании и свойствах решений задачи Дирихле для нелинейных
эллиптических уравнений четвертого порядка с усиленной коэрцитивно-
стью и L1-правыми частями.

Сформулируем исходные предположения главы и используемые обо-
значения.

Пусть n ∈ N, n > 2, Ω – ограниченное открытое множество в Rn.
Через Λ обозначим множество всех n-мерных мультииндексов α та-

ких, что |α| = 1 или |α| = 2. Будем использовать еще такие обозначения:
Rn,2 – пространство всех отображений ξ : Λ → R; если u ∈ W 2,1(Ω), то
∇2u : Ω → Rn,2, причем для любых x ∈ Ω и α ∈ Λ (∇2u(x))α = Dαu(x).

Пусть p, q ∈ R, причем
1 < p < n/2, (2.1.1)
2p < q < n. (2.1.2)

Пусть, далее, c1, c2 > 0, g1, g2 – неотрицательные функции на Ω,
g1, g2 ∈ L1(Ω), и пусть для любого α ∈ Λ Aα : Ω × Rn,2 → R – функция
Каратеодори. Будем предполагать, что для почти всех x ∈ Ω и любых
ξ ∈ Rn,2 справедливы неравенства
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∑

|α|=1

|Aα(x, ξ)|q/(q−1) +
∑

|α|=2

|Aα(x, ξ)|p/(p−1)

6 c1

{ ∑

|α|=1

|ξα|q +
∑

|α|=2

|ξα|p
}

+ g1(x), (2.1.3)

∑
α∈Λ

Aα(x, ξ)ξα > c2

{ ∑

|α|=1

|ξα|q +
∑

|α|=2

|ξα|p
}
− g2(x). (2.1.4)

Кроме того, будем предполагать, что для почти всех x ∈ Ω и любых
ξ, ξ′ ∈ Rn,2, ξ 6= ξ′, имеет место неравенство

∑
α∈Λ

[Aα(x, ξ)− Aα(x, ξ′)](ξα − ξ′α) > 0. (2.1.5)

Пусть еще F : Ω× R→ R – функция Каратеодори.
Рассмотрим следующую задачу Дирихле:

∑
α∈Λ

(−1)|α|DαAα(x,∇2u) = F (x, u) в Ω, (2.1.6)

Dαu = 0, |α| = 0, 1, на ∂Ω. (2.1.7)

Точные определения решений этой задачи будут даны в основном со-
держании главы. В теоремах существования и единственности решений
потребуются дополнительные условия на функцию F . Они допускают
произвольный рост F (x, u) по второй переменной и при фиксированном
значении этой переменной предполагают принадлежность соответству-
ющей функции классу L1(Ω).

Отметим, что реализация идей подхода, предложенного в [13] для
уравнений второго порядка, в случае уравнений высшего порядка с L1-
данными имеет ряд отличительных особенностей. Во-первых, в этом слу-
чае для получения необходимых оценок решений аппроксимирующих за-
дач с регулярными данными нельзя использовать таким же образом, как
в [13], стандартные срезающие функции Tk. Во-вторых, использование в
соответствующих интегральных тождествах вместо стандартных срезок
других (гладких) функций приводит к необходимости довольно деликат-
ного обращения со слагаемыми, связанными с производными высокого
порядка подходящих пробных функций. В конечном счете, эти обстоя-
тельства диктуют, каковы должны быть структура уравнений высокого
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порядка с L1-данными и энергетическое пространство для аппроксими-
рующих задач, чтобы идеи обсуждаемого здесь подхода могли быть ре-
ализованными. Так, например, в случае задачи (2.1.6), (2.1.7) и выпол-
нения для функции F вышеупомянутых дополнительных условий под-
ходящими являются именно условие усиленной коэрцитивности (2.1.4) и

соответствующее соболевское пространство
◦

W 1,q
2,p(Ω), относительно кото-

рого см. раздел 2.2.
Отметим, что уравнения высокого порядка с условиями на коэф-

фициенты типа (2.1.3), (2.1.4), но с достаточно регулярными данными
введены в работе [123], причем предполагаемая там регулярность дан-
ных допускает, в отличие от случая L1-данных, изучение разрешимости
уравнений в обычных рамках теории монотонных операторов [89].

Структура настоящей главы такова. В разделе 2.2 вводится про-
странство

◦
W 1,q

2,p(Ω), в дальнейшем играющее роль энергетического про-
странства для задач, аппроксимирующих задачу (2.1.6), (2.1.7). Затем
с помощью специальной последовательности функций hk ∈ C2(R) вво-

дится множество функций
◦
H1,q

2,p(Ω), более широкое, чем пространство
◦

W 1,q
2,p(Ω), и содержащее даже несуммируемые функции. Для функций

u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) определяются "производные" δαu первого и второго по-
рядков, совпадающие с обычными обобщенными производными в случае
u ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω).
В разделе 2.3 дается понятие энтропийного решения задачи (2.1.6),

(2.1.7) и устанавливаются некоторые важные свойства таких решений.
Само энтропийное решение является по определению элементом мно-
жества

◦
H1,q

2,p(Ω). Заметим, что данное определение энтропийного реше-

ния также, как и определение множества
◦
H1,q

2,p(Ω), связано с использо-
ванием последовательности функций hk. Эта последовательность игра-
ет роль, аналогичную роли стандартных срезок Tk в случае уравнений
второго порядка с L1-данными, а множество

◦
H1,q

2,p(Ω) – аналог множе-

ства
◦
T 1,q(Ω), регулярно используемого в том случае. Отметим еще, что

специфика определения энтропийного решения рассматриваемой зада-
чи состоит, аналогично соответствующему определению из [13] в случае
уравнений второго порядка, в требовании выполнения для функции, на-
зываемой энтропийным решением, некоторого семейства интегральных
неравенств, связанных с уравнением (2.1.6) и зависящих от произволь-
ных ϕ ∈ C∞

0 (Ω) и k ∈ N (см. определение 2.3.1). Это семейство нера-
венств является основой для изучения свойств энтропийных решений.
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Заметим, что одно из отличий данного определения энтропийного ре-
шения от соответствующего определения из [13] заключается в присут-
ствии в правой части требуемых интегральных неравенств дополнитель-
ного слагаемого, зависящего от нормы функции ϕ ∈ C∞

0 (Ω) в некотором
соболевском пространстве и степени числа k ∈ N с отрицательным по-
казателем. Коротко говоря, наличие такого добавочного члена связано
с вопросами существования и единственности решений и является от-
ражением существенных особенностей уравнений высших порядков по
сравнению с уравнениями второго порядка.

Раздел 2.4 посвящен получению одной априорной интегральной оце-
нки для "производных" энтропийного решения, играющей важную роль
в доказательстве его единственности. В разделе 2.5 вводится понятие
H-решения задачи (2.1.6), (2.1.7) и устанавливается, что энтропийное
решение этой задачи является и H-решением. Теорема единственности
энтропийного решения доказывается в разделе 2.6, а теоремы существо-
вания H-решения и энтропийного решения устанавливаются в разделе
2.7. Вопросы о принадлежности энтропийного решения соболевским про-
странствам и существовании так называемых W -решений задачи (2.1.6),
(2.1.7) исследуются в разделе 2.8. Отметим, что H-решение и W -решение
– это решения в смысле интегрального тождества, соответствующего за-
даче (2.1.6), (2.1.7).

В разделе 2.9 устанавливаются некоторые свойства интегрируемости
для функций из множества

◦
H1,q

2,p(Ω), подчиненных специальным инте-
гральным неравенствам. При этом используются приемы, аналогичные
изложенным в разделах 1.2 и 1.5. В разделе 2.10 показывается, что эн-
тропийные решения задачи (2.1.6), (2.1.7) удовлетворяют интегральным
неравенствам, рассмотренным в предыдущем разделе. Этот факт вместе
с надлежащими условиями на правую часть уравнения (2.1.6) и резуль-
татами раздела 2.9 позволяет получить более сильные свойства сумми-
руемости энтропийных решений задачи (2.1.6), (2.1.7) по сравнению со
свойствами, описанными в разделах 2.3 и 2.8.

В дальнейших разделах главы излагаются результаты, связанные с
изучением некоторой модификации понятия энтропийного решения рас-
сматриваемой задачи. Эту модификацию мы называем правильным эн-
тропийным решением (см. определение 2.13.1). Изложенные результаты
показывают, что определение правильного энтропийного решения более
естественно, чем определение энтропийного решения. К тому же, вид ин-
тегральных неравенств в определении правильного энтропийного реше-
ния согласуется с одной из эквивалентных формулировок энтропийного
условия в случае уравнений второго порядка с L1-данными (относитель-
но этой формулировки см. лемму 3.2 в [13]).
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В разделе 2.11 рассматриваются некоторые полезные характеристи-
ки множества

◦
H1,q

2,p(Ω). В частности, устанавливается, что в действитель-
ности это множество не зависит от последовательности {hk}, а опреде-
ляется достаточно широким классом H ⊂ C2(R), содержащим эту после-
довательность.

В разделе 2.12 вводится подмножество функций из
◦
H1,q

2,p(Ω), "произ-
водные" первого и второго порядков которых удовлетворяют определен-
ным равномерным интегральным оценкам. Это подмножество, обознача-
емое через Ĥ1,q

2,p(Ω), играет важную роль в дальнейших рассмотрениях.
В разделе доказываются некоторые оценки мер множеств, связанных
с функциями из Ĥ1,q

2,p(Ω), и описываются свойства суммируемости этих
функций и их "производных".

В разделе 2.13 дается определение правильного энтропийного реше-
ния задачи (2.1.6), (2.1.7) и устанавливаются две априорные оценки для
таких решений. Заметим, что правильное энтропийное решение опреде-
ляется как функция из Ĥ1,q

2,p(Ω), причем в отличие от определения эн-
тропийного решения, основное условие для функции быть правильным
энтропийным решением связано со всем множеством функций изH, име-
ющих неотрицательные производные первого порядка, а не с одной по-
следовательностью {hk}, принадлежащей этому множеству.

В разделе 2.14 доказывается теорема существования правильного эн-
тропийного решения. Заметим, что формулировка этого результата (тео-
рема 2.14.1) не содержит условия q > p1 := (3n− 2)p/(n + p− 1), которое
требуется в формулировке теоремы существования энтропийного реше-
ния (см. теорему 2.7.2). В разделе 2.15 устанавливается, что при условии
q > p1 правильное энтропийное решение есть энтропийное решение. Кро-
ме того, результаты раздела показывают, что при том же ограничении
на q и требованиях относительно функции F , которые суть условия тео-
ремы 2.14.1, понятия правильного энтропийного решения и энтропий-
ного решения эквивалентны. Здесь же дается теорема единственности
правильного энтропийного решения (теорема 2.15.3). Заметим, что в от-
личие от формулировки результата о единственности энтропийного ре-
шения (теорема 2.6.1) формулировка теоремы 2.15.3 содержит условие
q > p1. Вопрос о том, справедлива ли теорема единственности правиль-
ного энтропийного решения без этого условия, пока остается открытым.

В разделе 2.16 доказывается, что правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7) есть H-решение и, при условии q > p2 := np/(np−
n + 1), W -решение этой задачи.

В разделе 2.17 изучаются свойства суммируемости правильных эн-
тропийных решений. Основные результаты раздела сосредоточены в пре-
дложении 2.17.3, где описаны функциональные множители, вместе с ко-
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торыми правильные энтропийные решения и их "производные" принад-
лежат некоторым предельным пространствам Лебега.

В разделе 2.18 дается стандартное определение обобщенного реше-
ния задачи (2.1.6), (2.1.7) в случае достаточной регулярности правой ча-
сти уравнения в этой задаче. Легко видеть, что обобщенное решение есть
также правильное энтропийное решение. В разделе среди других резуль-
татов устанавливаются условия на функцию F , при которых справедли-
во обратное утверждение.

Наконец, в разделе 2.19 рассматриваются примеры выполнения не-
равенств (2.1.3)–(2.1.5) и условий относительно функции F изложенных
в главе теорем существования и единственности решений задачи (2.1.6),
(2.1.7).

Отметим, что материал разделов 2.1–2.8 заключает результаты ра-
бот [63, 64], в разделах 2.9 и 2.10 отражены результаты статьи [67], а
содержание разделов 2.11–2.18 составляют результаты работы [74].

Заканчивая вводный раздел, напомним, что в главе предполагается
выполненным неравенство 1 < p < n/2 (см. (2.1.1)). В случае p > n/2
разрешимость задачи вида (2.1.6), (2.1.7) с L1-данными при стандарт-
ных условиях роста и коэрцитивности относительно коэффициентов Aα

может быть установлена в пространстве
◦

W 2,p(Ω) на основе известных ре-
зультатов теории монотонных операторов [89]. Это вытекает из ограни-

ченности вложения
◦

W 2,p(Ω) в C(Ω) при n < 2p. Случай p = n/2 требует
отдельного изучения.

2.2. Множество функций
◦
H1,q

2,p(Ω)

Через W 1,q
2,p (Ω) обозначим множество всех функций из W 1,q(Ω), име-

ющих обобщенные производные второго порядка из Lp(Ω). Множество
W 1,q

2,p (Ω) есть банахово пространство с нормой

‖u‖ = ‖u‖W 1,q(Ω) +

( ∑

|α|=2

∫

Ω

|Dαu|pdx

)1/p

.

Через
◦

W 1,q
2,p(Ω) обозначим замыкание в W 1,q

2,p (Ω) множества C∞
0 (Ω).

Будем использовать еще такие обозначения : если t ∈ [1, +∞], то | · |t
– норма в Lt(Ω); если t ∈ [1, n), то t∗ = nt

n−t
.

Как известно (см., например, [48, гл.7]),
◦

W 1,q(Ω) ⊂ Lq∗(Ω) и суще-
ствует зависящая только от n и q положительная постоянная c′ такая,
что для любой функции u ∈

◦
W 1,q(Ω)
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|u|q∗ 6 c′
∑

|α|=1

|Dαu|q . (2.2.1)

Пусть для любого k ∈ N ψk – функция на R такая, что

ψk(s) = s− sk+2 +
k + 1

k + 3
sk+3 , s ∈ R.

Определим теперь для любого k ∈ N функцию hk : R→ R, полагая

hk(s) =





s, если |s| 6 k,[
ψk

( |s| − k

k

)
+ 1

]
k sign s, если k < |s| < 2k,

2k
k + 2

k + 3
sign s, если |s| > 2k.

Для любого k ∈ N имеем hk ∈ C2(R) и, кроме того,

|hk| 6 2k на R, (2.2.2)
0 6 h′k 6 1 на R, (2.2.3)
|h′′k| 6 3 на R. (2.2.4)

Лемма 2.2.1. Пусть k, j ∈ N, причем j > 2k. Тогда для любого
s ∈ R

hk(hj(s)) = hk(s). (2.2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть s ∈ R. Если |s| 6 j, то в си-
лу определения функции hj имеем hj(s) = s и, следовательно, равен-
ство (2.2.5) справедливо. Если же |s| > j, то в силу свойств функции
hj имеем |hj(s)| > 2k и, следовательно, согласно определению функции
hk справедливо равенство hk(hj(s)) = 2k k+2

k+3
signhj(s), которое вместе с

равенствами hk(s) = 2k k+2
k+3

sign s и signhj(s) = sign s приводит к (2.2.5).
¤

Лемма 2.2.2. Пусть u ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω), k ∈ N. Тогда hk(u) ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω) и
справедливы предложения:

1) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

Dαhk(u) = h′k(u)Dαu п. в. на Ω;

2) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,

|Dαhk(u)− h′k(u)Dαu| 6 |h′′k(u)|
∑

|β|=1

|Dβu|2 п. в. на Ω.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим для α с |α| = 1

wα = h′k(u)Dαu, (2.2.6)

а для α с |α| = 2

wα = h′k(u)Dαu + h′′k(u)Dα′uDα′′u, (2.2.7)

где |α′| = |α′′| = 1, α′ + α′′ = α.
Ясно, что

wα ∈ Lq(Ω), |α| = 1; wα ∈ Lp(Ω), |α| = 2. (2.2.8)

Возьмем последовательность {ui} ⊂ C∞
0 (Ω) такую, что ui → u силь-

но в W 1,q
2,p (Ω) и ui → u п. в. на Ω. Так как {hk(ui)} ⊂ C2

0(Ω), для α с |α| = 1

Dαhk(ui) = h′k(ui)D
αui

и для α с |α| = 2

Dαhk(ui) = h′k(ui)D
αui + h′′k(ui)D

α′uiD
α′′ui,

то учитывая свойства функций hk, получаем

lim
i→∞

|hk(ui)− hk(u)|q = 0, (2.2.9)

lim
i→∞

∑

|α|=1

|Dαhk(ui)− wα|q = 0, lim
i→∞

∑

|α|=2

|Dαhk(ui)− wα|p = 0. (2.2.10)

Используя эти предельные соотношения, обычным образом устанавлива-
ем, что для любого α ∈ Λ существует обобщенная производная Dαhk(u),
Dαhk(u) = wα п. в. на Ω. Тогда в силу (2.2.8)–(2.2.10) имеем hk(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω), а в силу (2.2.6), (2.2.7) справедливы предложения 1) и 2). ¤

Через
◦
H1,q

2,p(Ω) обозначим множество всех функций u : Ω → R, удо-

влетворяющих условию: ∀ k ∈ N hk(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω).

Любая функция u из множества
◦
H1,q

2,p(Ω) измерима, что следует из
измеримости функций hk(u), k ∈ N, и поточечной сходимости {hk(u)} к
u.

Имеют место такие свойства:
◦

W 1,q
2,p(Ω) ⊂

◦
H1,q

2,p(Ω), (2.2.11)
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◦
H1,q

2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) =
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω). (2.2.12)

Свойство (2.2.11) вытекает непосредственно из леммы 2.2.2. Свойство
(2.2.12) следует из (2.2.11) и того, что если u ∈ L∞(Ω) и k ∈ N, k > |u|∞,
то hk(u) = u п. в. на Ω.

Однако заметим, что среди элементов множества
◦
H1,q

2,p(Ω) имеют-
ся функции, не обладающие даже свойством локальной суммируемости.
Действительно, если B – замкнутый шар, B ⊂ Ω, x0 – центр шара B, ϕ
– функция класса C∞

0 (Ω), ϕ = 1 на B, и v – функция на Ω такая, что

∀x ∈ Ω\{x0} v(x) = |x− x0|−nϕ, то v ∈
◦
H1,q

2,p(Ω)\L1
loc(Ω).

Лемма 2.2.3. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω). Тогда для любых k, j ∈ N, j > 2k,
u α ∈ Λ

Dαhk(u) = Dαhj(u) п. в. на {|u| 6 k}, (2.2.13)

Dαhk(u) = 0 п. в. на {|u| > j}. (2.2.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k, j ∈ N, j > 2k, и α ∈ Λ. Согласно
лемме 2.2.1 имеем

hk(u) = hk(hj(u)). (2.2.15)

Предположим, что |α| = 1. Тогда из (2.2.15) и предложения 1) леммы
2.2.2 выводим, что

Dαhk(u) = h′k(hj(u))Dαhj(u) п. в. на Ω.

Отсюда, учитывая, что

h′k(hj(u)) = 1 на {|u| 6 k}, (2.2.16)

h′k(hj(u)) = 0 на {|u| > j}, (2.2.17)

получаем (2.2.13) и (2.2.14).
Пусть теперь |α| = 2. В силу (2.2.15) и предложения 2) леммы 2.2.2

имеем

|Dαhk(u)− h′k(hj(u))Dαhj(u)| 6 |h′′k(hj(u))|
∑

|β|=1

|Dβhj(u)|2 п. в. на Ω.

Отсюда, используя (2.2.16), (2.2.17) и то, что

h′′k(hj(u)) = 0 на {|u| 6 k} ∪ {|u| > j},

снова получаем (2.2.13) и (2.2.14). ¤
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Определение 2.2.1. Если u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) и α ∈ Λ, то δαu – функция
на Ω такая, что

δαu = Dαh1(u) на {|u| 6 1}
и ∀ k ∈ N

δαu = Dαh2k(u) на {2k−1 < |u| 6 2k}.

Лемма 2.2.4. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω). Тогда для любых α ∈ Λ и k ∈ N

δαu = Dαhk(u) п. в. на {|u| 6 k}. (2.2.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α ∈ Λ и k ∈ N. Зафиксируем j ∈ N
такое, что 2j−1 > k, и покажем, что

δαu = Dαh2j(u) п. в. на {|u| 6 2j}. (2.2.19)

Действительно, в силу леммы 2.2.3 для любого l ∈ {0, 1, . . . , j} имеем

Dαh2l(u) = Dαh2j(u) п. в. на {|u| 6 2l}.

Отсюда, учитывая определение δαu и тот факт, что

{|u| 6 2j} = {|u| 6 1} ∪
j⋃

l=1

{2l−1 < |u| 6 2l},

получаем (2.2.19).
Так как 2j−1 > k, то по лемме 2.2.3

Dαhk(u) = Dαh2j(u) п. в. на {|u| 6 k}. (2.2.20)

Из (2.2.19) и (2.2.20) выводим (2.2.18). ¤

Из леммы 2.2.4 следует, что если u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) и k ∈ N, то суще-
ствуют конечные интегралы функций |δαu|q, |α| = 1, и |δαu|p, |α| = 2, по
множеству {|u| 6 k}.

Кроме того, из лемм 2.2.4 и 2.2.2 вытекает, что если u ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) и

α ∈ Λ, то δαu = Dαu п. в. на Ω.
Положим

r =
n(q − 1)

n− 1
, c′′ = 2q∗/q(c′n)q∗ + 2nq.
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Лемма 2.2.5. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), M > 1 и пусть для любого k ∈ N
справедливо неравенство

∫

{|u|<k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx 6 Mk. (2.2.21)

Тогда для любого k ∈ N
meas{|u| > k} 6 c′′Mn/(n−q)k−r∗ , (2.2.22)

meas
{ ∑

|α|=1

|δαu| > k

}
6 c′′Mn/(n−1)k−r, (2.2.23)

meas
{ ∑

|α|=2

|δαu| > k

}
6 c′′Mn/(n−1)k−pr/q, (2.2.24)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k ∈ N. Согласно (2.2.1) имеем

|hk(u)|q∗ 6 c′
∑

|α|=1

|Dαhk(u)|q . (2.2.25)

Используя леммы 2.2.1–2.2.4 и (2.2.3), (2.2.21), для любого α с |α| = 1
получаем

|Dαhk(u)|qq =

∫

{|u|<2k}
|Dαhk(u)|qdx

6
∫

{|u|<2k}
|Dαh2k(u)|qdx =

∫

{|u|<2k}
|δαu|qdx 6 2Mk. (2.2.26)

Из (2.2.25) и (2.2.26) выводим, что

|hk(u)|q∗ 6 c′n(2Mk)1/q. (2.2.27)

С другой стороны, поскольку |hk(u)| > k на {|u| > k}, верно неравенство

kq∗meas{|u| > k} 6 |hk(u)|q∗q∗ .

Отсюда и из (2.2.27) получаем

meas{|u| > k} 6 (c′′ − 2nq)Mn/(n−q)k−r∗ . (2.2.28)
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Следовательно, неравенство (2.2.22) справедливо.
Далее, пусть k1, k2 ∈ N, причем

M q/(n−q)kq 6 k1+r∗
1 6 21+r∗M q/(n−q)kq, (2.2.29)

M q/(n−q)kp 6 k1+r∗
2 6 21+r∗M q/(n−q)kp. (2.2.30)

Аналогично (2.2.28) имеем

meas{|u| > ki} 6 (c′′ − 2nq)Mn/(n−q)k−r∗
i , i = 1, 2. (2.2.31)

Положим
B1 =

{ ∑

|α|=1

|δαu|q > kq

nq
, |u| < k1

}
,

B2 =

{ ∑

|α|=2

|δαu|p > kp

n2p
, |u| < k2

}
.

В силу (2.2.21)

kq

nq
measB1 6

∫

{|u|<k1}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q
}

dx 6 Mk1, (2.2.32)

kp

n2p
measB2 6

∫

{|u|<k2}

{ ∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx 6 Mk2. (2.2.33)

Теперь, используя (2.2.31), (2.2.32) и (2.2.29), получаем

meas
{ ∑

|α|=1

|δαu| > k

}
6 meas

{ ∑

|α|=1

|δαu|q > kq

nq

}

6 meas{|u| > k1}+ measB1 6 c′′Mn/(n−1)k−r.

Аналогично, используя (2.2.31), (2.2.33) и (2.2.30), устанавливаем, что

meas
{ ∑

|α|=2

|δαu| > k

}
6 meas

{ ∑

|α|=2

|δαu|p > kp

n2p

}

6 meas{|u| > k2}+ measB2 6 c′′Mn/(n−1)k−pr/q.

Значит, неравенства (2.2.23) и (2.2.24) верны. ¤
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Лемма 2.2.6. Пусть u – измеримая функция на Ω, M > 0, γ > 0,
и пусть для любого k ∈ N meas{|u| > k} 6 Mk−γ. Тогда для любого
λ ∈ (0, γ) имеем u ∈ Lλ(Ω) и |u|λ 6 41/(γ−λ)[measΩ + 2γM ]1/λ.

По существу, этот результат совпадает с леммой 1.6.1. Здесь он при-
веден в таком виде, в каком первоначально был сформулирован в статье
[64].

Из лемм 2.2.5 и 2.2.6 вытекают определенные свойства суммируемо-
сти функций из множества

◦
H1,q

2,p(Ω), удовлетворяющих для любого k ∈ N
неравенству (2.2.21).

2.3. Определение и некоторые свойства энтропийных
решений

Введем обозначение: если u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), то δ2u : Ω → Rn,2, причем для
любых x ∈ Ω и α ∈ Λ (δ2u(x))α = δαu(x).

Заметим, что если u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), ϕ ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω), k ∈ N и α ∈ Λ,

то в силу (2.1.3) и леммы 2.2.4 существуют конечные интегралы функций
Aα(x, δ2u)δαu и Aα(x, δ2u)δαϕ по множеству {|u− ϕ| < 2k}.

Определение 2.3.1. Энтропийным решением задачи (2.1.6), (2.1.7)

будем называть функцию u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), удовлетворяющую условиям:
1) F (x, u) ∈ L1(Ω);
2) существуют c > 0, b ∈ (1, r) и γ > 0 такие, что для любых ϕ ∈

C∞
0 (Ω) и k ∈ N

∫

{|u−ϕ|<2k}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
h′k(u− ϕ)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx + c
[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω)

]b
k−γ.

Далее через ci, i = 3, 4, . . . , будем обозначать положительные посто-
янные, зависящие только от n, p, q, c1, c2, |g1|1, |g2|1 и measΩ.

Лемма 2.3.1. Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6),
(2.1.7). Тогда существует c > 0 такое, что для любого k ∈ N

∫

{|u|6k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx 6 c3[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]k. (2.3.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу определения 2.3.1 существует c > 0
такое, что для любого k ∈ N

∫

{|u|<2k}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
h′k(u)dx 6

∫

Ω

F (x, u)hk(u)dx + c. (2.3.2)

Зафиксируем k ∈ N. Используя (2.1.4), (2.2.3) и то, что h′k(u) = 1 на
{|u| 6 k}, получаем

c2

∫

{|u|6k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx

6
∫

{|u|<2k}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
h′k(u)dx + |g2|1.

Отсюда и из (2.3.2), учитывая (2.2.2), выводим (2.3.1). ¤
Лемма 2.3.2. Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6),

(2.1.7). Тогда
1) для любого λ ∈ (0, r∗) u ∈ Lλ(Ω);
2) для любых α, |α| = 1, и λ ∈ (0, r) δαu ∈ Lλ(Ω);
3) для любых α, |α| = 2, и λ ∈ (0, p

q
r) δαu ∈ Lλ(Ω);

4) для любых α, |α| = 1, и λ ∈ (0, r
q−1

) Aα(x, δ2u) ∈ Lλ(Ω);

5) для любых α, |α| = 2, и λ ∈ (0, pr
q(p−1)

) Aα(x, δ2u) ∈ Lλ(Ω);

6) для любого α ∈ Λ Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения 1)–3) следуют из лемм 2.3.1,

2.2.5 и 2.2.6.
Далее, для α с |α| = 1 и λ ∈ (0, r

q−1
) в силу (2.1.3) имеем

|Aα(x, δ2u)|λ 6 (c1 + 1)
∑

|β|=1

|δβu|λ(q−1)

+ (c1 + 1)
∑

|β|=2

|δβu|λp(q−1)/q + g1 + 1 п. в. на Ω. (2.3.3)

Из (2.3.3), учитывая, что λ(q−1) < r, λp q−1
q

< p
q
r, и используя утвер-

ждения 2), 3), выводим, что Aα(x, δ2u) ∈ Lλ(Ω). Значит, утверждение 4)
справедливо.
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Аналогично, для α с |α| = 2 и λ ∈ (0, pr
q(p−1)

) в силу (2.1.3) имеем

|Aα(x, δ2u)|λ 6 (c1 + 1)
∑

|β|=1

|δβu|λq(p−1)/p

+ (c1 + 1)
∑

|β|=2

|δβu|λ(p−1) + g1 + 1 п. в. на Ω. (2.3.4)

Из (2.3.4), учитывая, что λq p−1
p

< r, λ(p−1) < p
q
r, и используя утвер-

ждения 2), 3), выводим, что Aα(x, δ2u) ∈ Lλ(Ω). Значит, утверждение 5)
справедливо.

Наконец, замечая, что r
q−1

> 1 и pr
q(p−1)

> 1, из утверждений 4) и 5)
выводим утверждение 6). ¤

Предложение 2.3.1. Пусть u – энтропийное решение задачи
(2.1.6), (2.1.7). Тогда для любой функции ϕ ∈ C∞

0 (Ω)

lim
k→∞

[ ∫

{|u−ϕ|<k}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
dx

−
∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx

]
6 0. (2.3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу определения 2.3.1 существуют
c > 0, b ∈ (1, r) и γ > 0 такие, что для любых ϕ ∈ C∞

0 (Ω) и k ∈ N
∫

{|u−ϕ|<2k}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
h′k(u− ϕ)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx + c
[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω)

]b
k−γ. (2.3.6)

Зафиксируем ϕ ∈ C∞
0 (Ω) и положим

ν1 = max
Ω

∑
α∈Λ

|Dαϕ|, ν2 = c
[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω)

]b
.

Положим еще для любого k ∈ N Ek = {k 6 |u − ϕ| < 2k}. Так как
для k ∈ N, k > 2|ϕ|∞, имеем Ek ⊂ {|u| > k/2}, то из лемм 2.3.1 и 2.2.5
получаем, что

lim
k→∞

measEk = 0. (2.3.7)
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Зафиксируем k ∈ N. Из (2.3.6), используя (2.2.3) и тот факт, что

h′k(u− ϕ) = 1 на {|u− ϕ| < k},
выводим неравенство

∫

{|u−ϕ|<k}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
dx

−
∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx + Ik

6 ν1

∫

Ek

{∑
α∈Λ

|Aα(x, δ2u)|
}

dx + ν2k
−γ, (2.3.8)

где

Ik =

∫

Ek

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
h′k(u− ϕ)dx.

В силу (2.1.4) и (2.2.3) имеем

Ik > −
∫

Ek

g2dx.

Из этого неравенства и (2.3.8) следует, что
∫

{|u−ϕ|<k}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
dx−

∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx

6 ν1

∫

Ek

{∑
α∈Λ

|Aα(x, δ2u)|
}

dx +

∫

Ek

g2dx + ν2k
−γ.

Отсюда, учитывая (2.3.7) и утверждение 6) леммы 2.3.2, получаем (2.3.5).
¤

Лемма 2.3.3. Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6),
(2.1.7). Тогда существуют c > 0, b ∈ (1, r) и γ > 0 такие, что для

любых ϕ ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и k ∈ N

∫

{|u−ϕ|<2k}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
h′k(u− ϕ)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx + c
[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω)

]b
k−γ. (2.3.9)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим для любых ϕ ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω)∩L∞(Ω)

и k ∈ N

Ik(ϕ) =

∫

{|u−ϕ|<2k}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
h′k(u− ϕ)dx,

Jk(ϕ) =

∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx.

В силу определения 2.3.1 существуют c > 0, b ∈ (1, r) и γ > 0 такие, что
для любых ϕ ∈ C∞

0 (Ω) и k ∈ N

Ik(ϕ) 6 Jk(ϕ) + c
[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω)

]b
k−γ. (2.3.10)

Зафиксируем теперь произвольные ϕ ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и k ∈ N.

Нетрудно убедиться в том, что существует последовательность {ϕj} ⊂
C∞

0 (Ω) со свойствами:

ϕj → ϕ сильно в W 1,q
2,p (Ω), (2.3.11)

ϕj → ϕ п. в. на Ω, (2.3.12)

∀ j ∈ N |ϕj| 6 |ϕ|∞ + 1 на Ω. (2.3.13)

В силу (2.3.10) для любого j ∈ N имеем

Ik(ϕj) 6 Jk(ϕj) + c
[
1 + ‖ϕj‖W 1,b(Ω)

]b
k−γ. (2.3.14)

Свойства (2.3.11), (2.3.12) позволяют заключить, что

lim
j→∞

Jk(ϕj) = Jk(ϕ), (2.3.15)

lim
j→∞

‖ϕj‖W 1,b(Ω) = ‖ϕ‖W 1,b(Ω). (2.3.16)

Покажем, что
lim
j→∞

Ik(ϕj) = Ik(ϕ). (2.3.17)

Положим

Ek = {|u| 6 2k + |ϕ|∞ + 1}, Φ =
∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ),
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и пусть для любого j ∈ N

Φj =
∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαϕ− δαϕj).

В силу (2.1.3) и леммы 2.2.4 функции Φ, Φj интегрируемы на множестве
Ek, причем из (2.3.11) следует, что

lim
j→∞

∫

Ek

|Φj|dx = 0. (2.3.18)

Используя (2.3.13) и свойства функции hk, получаем, что для любого
j ∈ N

|Ik(ϕj)− Ik(ϕ)| 6
∫

Ek

|Φ||h′k(u− ϕj)− h′k(u− ϕ)|dx +

∫

Ek

|Φj|dx.

Отсюда, учитывая (2.3.12) и (2.3.18), выводим (2.3.17). В свою очередь,
из (2.3.14)–(2.3.17) выводим, что

Ik(ϕ) 6 Jk(ϕ) + c
[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω)

]b
k−γ.

Значит, неравенство (2.3.9) имеет место. ¤

2.4. Одна априорная оценка для энтропийных решений

Лемма 2.4.1. Пусть k ∈ N, τ ∈ (0, 1]. Тогда
1) для любого s ∈ R, |s| 6 k(1 + τ), имеем |h′′k(s)| 6 6kτ k;
2) для любого s ∈ R, |s| > k(1 + τ), имеем |h′′k(s)| 6 3τ−1(1− h′k(s)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу определения функции ψk для
любого s ∈ R имеем ψ′′k(s) = (k + 1)(k + 2)(s− 1)sk. Следовательно, для
любого s ∈ [0, τ ]

|ψ′′k(s)| 6 6k2τ k.

Отсюда и из определения функции hk вытекает справедливость утвер-
ждения 1).

Далее, в силу определения функции ψk для любого s ∈ R имеем

1

k
|ψ′′k(s)| − 3τ−1(1− ψ′k(s))

6 3(k + 1)|s− 1||s|k − 3τ−1sk+1[(k + 1)(1− s) + 1].
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Тогда для любого s ∈ [τ, 1]

1

k
|ψ′′k(s)| 6 3τ−1(1− ψ′k(s)).

Отсюда и из определения функции hk вытекает справедливость утвер-
ждения 2). ¤

Лемма 2.4.2. Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6),
(2.1.7). Тогда существуют c > 0, b ∈ (1, r) и γ > 0 такие, что для
любых k ∈ N, k > 2, и m ∈ N имеет место оценка

c4

∫

{k6|u|6k+m}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx

6 m

∫

{|u|>k/4}
{|F (x, u)|+ g1 + g2}dx + [ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q) k−1

+ c

[
1 + |u|b +

∑

|α|=1

|δαu|b
]b

m−γ. (2.4.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 2.3.3 существуют c > 0, b ∈
(1, r) и γ > 0 такие, что для любых ϕ ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и m ∈ N
∫

{|u−ϕ|<2m}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
h′m(u− ϕ)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hm(u− ϕ)dx + c
[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω)

]b
m−γ. (2.4.2)

Зафиксируем произвольные k ∈ N и m ∈ N, m > 4. Положим ψ =
hk(u). Ясно, что

ψ ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω). (2.4.3)

Учитывая (2.2.2) и то, что ψ = u на {|u| 6 k}, получаем
∫

Ω

F (x, u)hm(u− ψ)dx 6 2m

∫

{|u|>k}
|F (x, u)|dx. (2.4.4)

Кроме того, в силу (2.2.3) и лемм 2.2.1–2.2.4 имеем

‖ψ‖W 1,b(Ω) 6 |u|b +
∑

|α|=1

|δαu|b. (2.4.5)
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Используя (2.4.3)–(2.4.5), из (2.4.2) выводим, что
∫

{|u−ψ|<2m}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαψ)

}
h′m(u− ψ)dx

6 2m

∫

{|u|>k}
|F (x, u)|dx + c

[
1 + |u|b +

∑

|α|=1

|δαu|b
]b

m−γ. (2.4.6)

Заметим еще, что в силу (2.4.2), (2.1.4), (2.2.2), (2.2.3) и леммы 2.2.5
справедливы неравенства∫

{|u|62k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx 6 c5[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]k, (2.4.7)

meas{|u| > k} 6 c6[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q)k−r∗ . (2.4.8)

Положим

σ = (r∗ − 1)
q − 2p

qp
, θ1 = h′k(u), θ2 = |h′′k(u)|.

Очевидно, что
θ1 = 1, θ2 = 0 на {|u| 6 k}. (2.4.9)

Из леммы 2.4.1 вытекает, что
θ2 6 6k1−σk на {k < |u| < k(1 + k−σ)}, (2.4.10)

θ2 6 3kσ(1− θ1) на {|u| > k(1 + k−σ)}. (2.4.11)

Кроме того, в силу (2.2.2) и лемм 2.2.1, 2.2.2, 2.2.4 для любого α ∈ Λ
имеем
|δαψ − θ1δ

αu| 6 (|α| − 1)θ2

∑

|β|=1

|δβu|2 п. в. на {|u− ψ| < 2m}. (2.4.12)

Обозначим через Ik,m левую часть неравенства (2.4.6) и положим

E ′
k,m = {|u− ψ| < 2m} ∩ {|u| > k(1 + k−σ)},

E ′′
k,m = {|u− ψ| < 2m} ∩ {|u| > k},

I ′k,m =

∫

E′k,m

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

(1− θ1)h
′
m(u− ψ)dx,

I ′′k,m =

∫

E′′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

θ2h
′
m(u− ψ)dx.
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Используя (2.1.4), (2.2.3), (2.4.9) и (2.4.12), получаем

Ik,m =

∫

{|u−ψ|<2m}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
(1− θ1)h

′
m(u− ψ)dx

+

∫

{|u−ψ|<2m}

{ ∑

|α|=2

Aα(x, δ2u)(θ1δ
αu− δαψ)

}
h′m(u− ψ)dx

> c2

∫

{|u−ψ|<2m}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

(1− θ1)h
′
m(u− ψ)dx

−
∫

{|u−ψ|<2m}
g2(1− θ1)h

′
m(u− ψ)dx

−
∫

{|u−ψ|<2m}

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

θ2h
′
m(u− ψ)dx

> c2I
′
k,m − I ′′k,m −

∫

{|u|>k}
g2dx.

Следовательно,

c2I
′
k,m 6 Ik,m + I ′′k,m +

∫

{|u|>k}
g2dx. (2.4.13)

Оценим I ′′k,m. В силу (2.4.10) и (2.4.11) имеем

I ′′k,m 6
∫

{k<|u|<k(1+k−σ)}

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

θ2dx

+

∫

E′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

θ2h
′
m(u− ψ)dx

6 6k1−σk

∫

{|u|62k}

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

dx

+ 3kσ

∫

E′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

(1− θ1)h
′
m(u− ψ)dx.

(2.4.14)
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Используя равенство
p− 1

p
+

2

q
+

q − 2p

qp
= 1, (2.4.15)

неравенство Гельдера, (2.1.3) и (2.4.7), получаем
∫

{|u|62k}

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

dx

6 n3(1 + measΩ)

[ ∫

{|u|62k}

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|p/(p−1)

}](p−1)/p

×
[ ∫

{|u|62k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q
}

dx

]2/q

6 c7

[ ∫

{|u|62k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx + 1

]

6 c8[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]k. (2.4.16)

Далее положим

c9 =
c2

6

[
c1n

2p/(p−1) + nq/2
]−1

.

Используя (2.4.15) и неравенство Юнга, находим, что на Ω

kσ

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

6 c9

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}p/(p−1)

+ c9

{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}q/2

+ c9(k
σ/c9)

qp/(q−2p).

Отсюда и из (2.1.3) выводим, что п. в. на Ω

kσ

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

6 c2

6

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

+ (c2/c1)g1 + c10k
σqp/(q−2p).
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Тогда, учитывая (2.4.8), получаем

kσ

∫

E′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

(1− θ1)h
′
m(u− ψ)dx

6 c2

6
I ′k,m + (c2/c1)

∫

E′k,m

g1dx + c10k
σqp/(q−2p)measE ′

k,m

6 c2

6
I ′k,m + (c2/c1)

∫

{|u|>k}
g1dx

+ c6c10 [ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q) k−1. (2.4.17)

Из (2.4.14), (2.4.16) и (2.4.17) вытекает, что

I ′′k,m 6 c2

2
I ′k,m + 3(c2/c1)

∫

{|u|>k}
g1dx

+ c11[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q)(k2−σk + k−1).

Отсюда и из (2.4.13), учитывая, что k2−σk 6 (27/σ3 +1)k−1, выводим
неравенство

c2I
′
k,m 6 2Ik,m + c12

∫

{|u|>k}
(g1 + g2)dx

+ c13[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q)k−1. (2.4.18)

Заметим теперь, что

{2k 6 |u| 6 2k + m/2} ⊂ {|u− ψ| < m}. (2.4.19)

Это легко показать, принимая во внимание, что m > 4 и согласно опре-
делению функции hk для s ∈ R, |s| > 2k, hk(s) = 2k k+2

k+3
sign s.

Из (2.4.19) следует, что

{2k 6 |u| 6 2k + m/2} ⊂ E ′
k,m

и
(1− θ1)h

′
m(u− ψ) = 1 на {2k 6 |u| 6 2k + m/2}.
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Тогда

I ′k,m >
∫

{2k6|u|62k+m/2}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx. (2.4.20)

Из (2.4.20), (2.4.18) и (2.4.6) вытекает неравенство

c2

∫

{2k6|u|62k+m/2}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx

6 (c12 + 4)m

∫

{|u|>k}
{|F (x, u)|+ g1 + g2}dx

+ c13[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q)k−1 + 2c

[
1 + |u|b +

∑

|α|=1

|δαu|b
]b

m−γ.

Поскольку это неравенство имеет место для любых k ∈ N и m ∈ N, m >
4, легко установить, что для любых k ∈ N, k > 2, и m ∈ N справедливо
неравенство (2.4.1). ¤

2.5. Понятие H-решения

Определение 2.5.1. H-решением задачи (2.1.6), (2.1.7) будем на-

зывать функцию u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), удовлетворяющую условиям:
1) F (x, u) ∈ L1(Ω);
2) для любого α ∈ Λ Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω);
3) для любой функции ϕ ∈ C∞

0 (Ω)
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)ϕdx.

Теорема 2.5.1. Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6),
(2.1.7). Тогда u является H-решением этой задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно определению 2.3.1 имеем
u ∈

◦
H1,q

2,p(Ω), F (x, u) ∈ L1(Ω), а согласно утверждению 6) леммы 2.3.2 для
любого α ∈ Λ Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω). Кроме того, в силу леммы 2.3.3 суще-

ствуют c > 0, b ∈ (1, r) и γ > 0 такие, что для любых ψ ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω)∩L∞(Ω)

и m ∈ N
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∫

{|u−ψ|<2m}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαψ)

}
h′m(u− ψ)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hm(u− ψ)dx + c[1 + ‖ψ‖W 1,b(Ω)]
bm−γ. (2.5.1)

Зафиксируем ϕ ∈ C∞
0 (Ω), m ∈ N, m > |ϕ|∞ и положим для любого

k ∈ N
ϕk = hk(u)− ϕ.

Теперь, зафиксировав k ∈ N, в силу (2.5.1) имеем
∫

{|u−ϕk|<2m}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕk)

}
h′m(u− ϕk) dx

6
∫

Ω

F (x, u)hm(u− ϕk)dx

+ c

[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω) + |u|b +

∑

|α|=1

|δαu|b
]b

m−γ. (2.5.2)

Заметим еще, что в силу (2.5.1), (2.1.4), (2.2.2), (2.2.3) и леммы 2.2.5
справедливы неравенства (2.4.7) и (2.4.8).

Определим функции θ1 и θ2 также, как и в доказательстве леммы
2.4.2. Тогда имеют место свойства (2.4.9)–(2.4.11) и, аналогично (2.4.12),
для любого α ∈ Λ имеем

|δαhk(u)− θ1δ
αu|

6 (|α| − 1)θ2

∑

|β|=1

|δβu|2 п. в. на {|u− ϕk| < 2m}. (2.5.3)

Обозначим через Ik,m левую часть неравенства (2.5.2) и положим

E ′
k,m = {|u− ϕk| < 2m} ∩ {|u| > k(1 + k−σ)},

E ′′
k,m = {|u− ϕk| < 2m} ∩ {|u| > k},

Jk,m =

∫

{|u−ϕk|<2m}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
h′m(u− ϕk)dx,
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I ′k,m =

∫

E′k,m

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

(1− θ1)h
′
m(u− ϕk)dx,

I ′′k,m =

∫

E′′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

θ2h
′
m(u− ϕk)dx.

Используя (2.1.4), (2.2.3), (2.4.9) и (2.5.3), получаем

Ik,m = Jk,m +

∫

{|u−ϕk|<2m}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
(1− θ1)h

′
m(u− ϕk)dx

+

∫

{|u−ϕk|<2m}

{ ∑

|α|=2

Aα(x, δ2u)(θ1δ
αu− δαhk(u))

}
h′m(u− ϕk)dx

> Jk,m + c2I
′
k,m − I ′′k,m −

∫

{|u|>k}
g2dx.

Следовательно,

Jk,m + c2I
′
k,m 6 Ik,m + I ′′k,m +

∫

{|u|>k}
g2dx. (2.5.4)

Оценим I ′′k,m. В силу (2.4.10), (2.4.11) имеем

I ′′k,m 6 6k1−σk

∫

{|u|62k}

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

dx

+ 3kσ

∫

E′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

(1− θ1)h
′
m(u− ϕk)dx.

(2.5.5)

Используя (2.4.15), неравенство Гельдера и (2.1.3), (2.4.7), находим, что

∫

{|u|62k}

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

dx

6 c8[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]k. (2.5.6)
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Аналогично (2.4.17) устанавливаем, что

kσ

∫

E′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|α|=1

|δαu|2
}

(1− θ1)h
′
m(u− ϕk)dx

6 c2

6
I ′k,m + (c2/c1)

∫

{|u|>k}
g1dx + c6c10[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q)k−1.

(2.5.7)

Из (2.5.5)–(2.5.7) вытекает, что

I ′′k,m 6 c2

2
I ′k,m + 3(c2/c1)

∫

{|u|>k}
g1dx + c14[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q)k−1.

Отсюда и из (2.5.4), (2.5.2) следует неравенство
∫

{|u−ϕk|<2m}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
h′m(u− ϕk)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hm(u− ϕk)dx + c15

∫

{|u|>k}
(g1 + g2)dx

+ C(u)k−1 + C(u, ϕ)m−γ, (2.5.8)
где

C(u) = c14[ |F (x, u)|1 + c + 1 ]n/(n−q),

C(u, ϕ) = c

[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω) + |u|b +

∑

|α|=1

|δαu|b
]b

.

В свою очередь, из (2.5.8) выводим, что
∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)hm(u− ϕk)dx

+

∫

{|u−ϕk|>2m}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx

+

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

|Aα(x, δ2u)||δαϕ|
}
{1− h′m(u− ϕk)}dx

+ c15

∫

{|u|>k}
(g1 + g2)dx + C(u)k−1 + C(u, ϕ)m−γ. (2.5.9)
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Итак, для любого k ∈ N справедливо неравенство (2.5.9). Рассмот-
рим поведение отдельных слагаемых в правой части этого неравенства
при k → ∞. Так как m > |ϕ|∞ и u − ϕk → ϕ на Ω, то hm(u − ϕk) → ϕ,
h′m(u− ϕk) → 1 на Ω. Поэтому

lim
k→∞

∫

Ω

F (x, u)hm(u− ϕk)dx =

∫

Ω

F (x, u)ϕdx, (2.5.10)

lim
k→∞

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

|Aα(x, δ2u)||δαϕ|
}
{1− h′m(u− ϕk)}dx = 0. (2.5.11)

Кроме того, в силу (2.4.8)

lim
k→∞

∫

{|u|>k}
(g1 + g2)dx = 0. (2.5.12)

Покажем, что

lim
k→∞

meas{|u− ϕk| > 2m} = 0. (2.5.13)

Действительно, поскольку |ϕ|∞ 6 m, для любого k ∈ N имеем

{|u− ϕk| > 2m} ⊂ {|u| > k}. (2.5.14)

Ясно, что meas{|u| > k} → 0 при k → ∞. Отсюда и из (2.5.14) выводим
(2.5.13). Тогда

lim
k→∞

∫

{|u−ϕk|>2m}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx = 0. (2.5.15)

Теперь, используя (2.5.10)–(2.5.12), (2.5.15) и переходя в неравенстве
(2.5.9) к пределу при k →∞, получаем

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)ϕdx + C(u, ϕ)m−γ.

Отсюда, переходя к пределу при m →∞, выводим, что
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)ϕdx.

А так как в этом неравенстве ϕ – произвольная функция из C∞
0 (Ω), то

для любой функции ϕ ∈ C∞
0 (Ω) имеем

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)ϕdx.
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Таким образом, функция u обладает всеми свойствами, позволяю-
щими утверждать, что она является H-решением задачи (2.1.6), (2.1.7).

¤

2.6. О единственности энтропийного решения

Доказательству теоремы единственности энтропийного решения
задачи (2.1.6), (2.1.7) предпошлем ряд вспомогательных результатов.

Лемма 2.6.1. Пусть u, v – энтропийные решения задачи (2.1.6),
(2.1.7), причем для любого α, |α| = 1, δαu = δαv п. в. на Ω. Тогда u = v
п. в. на Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

Φ = |F (x, u)|+ |F (x, v)|+ g1 + g2,

C0 = |F (x, u)|1 + |F (x, v)|1 + 1.

В силу леммы 2.4.2 существуют c > 0, b ∈ (1, r) и γ > 0 такие, что для
любых m ∈ N и k ∈ N, k > 5m, имеет место неравенство

c4

∫

{k−m6|u|6k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q
}

dx + c4

∫

{k−m6|v|6k}

{ ∑

|α|=1

|δαv|q
}

dx

6 m

∫

{|u|>k/5}
Φ dx + m

∫

{|v|>k/5}
Φ dx + 3[C0 + c]n/(n−q)k−1

+ 2c(1 + measΩ)b

[
1 + |u|b + |v|b +

∑

|α|=1

(|δαu|b + |δαv|b)
]b

m−γ. (2.6.1)

Пусть для любого k ∈ N Tk – функция на R такая, что

Tk(s) =

{
s, если |s| 6 k,

k sign s, если |s| > k.

Поскольку u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), для любого k ∈ N имеем hk(u) ∈
◦

W 1,q(Ω). Тогда,
учитывая, что для k ∈ N и s ∈ R Tk(s) = Tk(hk(s)), получаем

∀ k ∈ N Tk(u) ∈
◦

W 1,q(Ω).

Аналогичное верно и относительно функции v.
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Зафиксируем теперь m ∈ N и k ∈ N, k > 5m. Поскольку Tk(u) =
hk(u) на {|u| 6 k}, то в силу леммы 2.2.4 для любого α, |α| = 1, имеем

DαTk(u) = δαu п. в. на {|u| 6 k} (2.6.2)

и аналогично
DαTk(v) = δαv п. в. на {|v| 6 k}. (2.6.3)

Ясно также, что для любого α, |α| = 1,

DαTk(u) = 0 п. в. на {|u| > k}, (2.6.4)

DαTk(v) = 0 п. в. на {|v| > k}. (2.6.5)

Положим
w = Tm(Tk(u)− Tk(v)).

Поскольку w ∈
◦

W 1,q(Ω), в силу (2.2.1) имеем
∫

Ω

|w|q∗dx 6 (c′n)q∗
{ ∑

|α|=1

∫

Ω

|Dαw|qdx

}q∗/q

. (2.6.6)

Будем оценивать левую часть этого неравенства снизу, а его правую
часть сверху. Для этого введем множества

E
(1)
m,k = {|u− v| 6 m, |u| 6 k, |v| 6 k},

E
(2)
m,k = {|Tk(u)− Tk(v)| 6 m, |u| > k, |v| > k},

E
(3)
m,k = {|Tk(u)− Tk(v)| 6 m, |u| 6 k, |v| > k},

E
(4)
m,k = {|Tk(u)− Tk(v)| 6 m, |u| > k, |v| 6 k}.

Очевидно, что

{|Tk(u)− Tk(v)| 6 m} =
4⋃

i=1

E
(i)
m,k

и ∫

E
(1)
m,k

|u− v|q∗dx 6
∫

Ω

|w|q∗dx. (2.6.7)

Заметим еще, что
E

(3)
m,k ⊂ {k −m 6 |u| 6 k}, (2.6.8)

E
(4)
m,k ⊂ {k −m 6 |v| 6 k}. (2.6.9)



128 Гл. 2. Нелинейные уравнения четвертого порядка с L1-данными

Далее, зафиксировав α, |α| = 1, получаем
∫

Ω

|Dαw|qdx =
4∑

i=1

∫

E
(i)
m,k

|DαTk(u)−DαTk(v)|qdx.

Отсюда, используя условие леммы, (2.6.2)–(2.6.5) и (2.6.8), (2.6.9), выво-
дим, что

∫

Ω

|Dαw|qdx 6
∫

{k−m6|u|6k}
|δαu|qdx +

∫

{k−m6|v|6k}
|δαv|qdx.

Это неравенство вместе с неравенствами (2.6.6) и (2.6.7) приводит к за-
ключению, что

∫

E
(1)
m,k

|u− v|q∗dx 6 (c′n)q∗
[ ∫

{k−m6|u|6k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q
}

dx

+

∫

{k−m6|v|6k}

{ ∑

|α|=1

|δαv|q
}

dx

]q∗/q

. (2.6.10)

Теперь, положив

C1 = 3[C0 +c]n/(n−q) +2c(1+measΩ)b

[
1+ |u|b + |v|b +

∑

|α|=1

(|δαu|b + |δαv|b)
]b

,

из (2.6.10), (2.6.1) получаем, что
∫

{|u−v|6m,|u|6k,|v|6k}
|u− v|q∗dx

6 c16

[
m

∫

{|u|>k/5}
Φ dx + m

∫

{|v|>k/5}
Φ dx + C1(k

−1 + m−γ)

]q∗/q

.

А поскольку это неравенство справедливо для любого k ∈ N, k > 5m, то
переходя в нем к пределу при k →∞, устанавливаем, что

∫

{|u−v|6m}
|u− v|q∗dx 6 c16

[
C1m

−γ
]q∗/q

. (2.6.11)

При осуществлении этого предельного перехода мы воспользовались тем
фактом, что для энтропийных решений u и v в силу лемм 2.3.1 и 2.2.5
meas{|u| > k} → 0 и meas{|v| > k} → 0 при k →∞.
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Наконец, переходя в неравенстве (2.6.11) к пределу при m → ∞,
заключаем, что u = v п. в. на Ω. ¤

Далее понадобятся некоторые элементарные неравенства, связанные
с функциями hk и другими вспомогательными функциями.

Лемма 2.6.2. Пусть k, m ∈ N, причем k > 4m. Тогда для любого
s ∈ R, |s| > k + 2m, справедливо неравенство

|hk(s)| > k + m. (2.6.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть s ∈ R, |s| > k + 2m. Если |s| > 2k,
то в силу определения функции hk и неравенства k > 4m имеем

|hk(s)| = 2k
k + 2

k + 3
> k + m.

Пусть теперь |s| < 2k. Положив s1 = (|s|−k)/k, из определения функции
hk получаем

|hk(s)| = kψk(s1) + k > kψk

(
2m

k

)
+ k. (2.6.13)

Но в силу определения функции ψk и неравенства k > 4m имеем

ψk

(
2m

k

)
>

2m

k
−

(
2m

k

)k+2

>
m

k
.

Отсюда и из (2.6.13) выводим (2.6.12). ¤
Пусть a – неубывающая функция класса C∞(R) такая, что a(s) = s

для s 6 −1, a(s) = 0 для s > 0, и пусть c0 – положительная постоянная
такая, что a′ 6 c0, |a′′| 6 c0 на R.

Определим теперь для любых k, m ∈ N функцию ak,m : R → R,
полагая

ak,m(s) =

[
ma

( |s| − k −m

m

)
+ k + m

]
sign s, s ∈ R.

Лемма 2.6.3. Пусть k, m ∈ N. Тогда ak,m ∈ C∞(R) и имеют место
следующие свойства:

если |s| 6 k, то ak,m(s) = s, (2.6.14)

если |s| > k + m, то ak,m(s) = (k + m)sign s, (2.6.15)
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если k 6 |s| 6 k + m, то |s| 6k + m

k
|ak,m(s)|, (2.6.16)

|ak,m| 6 k + m на R, (2.6.17)

0 6 a′k,m 6 c0 на R, (2.6.18)

|a′′k,m| 6
c0

m
на R. (2.6.19)

Все перечисленные в лемме свойства являются простыми следстви-
ями определения функций ak,m.

Лемма 2.6.4. Пусть k, m ∈ N, причем k > 5m. Пусть s, t ∈ R и
имеют место неравенства

|t| > k, |hk(t)| 6 k + m, (2.6.20)

|s− ak,m(hk(t))| 6 2m. (2.6.21)

Тогда

|t| 6 k + 2m, (2.6.22)

k − 4m 6 |s| 6 k + 3m. (2.6.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенство (2.6.22) следует из леммы 2.6.2
и второго неравенства в (2.6.20). Далее, в силу (2.6.21) и (2.6.17) имеем

|s| 6 |s− ak,m(hk(t))|+ |ak,m(hk(t))| 6 k + 3m. (2.6.24)

Наконец, используя (2.6.20), (2.6.16), (2.6.21), (2.6.24) и неравенство k >
5m, получаем

k 6 |hk(t)| 6 k + m

k
|ak,m(hk(t))| 6 k + m

k
(2m + |s|)

6 |s|+ m

k
|s|+ 2m

k + m

k
6 |s|+ 3m + 5m

m

k
6 |s|+ 4m.

Следовательно, |s| > k − 4m. Отсюда и из (2.6.24) получаем (2.6.23). ¤
Теорема 2.6.1. Пусть для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невоз-

растающая на R. Пусть u, v – энтропийные решения задачи (2.1.6),
(2.1.7). Тогда u = v п. в. на Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим для любых k, m ∈ N
fk,m = ak,m(hk(u)), gk,m = ak,m(hk(v)),
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Ik,m =

∫

{k−4m6|u|6k+3m}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx

+

∫

{k−4m6|v|6k+3m}

{ ∑

|α|=1

|δαv|q +
∑

|α|=2

|δαv|p
}

dx.

В силу лемм 2.3.3 и 2.4.2 существуют c > 0, γ > 0 и последователь-
ность {σk} положительных чисел, сходящаяся к нулю, такие, что для
любых m ∈ N и k ∈ N, k > 5m,

∫

{|u−gk,m|<2m}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαgk,m)

}
h′m(u− gk,m)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hm(u− gk,m)dx + cm−γ, (2.6.25)

∫

{|v−fk,m|<2m}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2v)(δαv − δαfk,m)

}
h′m(v − fk,m)dx

6
∫

Ω

F (x, v)hm(v − fk,m)dx + cm−γ, (2.6.26)

Ik,m 6 mσk + cm−γ. (2.6.27)

Зафиксируем m ∈ N и k ∈ N, k > 5m. Из (2.6.25) и (2.6.26) следует,
что

∫

{|u−gk,m|<2m}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαgk,m)

}
h′m(u− gk,m)dx

+

∫

{|v−fk,m|<2m}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2v)(δαv − δαfk,m)

}
h′m(v − fk,m)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hm(u− gk,m)dx

+

∫

Ω

F (x, v)hm(v − fk,m)dx + 2cm−γ. (2.6.28)
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Обозначим через I ′k,m и I ′′k,m соответственно первый и второй интегралы
в левой части неравенства (2.6.28), а через I ′′′k,m обозначим правую часть
неравенства (2.6.28). Тогда неравенство (2.6.28) принимает вид:

I ′k,m + I ′′k,m 6 I ′′′k,m. (2.6.29)

В силу (2.2.2) и (2.6.14) имеем

I ′′′k,m 6
∫

{|u|6k, |v|6k}
[F (x, u)− F (x, v)]hm(u− v)dx

+ 2m

∫

{|u|>k}∪{|v|>k}
[ |F (x, u)|+ |F (x, v)| ]dx + 2cm−γ. (2.6.30)

Заметим, что поскольку по условию теоремы для почти всех x ∈ Ω функ-
ция F (x, ·) невозрастающая на R, то имеем

[F (x, u)− F (x, v)]hm(u− v) 6 0 п. в. на Ω.

Отсюда и из (2.6.30) получаем, что

I ′′′k,m 6 2m

∫

{|u|>k}∪{|v|>k}
[ |F (x, u)|+ |F (x, v)| ]dx + 2cm−γ. (2.6.31)

Далее, положим

Ek,m = {|u− v| < 2m, |u| 6 k, |v| 6 k},

E ′
k,m = {|u− gk,m| < 2m, |v| > k},

E ′′
k,m = {|u− gk,m| < 2m, |v| 6 k, |u| > k}.

Используя (2.1.4), (2.2.3) и то, что gk,m = v на Ek,m, ∀α ∈ Λ δαgk,m = δαv
п. в. на Ek,m, устанавливаем неравенство

I ′k,m >
∫

Ek,m

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαv)

}
h′m(u− v)dx

−
∫

E′k,m∪E′′k,m

{∑
α∈Λ

|Aα(x, δ2u)||δαgk,m|
}

dx−
∫

{|u|>k}∪{|v|>k}
g2dx. (2.6.32)

Оценим второй интеграл в правой части этого неравенства. Поло-
жим

E ′′′
k,m = E ′

k,m ∩ {|hk(v)| 6 k + m},
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B′
k,m = {k − 4m 6 |u| 6 k + 3m}, B′′

k,m = {k − 4m 6 |v| 6 k + 3m}.
В силу леммы 2.6.4 имеем E ′′′

k,m ⊂ B′
k,m ∩ B′′

k,m. Используя (2.6.14), на-
ходим также, что E ′′

k,m ⊂ B′
k,m ∩ B′′

k,m. Заметим еще, что для любого
α ∈ Λ δαgk,m = 0 п. в. на {|hk(v)| > k + m}. Учитывая эти свойства и
используя числовое и интегральное неравенства Гельдера, получаем

∫

E′k,m∪E′′k,m

{∑
α∈Λ

|Aα(x, δ2u)||δαgk,m|
}

dx

=

∫

E′′′k,m∪E′′k,m

{ ∑

|α|=1

|Aα(x, δ2u)||δαgk,m|
}

dx

+

∫

E′′′k,m∪E′′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)||δαgk,m|
}

dx

6
[ ∫

B′k,m

{ ∑

|α|=1

|Aα(x, δ2u)|q/(q−1)

}
dx

](q−1)/q

×
[ ∫

B′′k,m

{ ∑

|α|=1

|δαgk,m|q
}

dx

]1/q

+

[ ∫

B′k,m

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|p/(p−1)

}
dx

](p−1)/p

×
[ ∫

B′′k,m

{ ∑

|α|=2

|δαgk,m|p
}

dx

]1/p

. (2.6.33)

В силу (2.1.3) имеем
∫

B′k,m

{ ∑

|α|=1

|Aα(x, δ2u)|q/(q−1) +
∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|p/(p−1)

}
dx

6 c1Ik,m +

∫

{|u|>k/5}
g1dx. (2.6.34)

Используя (2.2.3), (2.2.4), (2.6.18), (2.6.19) и леммы 2.2.1, 2.2.2, 2.2.4, уста-
навливаем, что для любого α, |α| = 1,

|δαgk,m| 6 c0|δαv| п. в. на {|v| 6 2k};
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для любого α, |α| = 2,

|δαgk,m| 6 c0|δαv|+ 4c0

∑

|β|=1

|δβv|2 п. в. на {|v| 6 2k}.

Тогда
∫

B′′k,m

{ ∑

|α|=1

|δαgk,m|q
}

dx 6 cq
0Ik,m, (2.6.35)

∫

B′′k,m

{ ∑

|α|=2

|δαgk,m|p
}

dx 6 (2c0)
pIk,m + c17c

p
0I

2p/q
k,m . (2.6.36)

Из (2.6.33)–(2.6.36) выводим, что

∫

E′k,m∪E′′k,m

{∑
α∈Λ

|Aα(x, δ2u)||δαgk,m|
}

dx

6 c18c
q
0[Ik,m + I

2p/q
k,m ] + 2

∫

{|u|>k/5}
g1dx.

Отсюда и из (2.6.32) получаем

∫

Ek,m

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαv)

}
h′m(u− v)dx

6 I ′k,m + c18c
q
0[Ik,m + I

2p/q
k,m ]

+ 2

∫

{|u|>k/5}
g1dx +

∫

{|u|>k}∪{|v|>k}
g2dx. (2.6.37)

Поскольку функции u, v равноправны, аналогично (2.6.37) имеем

∫

Ek,m

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2v)(δαv − δαu)

}
h′m(v − u)dx

6 I ′′k,m + c18c
q
0

[
Ik,m + I

2p/q
k,m

]

+ 2

∫

{|v|>k/5}
g1dx +

∫

{|u|>k}∪{|v|>k}
g2dx. (2.6.38)
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Складывая неравенства (2.6.37), (2.6.38), учитывая нечетность функции
hm и используя (2.1.5), (2.6.27), (2.6.29), (2.6.31), получаем

∫

{|u−v|6m,|u|6k,|v|6k}

{∑
α∈Λ

[Aα(x, δ2u)− Aα(x, δ2v)](δαu− δαv)

}
dx

6 4m

∫

{|u|>k/5}∪{|v|>k/5}
[ |F (x, u)|+ |F (x, v)|+ g1 + g2 ]dx

+ 2c18c
q
0

[
mσk + cm−γ + (mσk + cm−γ)2p/q

]
+ 2cm−γ.

Переходя в этом неравенстве сначала к пределу при k → ∞, а затем к
пределу при m →∞ и учитывая (2.1.5), устанавливаем, что

∑
α∈Λ

[Aα(x, δ2u)− Aα(x, δ2v)](δαu− δαv) = 0 п. в. на Ω.

Отсюда и из (2.1.5) вытекает, что δ2u = δ2v п. в. на Ω. Тогда в силу
леммы 2.6.1 u = v п. в. на Ω. ¤

2.7. Теоремы существования

В этом разделе доказываются следующие основные результаты.

Теорема 2.7.1. Пусть выполняются условия:
1) для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R;
2) для любого s ∈ R функция F (·, s) принадлежит L1(Ω).

Тогда существует H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

Положим
p1 =

3n− 2

n + p− 1
p.

В силу (2.1.1) имеем p1 ∈ (2p, n).

Теорема 2.7.2. Пусть выполняются условия 1), 2) теоремы 2.7.1
и пусть q > p1. Тогда существует энтропийное решение задачи (2.1.6),
(2.1.7).

Общая часть доказательства теорем 2.7.1 и 2.7.2, с которой мы и нач-
нем, связана с получением оценок для решений задач, аппроксимирую-
щих задачу (2.1.6), (2.1.7). С этой целью введем некоторую специальную
последовательность функций.
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Положим

a1 = 4− 14

3
e−1/2, a2 = 4− 5e−1/2, a3 =

1

4
+

61

48
e−1/2

и определим функцию χ : R→ R, полагая

χ(s) =

{
s− a1s

3 + a2s
4, если s 6 1/2,

a3 − e−s, если s > 1/2.

Определим теперь для любого k ∈ N функцию χk : R→ R, полагая

χk(s) =





s, если |s| 6 k,[
χ

( |s| − k

k

)
+ 1

]
k sign s, если |s| > k.

Для любого k ∈ N имеем: χk ∈ C2(R),

|χk| 6 3k на R, (2.7.1)

0 < χ′k 6 1 на R, (2.7.2)

|χ′′k| 6
8

k
χ′k на R. (2.7.3)

Использование функций χk будет эффективным как в данном, так и
некоторых последующих разделах.

Итак, будем считать, что условия 1) и 2) теоремы 2.7.1 выполнены.
Положим f = F (·, 0) и определим для любого l ∈ N функцию Fl :

Ω× R→ R, полагая

Fl(x, s) = hl(f(x)− F (x, s)), (x, s) ∈ Ω× R.

В силу условия 1) теоремы 2.7.1 имеем: если l ∈ N, то
для почти всех x ∈ Ω функция Fl(x, ·) неубывающая на R. (2.7.4)

Далее, в силу условия 2) теоремы 2.7.1 f ∈ L1(Ω) и, следовательно,
существует {fl} ⊂ C∞

0 (Ω) такая, что

lim
l→∞

|fl − f |1 = 0, (2.7.5)

∀ l ∈ N |fl|1 6 |f |1 + 1. (2.7.6)
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Из (2.1.3)–(2.1.5), (2.7.4) и результатов [89] о разрешимости уравне-
ний с монотонными операторами получаем: если l ∈ N, то существует
функция ul ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω) такая, что ∀ v ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω)

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αv + Fl(x, ul)v

}
dx =

∫

Ω

flv dx. (2.7.7)

Лемма 2.7.1. Для любых k, l ∈ N имеют место оценки
∫

{|ul|6k}

{ ∑

|α|=1

|Dαul|q +
∑

|α|=2

|Dαul|p
}

dx 6 c19[ |f |1 + 1 ]k, (2.7.8)

∫

{|ul|>k}
|Fl(x, ul)|dx 6 c20[ |f |1 + 1 ]. (2.7.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольные k, l ∈ N. Имеем
χk(ul) ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω), причем для α с |α| = 1 п. в. на Ω

Dαχk(ul) = χ′k(ul)D
αul, (2.7.10)

а для α с |α| = 2 п. в. на Ω

|Dαχk(ul)− χ′k(ul)D
αul| 6 |χ′′k(ul)|

∑

|β|=1

|Dβul|2. (2.7.11)

Подставляя в (2.7.7) вместо v функцию χk(ul), получаем

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αχk(ul)

}
dx

+

∫

Ω

Fl(x, ul)χk(ul)dx =

∫

Ω

flχk(ul)dx. (2.7.12)

Обозначим через Ik,l первый интеграл в левой части неравенства (2.7.12)
и положим

Jk,l =

∫

Ω

{ ∑

|α|=1

|Dαul|q +
∑

|α|=2

|Dαul|p
}

χ′k(ul)dx.
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Используя (2.1.4), (2.7.10) и (2.7.11), находим, что

Ik,l > c2Jk,l −
∫

Ω

g2χ
′
k(ul)dx

−
∫

Ω

{ ∑

|α|=2

|Aα(x,∇2ul)|
}{ ∑

|α|=1

|Dαul|2
}
|χ′′k(ul)|dx. (2.7.13)

Получим подходящую оценку для последнего интеграла в правой части
неравенства (2.7.13). Обозначим этот интеграл через J ′k,l и положим

c21 =
c2

16

[
c1n

2p/(p−1) + nq/2
]−1

.

Используя (2.4.15), неравенство Юнга и (2.1.3), устанавливаем, что п. в.
на Ω

{ ∑

|α|=2

|Aα(x,∇2ul)|
}{ ∑

|α|=1

|Dαul|2
}

6 c2

16

{ ∑

|α|=1

|Dαul|q +
∑

|α|=2

|Dαul|p
}

+
c2

16c1

g1 + c22.

Тогда, принимая во внимание (2.7.2), (2.7.3), получаем

J ′k,l 6 c2

2
Jk,l +

c2

2c1

|g1|1 + c22measΩ. (2.7.14)

Из (2.7.13), (2.7.14) следует, что

Ik,l > c2

2
Jk,l − c23.

Отсюда и из (2.7.12), учитывая (2.7.1), выводим неравенство

c2

2
Jk,l +

∫

Ω

Fl(x, ul)χk(ul)dx 6 3k|fl|1 + c23. (2.7.15)

В силу (2.7.4) и свойств функции χk имеем

Fl(x, ul)χk(ul) > 0 п. в. на Ω,

Fl(x, ul)χk(ul) > k|Fl(x, ul)| п. в. на {|ul| > k}.
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Принимая это во внимание и используя (2.7.6), из (2.7.15) получаем

c2

2
Jk,l + k

∫

{|ul|>k}
|Fl(x, ul)|dx 6 3k(|f |1 + 1) + c23.

Тогда

c2

2

∫

Ω

{ ∑

|α|=1

|Dαul|q +
∑

|α|=2

|Dαul|p
}

χ′k(ul)dx 6 3k(|f |1 + 1) + c23, (2.7.16)

k

∫

{|ul|>k}
|Fl(x, ul)|dx 6 3k(|f |1 + 1) + c23. (2.7.17)

Из (2.7.16), учитывая, что χ′k = 1 на [−k, k], выводим неравенство (2.7.8).
Из (2.7.17) выводим неравенство (2.7.9). ¤

Из лемм 2.7.1 и 2.2.5 вытекает следующий результат.

Лемма 2.7.2. Для любых k, l ∈ N имеют место неравенства

meas{|ul| > k} 6 c24[ |f |1 + 1 ]n/(n−q)k−r∗ , (2.7.18)

meas
{ ∑

|α|=1

|Dαul| > k

}
6 c25[ |f |1 + 1 ]n/(n−1)k−r, (2.7.19)

meas
{ ∑

|α|=2

|Dαul| > k

}
6 c25[ |f |1 + 1 ]n/(n−1)k−pr/q. (2.7.20)

Лемма 2.7.3. Для любых k, l ∈ N имеет место оценка

c26

∫

{|ul|>2k}
|Fl(x, ul)|dx 6

∫

{|ul|>k}
|f |dx+[ |f |1 +1 ]k−1 + |fl−f |1. (2.7.21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть z – функция класса C2(R) такая,
что 0 6 z 6 1 на R, z = 0 на [−1, 1], z = 1 на (−∞,−2] ∪ [2, +∞) и
z′(s)sign s > 0 для любого s ∈ R. Положим

c̃ = max {max
R

|z′|, max
R

|z′′|}.

Зафиксируем теперь произвольные k, l ∈ N. Определим функцию
zk : R→ R, полагая для любого s ∈ R

zk(s) = h1

( s

k

)
z
( s

k

)
.
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Ясно, что zk ∈ C2(R). В силу (2.2.2)–(2.2.4) и свойств функции z для
любого s ∈ R имеем

|zk(s)| 6 2, (2.7.22)

0 6 z′k(s) 6 (1 + 2c̃)k−1, (2.7.23)

|z′′k(s)| 6 (3 + 4c̃)k−2. (2.7.24)

Кроме того,

∀ s ∈ R, |s| 6 k, zk(s) = 0; (2.7.25)

∀ s ∈ R, |s| > 2k, |zk(s)| > 1; (2.7.26)

∀ s ∈ R, |s| > 2k, z′′k(s) = 0. (2.7.27)

В силу свойств функции zk имеем zk(ul) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω), причем для α с

|α| = 1 п. в. на Ω
Dαzk(ul) = z′k(ul)D

αul, (2.7.28)

для α с |α| = 2 п. в. на Ω

|Dαzk(ul)− z′k(ul)D
αul| 6 |z′′k(ul)|

∑

|β|=1

|Dβul|2. (2.7.29)

Подставляя в (2.7.7) вместо v функцию zk(ul) и используя (2.7.22),
(2.7.25), получаем

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αzk(ul)

}
dx +

∫

Ω

Fl(x, ul)zk(ul)dx

6 2

∫

{|ul|>k}
|f |dx + 2|fl − f |1. (2.7.30)

Обозначим через I ′k,l первый интеграл в левой части неравенства (2.7.30)
и положим

I ′′k,l =

∫

Ω

{ ∑

|α|=2

|Aα(x,∇2ul)|
}{ ∑

|α|=1

|Dαul|2
}
|z′′k(ul)|dx.

Используя (2.1.4), (2.7.23), (2.7.25), (2.7.28) и (2.7.29), устанавливаем, что

I ′k,l > −I ′′k,l − (1 + 2c̃)|g2|1k−1.
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Отсюда и из (2.7.30) выводим, что
∫

Ω

Fl(x, ul)zk(ul)dx

6 2

∫

{|ul|>k}
|f |dx + (1 + 2c̃)|g2|1k−1 + 2|fl − f |1 + I ′′k,l. (2.7.31)

Заметим, что в силу (2.7.4) и определения функции zk имеем

Fl(x, ul)zk(ul) > 0 п. в. на Ω,

причем в силу (2.7.26)

Fl(x, ul)zk(ul) > |Fl(x, ul)| п. в. на {|ul| > 2k}.
Тогда ∫

Ω

Fl(x, ul)zk(ul)dx >
∫

{|ul|>2k}
|Fl(x, ul)|dx.

Из этого неравенства и (2.7.31) вытекает, что
∫

{|ul|>2k}
|Fl(x, ul)|dx

6 2

∫

{|ul|>k}
|f |dx + (1 + 2c̃)|g2|1k−1 + 2|fl − f |1 + I ′′k,l. (2.7.32)

Остается оценить интеграл I ′′k,l. В силу (2.7.27) и (2.7.24) имеем

I ′′k,l 6 (3+4c̃)k−2

∫

{|ul|62k}

{ ∑

|α|=2

|Aα(x,∇2ul)|
}{ ∑

|α|=1

|Dαul|2
}

dx. (2.7.33)

Обозначим через I ′′′k,l интеграл в правой части неравенства (2.7.33). Ис-
пользуя (2.4.15), неравенство Юнга и (2.1.3), находим, что

I ′′′k,l 6 c27

∫

{|ul|62k}

{ ∑

|α|=1

|Dαul|q +
∑

|α|=2

|Dαul|p
}

dx + c28.

Отсюда и из леммы 2.7.1 получаем I ′′′k,l 6 c29[ |f |1 + 1 ]k. Это неравенство
и (2.7.33) приводят к заключению, что I ′′k,l 6 c30[ |f |1 + 1 ]k−1. Учитывая
эту оценку, из (2.7.32) получаем (2.7.21). ¤
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Положим для любых t > 0 и i, j ∈ N
Mt(i, j) = meas{|ui − uj| > t},

Nt(i, j) = meas
{∑

α∈Λ

|Dαui −Dαuj| > t

}
.

Установим некоторые оценки для введенных величин. Они будут
играть важную роль в доказательстве существования решения задачи
(2.1.6), (2.1.7). Нужная оценка для Mt(i, j) устанавливается просто. Она
дается в следующей лемме.

Лемма 2.7.4. Пусть t > 0, i, j, k ∈ N. Тогда

Mt(i, j) 6 2c24[ |f |1 + 1 ]n/(n−q)k−r∗ + t−q

∫

Ω

|hk(ui)− hk(uj)|qdx. (2.7.34)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим B = {|hk(ui)− hk(uj)| > t}. По-
скольку {|ui − uj| > t} ⊂ {|ui| > k} ∪ {|uj| > k} ∪ B, имеем

Mt(i, j) 6 meas{|ui| > k}+ meas{|uj| > k}+ measB.

Отсюда, учитывая (2.7.18) и то, что

measB 6 t−q

∫

Ω

|hk(ui)− hk(uj)|qdx,

выводим (2.7.34). ¤
Займемся теперь получением подходящей оценки для Nt(i, j). Поло-

жим для любых t > 0 и m, k, i, j ∈ N

Et,m,k(i, j) =

{ ∑
α∈Λ

|Dαui −Dαuj| > t,
∑
α∈Λ

|Dαui| 6 m,

∑
α∈Λ

|Dαuj| 6 m, |ui| 6 k, |uj| 6 k, |ui − uj| 6 1

k

}
.

Лемма 2.7.5. Пусть t > 0 и m, k, i, j ∈ N. Тогда

Nt(i, j) 6 c31[ |f |1 + 1 ]n/(n−q)(m−pr/q + k−r∗)

+ M1/k(i, j) + measEt,m,k(i, j). (2.7.35)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем
{ ∑

α∈Λ

|Dαui −Dαuj| > t

}
⊂

{ ∑
α∈Λ

|Dαui| > m

}
∪

{ ∑
α∈Λ

|Dαuj| > m

}

∪ {|ui| > k} ∪ {|uj| > k} ∪ {|ui − uj| > 1/k} ∪ Et,m,k(i, j).

Следовательно,

Nt(i, j) 6 meas
{∑

α∈Λ

|Dαui| > m

}
+ meas

{ ∑
α∈Λ

|Dαuj| > m

}

+ meas{|ui| > k}+ meas{|uj| > k}+ M1/k(i, j) + measEt,m,k(i, j).

Отсюда, используя (2.7.18)–(2.7.20), получаем неравенство (2.7.35). ¤
Для эффективного использования оценки (2.7.35) получим еще одну

оценку для некоторых интегралов, связанных с множествами Et,m,k(i, j).
В связи с этим введем ряд вспомогательных функций и множеств.

Определение 2.7.1.Пусть x ∈ Ω. Тогда Ax – функция на Rn,2×Rn,2

такая, что для любой пары (ξ, ξ′) ∈ Rn,2 × Rn,2

Ax(ξ, ξ
′) =

∑
α∈Λ

[Aα(x, ξ)− Aα(x, ξ′)](ξα − ξ′α).

Поскольку Aα, α ∈ Λ, – функции Каратеодори и для почти всех x ∈
Ω и любых ξ, ξ′ ∈ Rn,2, ξ 6= ξ′, имеет место неравенство (2.1.5), существует
множество E ⊂ Ω меры нуль такое, что

(i) для любого x ∈ Ω\E функция Ax непрерывна на Rn,2 × Rn,2;
(ii) для любых x ∈ Ω\E и ξ, ξ′ ∈ Rn,2, ξ 6= ξ′, справедливо неравенство

Ax(ξ, ξ
′) > 0.

Положим для любых t > 0 и m ∈ N, m > t,

Gt,m =

{
(ξ, ξ′) ∈ Rn,2×Rn,2 :

∑
α∈Λ

|ξα−ξ′α| > t,
∑
α∈Λ

|ξα| 6 m,
∑
α∈Λ

|ξ′α| 6 m

}
.

Нетрудно убедиться в том, что для любых t > 0 и m ∈ N, m > t, множе-
ство Gt,m непустое.

Определение 2.7.2. Пусть t > 0 и m ∈ N, m > t. Тогда µt,m –
функция на Ω такая, что

µt,m(x) =

{
min
Gt,m

Ax, если x ∈ Ω\E,

0, если x ∈ E.
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Используя предложения (i), (ii), (2.1.3) и тот факт, что Aα, α ∈ Λ, –
функции Каратеодори, устанавливаем: если t > 0 и m ∈ N, m > t, то

µt,m > 0 на Ω, µt,m > 0 п. в. на Ω, (2.7.36)

µt,m ∈ L1(Ω). (2.7.37)

Положим для любых i, j ∈ N
ρ(i, j) = |fi − fj|1 + |Fi(x, ui)− Fj(x, uj)|1.

Лемма 2.7.6. Пусть t > 0, m, k, i, j ∈ N, причем m > t. Тогда
∫

Et,m,k(i,j)

µt,m dx 6 2ρ(i, j)k−1 + c32[ |f |1 + 1 ]k−(q−2p)/qp

+ c32[ |f |1 + 1 ] [ M1/k(i, j) ](q−2p)/qpk2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть z – функция и c̃ – число, введенные
в доказательстве леммы 2.7.3. Определим функцию τk : R→ R, полагая
для любого s ∈ R

τk(s) = 1− z
( s

k

)
.

Определим еще функцию σk : R→ R, полагая для любого s ∈ R

σk(s) =
1

k
h1(ks).

Положим теперь
wk = σk(ui − uj)τk(ui)τk(uj).

В силу свойств функций z и h1 и того, что ui, uj ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω), имеем: wk ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω) и справедливы предложения:
a) если α ∈ Λ, то Dαwk = 0 п. в. на {|ui| > 2k} ∪ {|uj| > 2k};
b) если |α| = 1, то п. в. на Ω

|Dαwk − σ′k(ui − uj)τk(ui)τk(uj)D
α(ui − uj)| 6 2c̃k−2(|Dαui|+ |Dαuj|);

c) если |α| = 2, то п. в. на Ω

|Dαwk − σ′k(ui − uj)τk(ui)τk(uj)D
α(ui − uj)| 6 2c̃k−2(|Dαui|+ |Dαuj|)

+ 2(4c̃2k−1 + |σ′′k(ui − uj)|)
( ∑

|β|=1

|Dβui|2 +
∑

|β|=1

|Dβuj|2
)

.
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В силу (2.7.7)

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ui)D
αwk + Fi(x, ui)wk

}
dx =

∫

Ω

fiwkdx,

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2uj)D
αwk + Fj(x, uj)wk

}
dx =

∫

Ω

fjwkdx.

Следовательно,

∫

Ω

{∑
α∈Λ

[ Aα(x,∇2ui)− Aα(x,∇2uj) ]Dαwk

}
dx 6 2

k
ρ(i, j). (2.7.38)

Используя предложения a)–c), свойства функций z и h1, (2.1.5) и (2.7.38),
получаем

∫

Et,m,k(i,j)

{ ∑
α∈Λ

[Aα(x,∇2ui)− Aα(x,∇2uj)]D
α(ui − uj)

}
dx 6 2

k
ρ(i, j)

+ 2c̃k−2

∫

{|ui|<2k}∩{|uj |<2k}

{∑
α∈Λ

(|Aα(x,∇2ui)|+ |Aα(x,∇2uj)|)

×(|Dαui|+|Dαuj|)
}

dx

+ 8c̃2k−1

∫

{|ui|<2k}∩{|uj |<2k}

{ ∑

|α|=2

(|Aα(x,∇2ui)|+ |Aα(x,∇2uj)|)
}

×
{ ∑

|β|=1

|Dβui|2 +
∑

|β|=1

|Dβuj|2
}

dx

+ 6k

∫

{|ui|<2k}∩{|uj |<2k}∩{|ui−uj |>1/k}

{ ∑

|α|=2

(|Aα(x,∇2ui)|+ |Aα(x,∇2uj)|)
}

×
{ ∑

|β|=1

|Dβui|2 +
∑

|β|=1

|Dβuj|2
}

dx. (2.7.39)



146 Гл. 2. Нелинейные уравнения четвертого порядка с L1-данными

Легко видеть, что
∫

Et,m,k(i,j)

µt,m dx

6
∫

Et,m,k(i,j)

{ ∑
α∈Λ

[Aα(x,∇2ui)− Aα(x,∇2uj)]D
α(ui − uj)

}
dx.

Тогда, обозначив первый, второй и третий интегралы в правой части
неравенства (2.7.39) соответственно через I ′, I ′′ и I ′′′, из (2.7.39) выводим,
что

∫

Et,m,k(i,j)

µt,m dx 6 2k−1ρ(i, j) + 2c̃k−2I ′ + 8c̃2k−1I ′′ + 6kI ′′′. (2.7.40)

Используя (2.1.3), находим, что

I ′ 6 c33

∫

{|ui|<2k}

{ ∑

|α|=1

|Dαui|q +
∑

|α|=2

|Dαui|p
}

dx

+ c33

∫

{|uj |<2k}

{ ∑

|α|=1

|Dαuj|q +
∑

|α|=2

|Dαuj|p
}

dx + c33|g1|1, (2.7.41)

I ′′ 6 c34

[ ∫

{|ui|<2k}

{ ∑

|α|=1

|Dαui|q +
∑

|α|=2

|Dαui|p
}

dx

+

∫

{|uj |<2k}

{ ∑

|α|=1

|Dαuj|q +
∑

|α|=2

|Dαuj|p
}

dx + |g1|1
]1−(q−2p)/qp

,

(2.7.42)

I ′′′ 6 c35

[ ∫

{|ui|<2k}

{ ∑

|α|=1

|Dαui|q +
∑

|α|=2

|Dαui|p
}

dx

+

∫

{|uj |<2k}

{ ∑

|α|=1

|Dαuj|q +
∑

|α|=2

|Dαuj|p
}

dx + |g1|1
]1−(q−2p)/qp

× [M1/k(i, j)]
(q−2p)/qp. (2.7.43)
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Из неравенств (2.7.41)–(2.7.43), учитывая (2.7.8), получаем

I ′ 6 c36[ |f |1 + 1 ]k,

I ′′ 6 c37[ |f |1 + 1 ]k1−(q−2p)/qp,

I ′′′ 6 c38[ |f |1 + 1 ] [ M1/k(i, j) ](q−2p)/qpk.

Из этих оценок и (2.7.40) выводим требуемое неравенство для интеграла
функции µt,m по множеству Et,m,k(i, j). ¤

Далее, используя лемму 2.2.2, (2.2.3), (2.2.4) и (2.7.8), устанавливаем,

что для любых k, l ∈ N hk(ul) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω),

∑

|α|=1

∫

Ω

|Dαhk(ul)|qdx 6 2c19[ |f |1 + 1 ]k, (2.7.44)

∑

|α|=2

∫

Ω

|Dαhk(ul)|pdx 6 c39[ |f |1 + 1 ]k. (2.7.45)

Тогда, принимая во внимание (2.2.1), получаем, что для любых k, l ∈ N
‖hk(ul)‖ 6 c40[ |f |1 + 1 ]k.

Следовательно, существуют возрастающая последовательность {li} ⊂ N
и последовательность {vk} ⊂

◦
W 1,q

2,p(Ω) такие, что для любого k ∈ N

hk(uli) → vk слабо в
◦

W 1,q
2,p(Ω). (2.7.46)

Отсюда и из леммы 2.7.4 получаем, что

последовательность {uli} фундаментальна по мере. (2.7.47)

Лемма 2.7.7. Для любого α ∈ Λ последовательность {Dαuli} фун-
даментальна по мере.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

c(F ) = |F (·,−1)|1 + |F (·, 1)|1 + 1.

Используя (2.7.9) и условия 1), 2) теоремы 2.7.1, находим, что для любых
i, j ∈ N

ρ(li, lj) 6 2(c20 + 3)c(F ). (2.7.48)
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В силу (2.7.47) существует возрастающая последовательность {nk} ⊂ N
такая, что для любого k ∈ N и любых i, j ∈ N, i, j > nk,

M1/k(li, lj) 6 k−1−2qp/(q−2p). (2.7.49)

Зафиксируем t > 0 и ε > 0. Выберем число m ∈ N, m > t, так, что

c31[ |f |1 + 1 ]n/(n−q)m−pr/q 6 ε/2. (2.7.50)

Теперь для любого k ∈ N положим

bk = sup
i,j>nk

Nt(li, lj), dk = sup
i,j>nk

measEt,m,k(li, lj).

В силу леммы 2.7.5 и (2.7.49), (2.7.50) для любого k ∈ N имеем

bk 6 ε/2 + c31[ |f |1 + 1 ]n/(n−q)k−r∗ + k−1 + dk . (2.7.51)

Кроме того, в силу леммы 2.7.6 и (2.7.48), (2.7.49) для любого k ∈ N и
любых i, j ∈ N, i, j > nk,

∫

Et,m,k(li,lj)

µt,mdx 6 4(c20 + 3)c(F )k−1 + 2c32[ |f |1 + 1 ]k−(q−2p)/qp. (2.7.52)

Отсюда следует, что
lim
k→∞

dk = 0. (2.7.53)

Действительно, предположим, что последовательность {dk} не сходит-
ся к нулю. Тогда существуют τ > 0, возрастающая последовательность
{ks} ⊂ N и последовательности {is} ⊂ N, {js} ⊂ N такие, что для любого
s ∈ N

is > nks , js > nks , (2.7.54)

measEt,m,ks(lis , ljs) > τ. (2.7.55)

Положим для любого s ∈ N

Gs = Et,m,ks(lis , ljs).

В силу (2.7.52) и (2.7.54)

lim
s→∞

∫

Gs

µt,m dx = 0.
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Отсюда, учитывая (2.7.36) и (2.7.37), получаем, что

lim
s→∞

measGs = 0.

Но это противоречит (2.7.55). Полученное противоречие доказывает, что
(2.7.53) имеет место.

Из (2.7.51) и (2.7.53) выводим, что существует k ∈ N такое, что
bk 6 ε. Тогда для любых i, j ∈ N, i, j > nk имеем Nt(li, lj) 6 ε. Получен-
ный результат позволяет заключить, что для любого α ∈ Λ последова-
тельность {Dαuli} фундаментальна по мере. ¤

В силу (2.7.47), леммы 2.7.7 и теоремы Ф.Рисса существуют измери-
мые функции u : Ω → R и v(α) : Ω → R, α ∈ Λ, такие, что последователь-
ность {uli} сходится к u по мере и для любого α ∈ Λ последовательность
{Dαuli} сходится к v(α) по мере. Тогда, как известно, из рассматриваемых
последовательностей можно извлечь подпоследовательности, сходящие-
ся к соответствующим функциям почти всюду на Ω. Без ограничения
общности можно считать, что

uli → u п. в. на Ω, (2.7.56)

∀α ∈ Λ Dαuli → v(α) п. в. на Ω. (2.7.57)

Используя (2.7.46) и (2.7.56), устанавливаем, что для любого k ∈ N
hk(u) ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω) и

hk(uli) → hk(u) слабо в
◦

W 1,q
2,p(Ω). (2.7.58)

Таким образом, имеем u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω).

Лемма 2.7.8. Для любого α ∈ Λ имеем δαu = v(α) п. в. на Ω.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α ∈ Λ. Зафиксируем произвольное

k ∈ N. В силу леммы 2.2.2 для любого i ∈ N имеем

Dαhk(uli) = Dαuli п. в. на {|uli| 6 k}.
Отсюда и из (2.7.56), (2.7.57) выводим, что

Dαhk(uli) → v(α) п. в. на {|u| < k}.
Тогда, учитывая (2.7.44) и (2.7.45), получаем, что функция v(α) интегри-
руема на множестве {|u| < k} и для любой функции ϕ ∈ L∞(Ω)

lim
i→∞

∫

{|u|<k}
[ Dαhk(uli)− v(α) ]ϕdx = 0. (2.7.59)
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Но в силу (2.7.58) для любой функции ϕ ∈ L∞(Ω)

lim
i→∞

∫

Ω

[ Dαhk(uli)−Dαhk(u)]ϕdx = 0. (2.7.60)

Из (2.7.59) и (2.7.60) следует, что Dαhk(u) = v(α) п. в. на {|u| < k}. То-
гда в силу леммы 2.2.4 δαu = v(α) п. в. на {|u| < k}. Отсюда в силу
произвольности k получаем, что δαu = v(α) п. в. на Ω. ¤

В силу (2.7.57) и леммы 2.7.8 имеем

∀α ∈ Λ Dαuli → δαu п. в. на Ω. (2.7.61)

Лемма 2.7.9. Справедливы предложения:

F (x, u) ∈ L1(Ω), (2.7.62)

Fli(x, uli) → f − F (x, u) сильно в L1(Ω). (2.7.63)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.7.56) имеем

Fli(x, uli) → f − F (x, u) п. в. на Ω. (2.7.64)

Кроме того, используя (2.7.9) и условия 1), 2) теоремы 2.7.1, устанавли-
ваем, что для любого l ∈ N

∫

Ω

|Fl(x, ul)|dx 6 (c20 + 2) [ |F (·,−1)|1 + |F (·, 1)|1 ] + c20.

Отсюда, учитывая (2.7.64) и используя лемму Фату, получаем включение
(2.7.62).

Далее, пусть задано ε > 0. Ясно, что существует ε1 > 0 такое, что для
любого измеримого множества G ⊂ Ω, удовлетворяющего неравенству
measG 6 ε1, имеем ∫

G

(|f |+ |F (x, u)|)dx 6 ε.

Зафиксируем k ∈ N такое, что выполняются неравенства

[ |f |1 + 1 ]k−1 6 ε, (2.7.65)

c24[ |f |1 + 1 ]n/(n−q)k−r∗ 6 ε1. (2.7.66)

Согласно условию 2) теоремы 2.7.1 функции F (·,−2k) и F (·, 2k) при-
надлежат L1(Ω). Следовательно, существует ε2 > 0 такое, что для любого
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измеримого множества G ⊂ Ω, удовлетворяющего неравенству measG 6
ε2, имеем ∫

G

( |F (·,−2k)|+ |F (·, 2k)| )dx 6 ε.

В силу (2.7.64) существует измеримое множество Ω1 ⊂ Ω такое, что

meas (Ω\Ω1) 6 min (ε1, ε2) (2.7.67)

и Fli(x, uli) → f−F (x, u) равномерно на Ω1. Тогда найдется i1 ∈ N такое,
что для любого i ∈ N, i > i1,

∫

Ω1

|Fli(x, uli)− (f − F (x, u))|dx 6 ε. (2.7.68)

Кроме того, в силу (2.7.5) существует i2 ∈ N такое, что для любого i ∈
N, i > i2,

|fli − f |1 6 ε. (2.7.69)

Зафиксируем теперь i ∈ N, i > max(i1, i2). Используя (2.7.67) и (2.7.68),
получаем

|Fli(x, uli)− (f − F (x, u))|1

6
∫

{|uli
|>2k}

|Fli(x, uli)|dx +

∫

(Ω\Ω1)∩{|uli
|<2k}

|Fli(x, uli)|dx + 2ε. (2.7.70)

В силу (2.7.18) и (2.7.66) имеем meas{|uli| > k} 6 ε1. Тогда
∫

{|uli
|>k}

|f |dx 6 ε. (2.7.71)

Из (2.7.21), (2.7.65), (2.7.69) и (2.7.71) выводим, что
∫

{|uli
|>2k}

|Fli(x, uli)| dx 6 3c−1
26 ε. (2.7.72)

Заметим, что в виду условия 1) теоремы 2.7.1 |Fli(x, uli)| 6 2(|F (·,−2k)|+
|F (·, 2k)|) п.в. на {|uli| < 2k}. Отсюда и из того, что в силу (2.7.67)

∫

Ω\Ω1

( |F (·,−2k)|+ |F (·, 2k)| )dx 6 ε,

получаем ∫

(Ω\Ω1)∩{|uli
|<2k}

|Fli(x, uli)| dx 6 2ε. (2.7.73)
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Из (2.7.70), (2.7.72) и (2.7.73) следует, что

|Fli(x, uli)− (f − F (x, u))|1 6 (3c−1
26 + 4)ε.

Теперь можно заключить, что |Fli(x, uli)− (f −F (x, u))|1 → 0 и, значит,
предложение (2.7.63) справедливо. ¤

Отметим, что в силу (2.1.3) для любых α ∈ Λ и l ∈ N имеем
Aα(x,∇2ul) ∈ L1(Ω).

Лемма 2.7.10. Для любого α ∈ Λ имеем Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω) и

Aα(x,∇2uli) → Aα(x, δ2u) сильно в L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α ∈ Λ. В силу (2.7.61)

Aα(x,∇2uli) → Aα(x, δ2u) п.в. на Ω. (2.7.74)

Далее, зафиксируем λ ∈ (
1, n

n−1

)
и положим

λ1 = (q − 1)λ, λ2 =
q − 1

q
pλ.

Зафиксируем еще l ∈ N. Используя (2.7.19), (2.7.20) и лемму 2.2.6,
устанавливаем:

a) если |β| = 1, то Dβul ∈ Lλ1(Ω) и
∫

Ω

|Dβul|λ1dx 6 4λ1/(r−λ1)c41[ |f |1 + 1 ]n/(n−1);

b) если |β| = 2, то Dβul ∈ Lλ2(Ω) и
∫

Ω

|Dβul|λ2dx 6 4λ1/(r−λ1)c41[ |f |1 + 1 ]n/(n−1).

Кроме того, в силу (2.1.3) п. в. на Ω

|Aα(x,∇2ul)|λ 6 (c1 + 1)

{ ∑

|β|=1

|Dβul|λ1 +
∑

|β|=2

|Dβul|λ2

}
+ g1 + 2n2(c1 + 1).

Используя это и предложения а) и b), получаем, что для любого l ∈ N
Aα(x,∇2ul) ∈ Lλ(Ω) и

∫

Ω

|Aα(x,∇2ul)|λdx 6 4λ1/(r−λ1)c42[ |f |1 + 1 ]n/(n−1). (2.7.75)
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Из (2.7.74), (2.7.75) и леммы Фату следует, что Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω).
Далее, пусть задано ε > 0. Ясно, что существует ε1 > 0 такое, что для

любого измеримого множества G ⊂ Ω, удовлетворяющего неравенству
measG 6 ε1, имеем ∫

G

|Aα(x, δ2u)|dx 6 ε/4.

В силу (2.7.74) существует измеримое множество Ω1 ⊂ Ω такое, что

meas(Ω \ Ω1) 6 min{ε1, (4
−r/(r−λ1) ε c−1

42 [ |f |1 + 1 ]−n/(n−1))λ/(λ−1)}

и Aα(x,∇2uli) → Aα(x, δ2u) равномерно на Ω1. Тогда найдется i1 ∈ N
такое, что для любого i ∈ N, i > i1,∫

Ω1

|Aα(x,∇2uli)− Aα(x, δ2u)|dx 6 ε/2. (2.7.76)

Зафиксируем i ∈ N, i > i1. Используя неравенство для meas(Ω\Ω1) и
(2.7.75), (2.7.76), получаем

|Aα(x,∇2uli)− Aα(x, δ2u)|1 6
∫

Ω\Ω1

|Aα(x,∇2uli)|dx + 3ε/4

6 [meas(Ω\Ω1)]
(λ−1)/λ

{∫

Ω

|Aα(x,∇2uli)|λdx

}1/λ

+ 3ε/4 6 ε.

Следовательно, Aα(x,∇2uli) → Aα(x, δ2u) сильно в L1(Ω). ¤
Из (2.7.7), (2.7.5) и лемм 2.7.9, 2.7.10 вытекает, что для любой функ-

ции ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)ϕdx.

Установленные свойства функции u позволяют заключить, что u –
H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

Лемма 2.7.11. Пусть q > p1. Тогда существуют c > 0, b ∈ (1, r)
и γ > 0 такие, что для любых ϕ ∈ C∞

0 (Ω) и k ∈ N
∫

{|u−ϕ|<2k}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαϕ)

}
h′k(u− ϕ)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx + c
[
1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω)

]b
k−γ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку q > p1, имеем

1

r

(
p− 1

p
q + 2

)
< 1.

Зафиксируем число σ такое, что

1

r

(
p− 1

p
q + 2

)
< σ < 1, (2.7.77)

и положим

c = 4r∗+3+1/(1−σ)n4(c1 + 1)(1 + c24 + c25 + |g1|1 + measΩ) [ |f |1 + 1 ]n/(n−q),

b = rσ, γ = rσ −
(

p− 1

p
q + 2

)
, r1 =

prσ

q(p− 1)
.

В силу (2.7.77) имеем b ∈ (1, r) и γ > 0. Очевидно, что

1

r1

+
2

b
+

γ

b
= 1. (2.7.78)

Зафиксируем ϕ ∈ C∞
0 (Ω) и k ∈ N. Положим для любого l ∈ N

I
(1)
l =

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αϕ

}
h′k(ul − ϕ)dx,

I
(2)
l =

∫

Ω

{fl − Fl(x, ul)}hk(ul − ϕ)dx,

Il =

∫

Ω

{ ∑

|α|=2

|Aα(x,∇2ul)|
}{ ∑

|α|=1

|Dα(ul − ϕ)|2
}
|h′′k(ul − ϕ)|dx.

Пусть l ∈ N. Положим vl = hk(ul − ϕ). В силу леммы 2.2.2 имеем

vl ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) и справедливы предложения:

a) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

Dαvl = h′k(ul − ϕ)Dα(ul − ϕ) п. в. на Ω;

b) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,

|Dαvl − h′k(ul − ϕ)Dα(ul − ϕ)| 6 |h′′k(ul − ϕ)|
∑

|β|=1

|Dβ(ul − ϕ)|2 п. в. на Ω.
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Кроме того, согласно (2.7.7)
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αvl

}
dx = I

(2)
l .

Отсюда, используя предложения a) и b), выводим неравенство
∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αul

}
h′k(ul − ϕ)dx 6 I

(1)
l + I

(2)
l + Il. (2.7.79)

Оценим интеграл Il. Для этого положим

Φl =
∑

|α|=2

|Aα(x,∇2ul)|, Φ1,l =

( ∑

|α|=1

|Dαul|
)2

, Φ =

( ∑

|α|=1

|Dαϕ|
)2

,

El = {|ul − ϕ| > k}.

В силу (2.2.4) и того, что h′′k(s) = 0 для s ∈ [−k, k ], имеем

Il 6 6

∫

El

ΦlΦ1,l dx + 6

∫

El

ΦlΦ dx. (2.7.80)

Используя (2.1.3), (2.7.19), (2.7.20) и лемму 2.2.6, устанавливаем, что

Φl ∈ Lr1(Ω), |Φl|r1 6 n2
( c

16n4

)1/r1

, (2.7.81)

Φ1,l ∈ Lb/2(Ω), |Φ1,l|b/2 6
( c

16n4

)2/b

. (2.7.82)

Далее, положив

E ′
l = El ∩ {|ϕ| 6 k/2}, E ′′

l = El ∩ {|ϕ| > k/2},
имеем

measEl = measE ′
l + measE ′′

l . (2.7.83)

Легко видеть, что
measE ′

l 6 meas{|ul| > k/2}.
Отсюда, используя (2.7.18), получаем, что

measE ′
l 6 c

32n4
k−r∗ . (2.7.84)
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Для любого x ∈ E ′′
l имеем 1 < 2k−1|ϕ(x)|. Тогда

measE ′′
l 6 2bk−b

∫

Ω

|ϕ|b dx. (2.7.85)

Из (2.7.83)–(2.7.85) выводим, что

measEl 6 c

16n4
(1 + |ϕ|b)b k−b. (2.7.86)

Теперь, учитывая (2.7.78) и используя неравенство Гельдера и (2.7.81),
(2.7.82), (2.7.86), из (2.7.80) получаем, что

Il 6 6|Φl|r1|Φ1,l|b/2(measEl)
γ/b + 6|Φl|r1|Φ|b/2(measEl)

γ/b

6 c(1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω))
bk−γ.

Отсюда и из (2.7.79) следует, что для любого l ∈ N
∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αul

}
h′k(ul − ϕ)dx

6 I
(1)
l + I

(2)
l + c(1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω))

bk−γ. (2.7.87)

Заметим, что в силу (2.2.2), (2.2.3), (2.7.5), (2.7.56) и лемм 2.7.9, 2.7.10

lim
i→∞

I
(1)
li

=

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαϕ

}
h′k(u− ϕ)dx, (2.7.88)

lim
i→∞

I
(2)
li

=

∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx. (2.7.89)

Теперь из (2.7.87)–(2.7.89), используя (2.1.4), (2.2.3), (2.7.56), (2.7.61),
(2.7.74) и лемму Фату, выводим, что

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
h′k(u− ϕ)dx

6
∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαϕ

}
h′k(u− ϕ)dx

+

∫

Ω

F (x, u)hk(u− ϕ)dx + c(1 + ‖ϕ‖W 1,b(Ω))
bk−γ.

¤
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Итак, используя условия 1), 2) теоремы 2.7.1, мы показали, что u –
H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Благодаря этим же условиям в пред-
положении, что q > p1, из (2.7.62) и леммы 2.7.11 получаем, что u –
энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тем самым теоремы 2.7.1 и
2.7.2 доказаны.

2.8. Принадлежность энтропийных решений соболевским
пространствам и существование W -решений

Лемма 2.8.1. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) ∩ L1(Ω). Пусть α – n-мерный
мультииндекс такой, что |α| = 1, и пусть δαu ∈ L1(Ω). Тогда суще-
ствует обобщенная производная Dαu, причем Dαu = δαu п. в. на Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксировав произвольную функцию
w ∈ C∞

0 (Ω), для любого k ∈ N получаем
∣∣∣∣
∫

Ω

(uDαw + wδαu)dx

∣∣∣∣ 6
[
max

Ω
|Dαw|]

∫

Ω

|hk(u)− u|dx

+
[
max

Ω
|w|]

∫

Ω

|Dαhk(u)− δαu|dx. (2.8.1)

Поскольку hk(u) → u поточечно на Ω и для любого k ∈ N верно нера-
венство |hk(u)− u| 6 2|u|, в силу теоремы Лебега о предельном переходе
под знаком интеграла имеем

lim
k→∞

∫

Ω

|hk(u)− u|dx = 0. (2.8.2)

Далее, для любого k ∈ N, используя леммы 2.2.1, 2.2.2, 2.2.4 и (2.2.3),
получаем ∫

Ω

|Dαhk(u)− δαu|dx 6 2

∫

{|u|>k}
|δαu|dx.

Отсюда, учитывая, что в силу включения u ∈ L1(Ω) meas{|u| > k} → 0
при k →∞, выводим, что

lim
k→∞

∫

Ω

|Dαhk(u)− δαu|dx = 0. (2.8.3)

Из (2.8.1)–(2.8.3) следует, что
∫

Ω

uDαw dx = −
∫

Ω

wδαu dx.
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Отсюда в силу произвольности w вытекает, что существует обобщенная
производная Dαu, причем Dαu = δαu п. в. на Ω. ¤

Лемма 2.8.2. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) ∩ L1(Ω). Пусть α – n-мерный
мультииндекс такой, что |α| = 2, и пусть δαu ∈ L1(Ω). Предположим
еще, что

lim
k→∞

∫

{|u|>k}
|Dαhk(u)|dx = 0. (2.8.4)

Тогда существует обобщенная производная Dαu, причем Dαu = δαu п. в.
на Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксировав произвольную функцию
w ∈ C∞

0 (Ω), для любого k ∈ N получаем
∣∣∣∣
∫

Ω

(uDαw − wδαu)dx

∣∣∣∣ 6
[
max

Ω
|Dαw|]

∫

Ω

|hk(u)− u|dx

+
[
max

Ω
|w|]

∫

Ω

|Dαhk(u)− δαu|dx. (2.8.5)

В силу леммы 2.2.4 для любого k ∈ N имеем
∫

Ω

|Dαhk(u)− δαu|dx 6
∫

{|u|>k}
|Dαhk(u)|dx +

∫

{|u|>k}
|δαu|dx.

Отсюда, используя включения u ∈ L1(Ω), δαu ∈ L1(Ω) и условие (2.8.4),
получаем, что Dαhk(u) → δαu сильно в L1(Ω). Ясно также, что hk(u) → u
сильно в L1(Ω). Теперь из (2.8.5) следует равенство

∫

Ω

uDαwdx =

∫

Ω

wδαudx.

Отсюда в силу произвольности w вытекает, что существует обобщенная
производная Dαu, причем Dαu = δαu п. в. на Ω. ¤

Теорема 2.8.1. Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6),

(2.1.7). Тогда для любого λ ∈ (1, r) имеем u ∈
◦

W 1,λ(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть λ ∈ (1, r). В силу лемм 2.3.2 и

2.8.1 имеем u ∈ Lλ(Ω) и для любого α, |α| = 1, существует обобщенная
производная Dαu, Dαu ∈ Lλ(Ω). Следовательно, u ∈ W 1,λ(Ω).

Далее, пусть k ∈ N. Имеем hk(u) ∈
◦

W 1,λ(Ω). Из лемм 2.2.1, 2.2.2,
2.2.4 и (2.2.3) вытекает, что для любого α, |α| = 1,

|Dαhk(u)| 6 |Dαu| п. в. на Ω.



2.8. Принадлежность энтропийных решений соболевским пространствам 159

Используя это, находим, что ‖hk(u)‖W 1,λ(Ω) 6 ‖u‖W 1,λ(Ω). Теперь ясно,
что существуют возрастающая последовательность {ki} ⊂ N и функция

v ∈
◦

W 1,λ(Ω) такие, что hki
(u) → v слабо в

◦
W 1,λ(Ω). Тогда hki

(u) → v
сильно в Lλ(Ω). С другой стороны, имеем hk(u) → u сильно в Lλ(Ω).

Следовательно, u = v п. в. на Ω. Тогда u ∈
◦

W 1,λ(Ω). ¤
Положим

p2 =
np

n(p− 1) + 1
.

Заметим, что в силу (2.1.1) p2 ∈ (1, n). Отметим еще, что неравенство
rp/q > 1 равносильно неравенству q > p2, а неравенство p2 > 2p равно-
сильно неравенству p < 3/2− 1/n.

Теорема 2.8.2. Пусть q > p2, и пусть u – энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда для любого n-мерного мультииндекса α,
|α| = 2, существует обобщенная производная Dαu, причем Dαu = δαu
п. в. на Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α – произвольный n-мерный
мультииндекс такой, что |α| = 2. Покажем, что

∫

{|u|>k}
|Dαhk(u)|dx → 0 при k →∞. (2.8.6)

Прежде всего в силу лемм 2.3.1 и 2.2.5 имеем: существует M > 0 такое,
что для любого k ∈ N

meas{|u| > k} 6 Mk−r∗ , (2.8.7)
∫

{|u|62k}

{ ∑

|β|=1

|δβu|q +
∑

|β|=2

|δβu|p
}

dx 6 Mk. (2.8.8)

Зафиксируем k ∈ N. Ясно, что∫

{|u|>k}
|Dαhk(u)|dx 6 [meas{|u| > k}](p−1)/p|Dαhk(u)|p. (2.8.9)

Заметим, что в силу лемм 2.2.1, 2.2.2, 2.2.4 и (2.2.3), (2.2.4)

|Dαhk(u)| 6 |δαu|+ 3
∑

|β|=1

|δβu|2 п. в. на {|u| 6 2k},

а в силу леммы 2.2.3 Dαhk(u) = 0 п. в. на {|u| > 2k}. Используя эти
свойства и (2.8.8), устанавливаем, что

|Dαhk(u)|p 6 6n(M + nmeasΩ)1/pk1/p. (2.8.10)
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Из (2.8.7), (2.8.9) и (2.8.10) выводим, что
∫

{|u|>k}
|Dαhk(u)|dx 6 6n(M + nmeasΩ)k−r∗(p−1)/p+1/p.

Отсюда, учитывая, что в силу условия q > p2 имеет место неравенство
−r∗(p− 1)/p +1/p < 0, получаем свойство (2.8.6).

Заметим еще, что из условия q > p2 и леммы 2.3.2 следует включение
δαu ∈ L1(Ω). В силу леммы 2.3.2 имеем также u ∈ L1(Ω).

Теперь, применяя лемму 2.8.2, получаем, что существует обобщенная
производная Dαu, причем Dαu = δαu п. в. на Ω. ¤

Замечание 2.8.1. Из теоремы 2.8.2 и леммы 2.3.2 вытекает, что
если q > p2 и u – энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7), то для
любых α, |α| = 2, и λ ∈ [1, rp/q) Dαu ∈ Lλ(Ω).

Теорема 2.8.3. Пусть q > p2, и пусть u – энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда u ∈

◦
W 2,1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теорем 2.8.1, 2.8.2 и леммы 2.3.2
вытекает, что u ∈ W 2,1(Ω).

Далее, зафиксируем k ∈ N. Ясно, что hk(u) ∈
◦

W 2,1(Ω). Используя
леммы 2.2.4, 2.3.2, 2.8.1 и теорему 2.8.2, получаем

‖hk(u)− u‖W 2,1(Ω) 6 |hk(u)− u|1

+
∑
α∈Λ

∫

{|u|>k}
|Dαhk(u)|dx +

∑
α∈Λ

∫

{|u|>k}
|Dαu|dx. (2.8.11)

В силу изложенного в доказательствах теорем 2.8.1 и 2.8.2 для любого
α, |α| = 1, имеем |Dαhk(u)| 6 |Dαu| п. в. на Ω, а для любого α, |α| = 2,
справедливо свойство (2.8.6). Учитывая это, из (2.8.11) выводим, что

‖hk(u)− u‖W 2,1(Ω) → 0 при k →∞. Следовательно, u ∈
◦

W 2,1(Ω). ¤
Определение 2.8.1. W -решением задачи (2.1.6), (2.1.7) будем на-

зывать функцию u ∈
◦

W 2,1(Ω), удовлетворяющую условиям:
1) F (x, u) ∈ L1(Ω);
2) для любого α ∈ Λ Aα(x,∇2u) ∈ L1(Ω);
3) для любой функции ϕ ∈ C∞

0 (Ω)
∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2u)Dαϕ

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)ϕdx.
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Теорема 2.8.4. Пусть q > p2, и пусть u – энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда u – W -решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 2.8.3 имеем u ∈
◦

W 2,1(Ω).
В силу теоремы 2.5.1 u – H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7) и, значит,
F (x, u) ∈ L1(Ω), для любого α ∈ Λ Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω), для любой функ-
ции ϕ ∈ C∞

0 (Ω)
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαϕ

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)ϕdx.

Из этих свойств, учитывая, что в силу лемм 2.3.2, 2.8.1 и теоремы 2.8.2
∇2u = δ2u п. в. на Ω, выводим, что u – W -решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

¤
Теоpема 2.8.5. Пусть выполняются условия 1), 2) теоpемы 2.7.1,

и пусть q > p2. Тогда существует W -pешение задачи (2.1.6), (2.1.7).
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу pезультатов раздела 2.7 из условий

1), 2) теоpемы 2.7.1 следует, что существует функция u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), явля-
ющаяся H-pешением задачи (2.1.6), (2.1.7) и обладающая свойствами:

a) u ∈ L1(Ω);
b) для любого α, |α| = 1, δαu ∈ L1(Ω);
c) для любых α, |α| = 2, и λ ∈ (0, pr/q) δαu ∈ Lλ(Ω);
d) для любого α, |α| = 2,

sup
k∈N

kr∗(p−1)/p−1/p

∫

{|u|>k}
|Dαhk(u)|dx < +∞.

Используя свойства a)–d), леммы 2.8.1, 2.8.2 и условие q > p2, уста-
навливаем, что u ∈ W 2,1(Ω) и

∇2u = δ2u п. в. на Ω. (2.8.12)

Поскольку u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), имеем {hk(u)} ⊂
◦

W 2,1(Ω). Используя (2.8.12),
леммы 2.2.1–2.2.4 и (2.2.3), для любого k ∈ N получаем

‖hk(u)− u‖W 2,1(Ω) 6 2
∑

|α|62

∫

{|u|>k}
|Dαu| dx +

∑

|α|=2

∫

{|u|>k}
|Dαhk(u)| dx.

Отсюда, учитывая, что meas{|u| > k} → 0 пpи k → ∞, и используя
свойство d) и условие q > p2, выводим, что

‖hk(u)− u‖W 2,1(Ω) → 0 пpи k →∞.
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Следовательно, u ∈
◦

W 2,1(Ω). Тепеpь, используя (2.8.12) и тот факт, что u
– H-pешение задачи (2.1.6), (2.1.7), получаем, что u – W -pешение задачи
(2.1.6), (2.1.7). ¤

Как уже было отмечено, неpавенства p2 > 2p и p < 3/2 − 1/n pав-
носильны. Учитывая этот факт и неpавенство q > 2p, из теоpем 2.8.4 и
2.8.5 получаем следующие pезультаты.

Теоpема 2.8.6. Пусть p > 3/2− 1/n, и пусть u – энтpопийное pе-
шение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда u – W -pешение задачи (2.1.6), (2.1.7).

Теоpема 2.8.7. Пусть p > 3/2 − 1/n, и пусть выполняются усло-
вия 1), 2) теоpемы 2.7.1. Тогда существует W -pешение задачи (2.1.6),
(2.1.7).

2.9. О суммируемости функций из
◦
H1,q

2,p(Ω), подчиненных
некоторым интегральным неравенствам

Лемма 2.9.1. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), k ∈ N. Тогда
1) если α – n-мерный мультииндекс, |α| = 1, то

Dαhk(u) = h′k(u)δαu п. в. на Ω;

2) если α – n-мерный мультииндекс, |α| = 2, то

|Dαhk(u)| 6 |δαu|+ 3
∑

|β|=1

|δβu|2 п. в. на Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

hk(u) = hk(h2k(u)). (2.9.1)

Пусть α – n-мерный мультииндекс, |α| = 1. В силу (2.9.1)

Dαhk(u) = h′k(h2k(u))Dαh2k(u) п. в. на Ω.

Отсюда, используя свойства функций hk, h2k и лемму 2.2.4, получаем,что
Dαhk(u) = h′k(u)δαu п. в. на Ω, и тем самым утверждение 1) доказано.

Пусть теперь α – n-мерный мультииндекс, |α| = 2. Используя (2.9.1),
получаем

|Dαhk(u)− h′k(h2k(u))Dαh2k(u)| 6 |h′′k(h2k(u))|
∑

|β|=1

|Dβh2k(u)|2 п. в. на Ω.
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Отсюда, учитывая (2.2.3), (2.2.4) и лемму 2.2.4, выводим, что |Dαhk(u)| 6
|δαu|+ 3

∑
|β|=1

|δβu|2 п. в. на Ω, и тем самым утверждение 2) доказано. ¤

Предложение 2.9.1. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), λ ∈ [1, q]. Пусть для
любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, имеет место включение

δαu ∈ Lλ(Ω). Тогда u ∈
◦

W 1,λ(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что {hk(u)} ⊂
◦

W 1,λ(Ω). Тогда в силу
(1.1.13), леммы 2.9.1 и (2.2.3) для любого k ∈ N имеем

( ∫

Ω

|hk(u)|λ∗dx

)1/λ∗

6 ncn,λ

( ∑

|α|=1

∫

Ω

|δαu|λ dx

)1/λ

.

Отсюда, замечая, что hk(u) → u поточечно в Ω, заключаем, что u ∈
Lλ(Ω). Тогда, учитывая, что для любого k ∈ N |hk(u)| 6 |u|, имеем
hk(u) → u сильно в Lλ(Ω). Кроме того, в силу лемм 2.2.4, 2.9.1 и (2.2.3)
для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, имеем Dαhk(u) → δαu
сильно в Lλ(Ω). Теперь можно заключить, что u ∈ W 1,λ(Ω) и hk(u) → u

сильно в W 1,λ(Ω). Следовательно, u ∈
◦

W 1,λ(Ω). ¤

Предложение 2.9.2. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), λ ∈ [1, p ]. Пусть для
любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, имеет место включение
δαu ∈ L2λ(Ω). Пусть для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,

имеет место включение δαu ∈ Lλ(Ω). Тогда u ∈
◦

W 2,λ(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что {hk(u)} ⊂
◦

W 2,λ(Ω). В силу
изложенного в доказательстве предложения 2.9.1 имеем u ∈ W 1,λ(Ω) и
hk(u) → u сильно в W 1,λ(Ω). Кроме того, в силу лемм 2.2.4 и 2.9.1 для лю-
бого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2, имеем Dαhk(u) → δαu сильно
в Lλ(Ω). Теперь можно заключить, что u ∈ W 2,λ(Ω) и hk(u) → u сильно

в W 2,λ(Ω). Следовательно, u ∈
◦

W 2,λ(Ω). ¤

Положим для любых u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) и k ∈ N

I(u, k) =

∫

Ω

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

h′k(u)dx.

Лемма 2.9.2. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) и k ∈ N. Тогда
meas{|u| > k} 6 (ncn,q)

q∗k−q∗ [ I(u, k) ]q
∗/q. (2.9.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку |hk(u)| > k на {|u| > k}, имеем

kq∗meas{|u| > k} 6
∫

Ω

|hk(u)|q∗dx. (2.9.3)

Правую часть этого неравенства оцениваем, используя (1.1.13), лемму
2.9.1 и (2.2.3). Получаем

∫

Ω

|hk(u)|q∗dx 6 (ncn,q)
q∗

( ∑

|α|=1

∫

Ω

|Dαhk(u)|q dx

)q∗/q

6 (ncn,q)
q∗ [ I(u, k) ]q

∗/q.

Отсюда и из (2.9.3) выводим (2.9.2). ¤

Лемма 2.9.3. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), α – n-мерный мультииндекс,
|α| = 1, и пусть k, k1 ∈ N. Тогда

meas{|δαu| > k} 6 (ncn,q)
q∗k−q∗

1 [ I(u, k1) ]q
∗/q + k−qI(u, k1). (2.9.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим G = { |u| < k1, |δαu| > k }. Имеем

meas{|δαu| > k} 6 meas{|u| > k1}+ measG, (2.9.5)

причем в силу леммы 2.9.2

meas{|u| > k1} 6 (ncn,q)
q∗k−q∗

1 [ I(u, k1) ]q
∗/q. (2.9.6)

Оценим measG. Поскольку k 6 |δαu|h′k1
(u) на G, имеем

kq measG 6
∫

Ω

|δαu|qh′k1
(u) dx 6 I(u, k1)

и, следовательно, measG 6 k−qI(u, k1). Отсюда и из (2.9.5) и (2.9.6) вы-
водим (2.9.4). ¤

Лемма 2.9.4. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), α – n-мерный мультииндекс,
|α| = 2, и пусть k, k1 ∈ N. Тогда

meas{|δαu| > k} 6 (ncn,q)
q∗k−q∗

1 [ I(u, k1) ]q
∗/q + k−pI(u, k1).

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 2.9.3.
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Предложение 2.9.3. Пусть µ1, µ2 > 0, (n−1)/n < σ < 1, Φ – неот-
рицательная измеримая функция на Ω такая, что Φ[ ln(1+Φ)]σ ∈ L1(Ω).

Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω). Пусть для любого k ∈ N справедливо неравенство

I(u, k) 6 µ1

∫

Ω

Φ|hk(u)| dx + µ2. (2.9.7)

Тогда

1) u ∈
◦

W 1,r(Ω);
2) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2, имеем δαu ∈

Lrp/q(Ω);

3) если rp/q > 1, то u ∈
◦

W 2,rp/q(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Через µi, i = 3, 4, . . . , будем обозначать

положительные постоянные, зависящие только от n, q, µ1, µ2, σ, measΩ
и нормы в L1(Ω) функции Φ[ ln(1 + Φ)]σ.

Положим q1 = q−1
2q

и зафиксируем k ∈ N, k > e. В силу (2.9.7) имеем

I(u, k) 6 µ1

∫

{Φ6kq1}
Φ|hk(u)| dx + µ1

∫

{Φ>kq1}
Φ|hk(u)| dx + µ2. (2.9.8)

Используя неравенство Гельдера, (1.1.13), лемму 2.9.1 и (2.2.3), получаем

∫

{Φ6kq1}
Φ|hk(u)| dx 6 kq1

∫

Ω

|hk(u)| dx

6 kq1(measΩ)(q∗−1)/q∗
( ∫

Ω

|hk(u)|q∗dx

)1/q∗

6 ncn,qk
q1(measΩ)(q∗−1)/q∗

( ∑

|α|=1

∫

Ω

|Dαhk(u)|q dx

)1/q

6 µ3k
q1 [ I(u, k) ]1/q. (2.9.9)

Учитывая (2.2.2) и тот факт, что

Φ < q−σ
1 ( ln k)−σΦ[ ln(1 + Φ)]σ на {Φ > kq1},
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второй интеграл в правой части (2.9.8) оцениваем следующим образом:
∫

{Φ>kq1}
Φ|hk(u)| dx 6 2k

∫

{Φ>kq1}
Φ dx

6 2kq−σ
1 ( ln k)−σ

∫

Ω

Φ[ ln(1 + Φ)]σ dx 6 µ4k ( ln k)−σ. (2.9.10)

Из (2.9.8)–(2.9.10), используя неравенство Юнга, получаем

I(u, k) 6 µ1µ3k
q1 [ I(u, k) ]1/q + µ1µ4k ( ln k)−σ + µ2

6 1

q
I(u, k) +

q − 1

q
µ5[ k

1/2 + k ( ln k)−σ ].

Отсюда заключаем, что для любого k ∈ N, k > e, справедливо неравен-
ство

I(u, k) 6 µ6k ( ln k)−σ. (2.9.11)

Далее, пусть α – произвольный n-мерный мультииндекс такой, что
|α| = 1. Зафиксируем k ∈ N, k > e(n−1)/(n−q). Ясно, что существует η > e
такое, что ηn−1( ln η)σ = kn−q. Из этого равенства следует, что

η−r∗( ln η)−σn/(n−q) = k−q η ( ln η)−σ = k−r( ln η)−σn/(n−1), (2.9.12)

kn−q 6 ηn. (2.9.13)

Пусть k1 – минимальное натуральное число, большее η. Из (2.9.12) и
(2.9.13) вытекает, что

k−r∗
1 ( ln k1)

−σn/(n−q) 6 µ7k
−r( ln k)−σn/(n−1), (2.9.14)

k−q k1( ln k1)
−σ 6 µ8k

−r( ln k)−σn/(n−1). (2.9.15)

Кроме того, поскольку k1 > e, в силу (2.9.11) имеем

I(u, k1) 6 µ6k1( ln k1)
−σ. (2.9.16)

Теперь, используя лемму 2.9.3 и неравенства (2.9.14)–(2.9.16), получаем,
что

meas{|δαu| > k} 6 µ9k
−r( ln k)−σn/(n−1).

Тогда в силу неравенства σ > (n−1)/n и леммы 1.2.1 имеем δαu ∈ Lr(Ω).
Таким образом, для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

имеем δαu ∈ Lr(Ω). Отсюда и из предложения 2.9.1 выводим, что u ∈
◦

W 1,r(Ω), и тем самым утверждение 1) доказано.
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Перейдем к доказательству утверждения 2). Пусть α – произволь-
ный n-мерный мультииндекс такой, что |α| = 2. Зафиксируем k ∈ N,
k > eq(n−1)/p(n−q). Ясно, что существует y > e такое, что

yn−1( ln y)σ = kp(n−q)/q.

Из этого равенства следует, что

y−r∗( ln y)−σn/(n−q) = k−py( ln y)−σ = k−rp/q( ln y)−σn/(n−1), (2.9.17)

kp(n−q) 6 yqn. (2.9.18)

Пусть k2 – минимальное натуральное число, большее y. Из (2.9.17) и
(2.9.18) вытекает, что

k−r∗
2 ( ln k2)

−σn/(n−q) 6 µ10k
−rp/q( ln k)−σn/(n−1), (2.9.19)

k−p k2( ln k2)
−σ 6 µ11k

−rp/q( ln k)−σn/(n−1). (2.9.20)

Кроме того, поскольку k2 > e, в силу (2.9.11) имеем

I(u, k2) 6 µ6k2( ln k2)
−σ. (2.9.21)

Используя лемму 2.9.4 и неравенства (2.9.19)–(2.9.21), устанавливаем,
что

meas{|δαu| > k} 6 µ12k
−rp/q( ln k)−σn/(n−1).

Тогда в силу неравенства σ > (n − 1)/n и леммы 1.2.1 имеем δαu ∈
Lrp/q(Ω). Тем самым справедливость утверждения 2) доказана.

Остается установить справедливость утверждения 3). Предположим,
что rp/q > 1. Тогда rp/q ∈ [1, p]. Поскольку 2p < q, имеем 2rp/q < r, и
тогда в силу установленного выше при доказательстве утверждения 1)
для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, имеем δαu ∈ L2rp/q(Ω).
Теперь, учитывая утверждение 2) и используя предложение 2.9.2, полу-

чаем, что u ∈
◦

W 2,rp/q(Ω). Таким образом, утверждение 3) справедливо.
¤

Предложение 2.9.4. Пусть µ′, µ′′ > 0, 1 6 m < nq/(nq − n + q),

Φ ∈ Lm(Ω), Φ > 0 на Ω. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω). Пусть для любого k ∈ N
справедливо неравенство

I(u, k) 6 µ′
∫

Ω

Φ|hk(u)|dx + µ′′. (2.9.22)

Тогда
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1) если λ ∈ [ 1, (q − 1)m∗), то u ∈
◦

W 1,λ(Ω);
2) если α – n-мерный мультииндекс, |α| = 2, и λ ∈ (

0, p
q
(q− 1)m∗),

то δαu ∈ Lλ(Ω);

3) если p
q
(q − 1)m∗ > 1 и λ ∈ [

1, p
q
(q − 1)m∗), то u ∈

◦
W 2,λ(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что в силу условия
предложения относительно числа m имеем mq < n, (m− 1)q∗ < m.

Положим

m1 = 1− m− 1

m
q∗, m2 =

(m− 1)q∗

mq
, m3 =

n−mq

n−m
,

θ =
nm(q − 1)

n−mq
.

Ясно, что 0 < m1 6 1, 0 6 m2 < 1. Кроме того, имеем

q∗
[

1− m1

(1−m2)q

]
= θ, (2.9.23)

m3θ = q − m1m3

1−m2

. (2.9.24)

Далее через µi, i = 13, 14, . . . , будем обозначать положительные по-
стоянные, зависящие только от n, q, µ′, µ′′, m, measΩ и нормы функции
Φ в Lm(Ω).

Зафиксируем произвольное k ∈ N. Предположим, что m > 1. Тогда
m1 < 1 и, используя (2.9.22), (2.2.2) и неравенство Гельдера, получаем

I(u, k) 6 µ′(2k)m1

∫

Ω

Φ|hk(u)|1−m1dx + µ′′

6 µ′(2k)m1‖Φ‖Lm(Ω)

( ∫

Ω

|hk(u)|q∗dx

)(m−1)/m

+ µ′′.

Отсюда и из (1.1.13), (2.2.3) и леммы 2.9.1 вытекает, что

I(u, k) 6 µ13k
m1 [I(u, k)]m2 + µ′′.

Следовательно,
I(u, k) 6 µ14k

m1/(1−m2). (2.9.25)

Легко проверить, что это же неравенство верно и в случае m = 1.



2.9. О суммируемости функций 169

Таким образом, доказано, что для любого k ∈ N имеет место нера-
венство (2.9.25).

Далее, пусть λ ∈ [ 1, (q − 1)m∗), и пусть α – n-мерный мультииндекс
такой, что |α| = 1. Зафиксируем k ∈ N, а также k1 ∈ N такое, что

km3 < k1 6 2km3 . (2.9.26)

В силу (2.9.25) и (2.9.26) имеем

I(u, k1) 6 µ15k
m1m3/(1−m2).

Используя это неравенство, лемму 2.9.3 и (2.9.26), (2.9.23), (2.9.24), на-
ходим, что

meas{|δαu| > k} 6 µ16k
−m3θ.

Тогда в силу леммы 2.2.6 δαu ∈ Lλ(Ω). Отсюда, учитывая неравенство

(q − 1)m∗ < q и применяя предложение 2.9.1, выводим, что u ∈
◦

W 1,λ(Ω).
Тем самым утверждение 1) доказано.

Перейдем к доказательству утверждения 2). Пусть α – n-мерный
мультииндекс, |α| = 2, и λ ∈ (

0, p
q
(q − 1)m∗). Зафиксируем k ∈ N, а

также k2 ∈ N такое, что

kpm3/q < k2 6 2kpm3/q. (2.9.27)

В силу (2.9.25) и (2.9.27) имеем

I(u, k2) 6 µ17k
pm1m3/q(1−m2).

Используя это неравенство, лемму 2.9.4 и (2.9.27), (2.9.23), (2.9.24), по-
лучаем, что

meas{ |δαu| > k } 6 µ18k
−pm3θ/q.

Теперь, учитывая лемму 2.2.6, заключаем, что δαu ∈ Lλ(Ω), и тем самым
утверждение 2) доказано.

Остается установить справедливость утверждения 3). Пусть p
q
(q −

1)m∗ > 1 и λ ∈ [
1, p

q
(q − 1)m∗). Имеем u ∈

◦
H1,q

2,p(Ω), λ ∈ [1, p]. Кроме
того, 2λ ∈ [ 1, (q − 1)m∗), и тогда в силу установленного при доказатель-
стве утверждения 1) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,
имеем δαu ∈ L2λ(Ω). Наконец, согласно утверждению 2) для любого n-
мерного мультииндекса α, |α| = 2, имеем δαu ∈ Lλ(Ω). Обращаясь те-

перь к предложению 2.9.2, заключаем, что u ∈
◦

W 2,λ(Ω). Таким образом,
утверждение 3) справедливо. ¤
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2.10. Об улучшении свойств суммируемости решений
задачи (2.1.6), (2.1.7)

Предложение 2.10.1. Пусть выполняются условия:
1) для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R;
2) F (·, 0) ∈ L1(Ω).

Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда существу-
ет c > 0 такое, что для любого k ∈ N

c2I(u, k) 6
∫

Ω

F (·, 0)hk(u)dx + |g2|1 + c. (2.10.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу определения 2.3.1 F (x, u) ∈ L1(Ω)
и существует c > 0 такое, что для любого k ∈ N

∫

{|u|<2k}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
h′k(u)dx 6

∫

Ω

F (x, u)hk(u)dx + c. (2.10.2)

Зафиксируем k ∈ N. Используя (2.1.4) и (2.2.3), устанавливаем, что

c2I(u, k) 6
∫

{|u|<2k}

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
h′k(u)dx + |g2|1. (2.10.3)

Заметим, что в силу условия 1) и свойств функции hk

[F (x, u)− F (·, 0)]hk(u) 6 0 п. в. на Ω.

Отсюда, используя (2.10.2), (2.10.3) и учитывая условие 2), выводим
неравенство (2.10.1). ¤

Теорема 2.10.1. Пусть для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·)
невозрастающая на R. Пусть (n−1)/n < σ < 1 и F (·, 0)[ ln(1+|F (·, 0)|)]σ
∈ L1(Ω). Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда

1) u ∈
◦

W 1,r(Ω);
2) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2, имеем δαu ∈

Lrp/q(Ω);

3) если q > p2, то u ∈
◦

W 2,rp/q(Ω).

Этот результат вытекает из предложений 2.10.1 и 2.9.3.

Следствие 2.10.1. Пусть p > 3/2 − 1/n, и пусть выполняются

условия теоремы 2.10.1. Тогда u ∈
◦

W 1,r(Ω) ∩
◦

W 2,rp/q(Ω).
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Для доказательства этого результата достаточно воспользоваться
теоремой 2.10.1, а затем учесть, что q > 2p и в силу неравенства p >
3/2− 1/n справедливо неравенство p2 6 2p.

Теорема 2.10.2. Пусть для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·)
невозрастающая на R. Пусть 1 6 m < nq/(nq−n+ q) и F (·, 0) ∈ Lm(Ω).
Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда

1) если λ ∈ [1, (q − 1)m∗), то u ∈
◦

W 1,λ(Ω);
2) если α – n-мерный мультииндекс, |α| = 2, и λ ∈ (0, p

q
(q − 1)m∗),

то δαu ∈ Lλ(Ω);

3) если p
q
(q − 1)m∗ > 1 и λ ∈ [1, p

q
(q − 1)m∗), то u ∈

◦
W 2,λ(Ω).

Этот результат вытекает из предложений 2.10.1 и 2.9.4.

Следствие 2.10.2. Пусть q > p2, и пусть выполняются условия
теоремы 2.10.2. Тогда p

q
(q − 1)m∗ > 1, и для любого λ ∈ [1, p

q
(q − 1)m∗)

имеем u ∈
◦

W 1,2λ(Ω) ∩
◦

W 2,λ(Ω).

Для доказательства этого факта достаточно воспользоваться теоре-
мой 2.10.2 и тем, что из q > p2 вытекает неравенство p

q
(q − 1)m∗ > 1.

Замечание 2.10.1. Нетрудно проверить, что если q 6 p2, то nq/
(npq − np + q) > 1. Кроме того, неравенство nq/(npq − np + q) < m < n
влечет неравенство p

q
(q − 1) nm

n−m
> 1.

Следствие 2.10.3.Пусть q 6 p2 и nq/(npq−np+q) < m < nq/(nq−
n + q). Пусть для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая
на R, и пусть F (·, 0) ∈ Lm(Ω). Пусть u – энтропийное решение задачи
(2.1.6), (2.1.7). Тогда p

q
(q − 1)m∗ > 1, и для любого λ ∈ [1, p

q
(q − 1)m∗)

имеем u ∈
◦

W 1,2λ(Ω) ∩
◦

W 2,λ(Ω).

Этот результат вытекает из теоремы 2.10.2 и замечания 2.10.1.

Далее приведем несколько утверждений относительно W -решений
задачи (2.1.6), (2.1.7). Для этого будут полезны следующие два предло-
жения.

Предложение 2.10.2. Пусть выполняются условия:
1) для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R;
2) для любого s ∈ R функция F (·, s) принадлежит L1(Ω).

Тогда существует функция u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) такая, что
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(i) u есть H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7);
(ii) для любого k ∈ N имеем

c2I(u, k) 6 12

∫

Ω

|F (·, 0)||hk(u)|dx + 2c23.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {Fl}, {fl} и {ul} – те же последова-
тельности функций, что и в разделе 2.7. В силу изложенного в разделе
2.7 существуют возрастающая последовательность {li} ⊂ N и функция

u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) такие, что u есть H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7),

uli → u п. в. на Ω, (2.10.4)

∀α ∈ Λ Dαuli → δαu п. в. на Ω. (2.10.5)

Пусть k, l ∈ N. В силу (2.7.12), (2.7.4) и свойств функции χk имеем
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αχk(ul)

}
dx 6

∫

Ω

flχk(ul)dx. (2.10.6)

В силу изложенного в доказательстве леммы 2.7.1 справедливо неравен-
ство

c2

2

∫

Ω

{ ∑

|α|=1

|Dαul|q +
∑

|α|=2

|Dαul|p
}

χ′k(ul)dx

6
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αχk(ul)

}
dx + c23.

Из этого неравенства и (2.10.6) вытекает, что

c2

2

∫

Ω

{ ∑

|α|=1

|Dαul|q +
∑

|α|=2

|Dαul|p
}

χ′k(ul)dx 6
∫

Ω

flχk(ul)dx + c23.

Отсюда, учитывая (2.10.4), (2.10.5), сильную сходимость {fl} к
F (·, 0) в L1(Ω), свойства функций χk и используя лемму Фату, выводим,
что для любого k ∈ N

c2

2

∫

{|u|<k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx

6
∫

Ω

|F (·, 0)| |χk(u)|dx + c23. (2.10.7)
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Пусть k ∈ N. Поскольку h′k(s) = 0, если |s| > 2k, используя (2.2.3) и
(2.10.7), получаем

c2I(u, k) 6 c2

∫

{|u|<2k}

{ ∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p
}

dx

6 2

∫

Ω

|F (·, 0)| |χ2k(u)|dx + 2c23. (2.10.8)

Заметим, что в силу свойств функций χ2k и hk

|χ2k(u)| 6 6|hk(u)| на Ω.

Учитывая это, из (2.10.8) выводим неравенство, которое позволяет за-
ключить, что утверждение (ii) справедливо. ¤

Предложение 2.10.3. Пусть q > p2, и пусть выполняются усло-
вия предложения 2.10.2. Тогда существует функция u ∈

◦
H1,q

2,p(Ω)∩
◦

W 2,1(Ω) такая, что
(i) u есть W -решение задачи (2.1.6), (2.1.7);
(ii) для любого k ∈ N имеем

c2I(u, k) 6 12

∫

Ω

|F (·, 0)| |hk(u)|dx + 2c23.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 2.10.2 существует
функция u ∈

◦
H1,q

2,p(Ω) такая, что u есть H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7)
и для любого k ∈ N имеем

c2I(u, k) 6 12

∫

Ω

|F (·, 0)| |hk(u)|dx + 2c23.

Отсюда, учитывая свойства функций hk и используя леммы 2.2.5 и 2.2.6,
получаем, что

для любых α, |α| = 1, и λ ∈ (0, r) δαu ∈ Lλ(Ω), (2.10.9)

для любых α, |α| = 2, и λ ∈ (0, rp/q) δαu ∈ Lλ(Ω). (2.10.10)

Поскольку q > p2, имеем rp/q > 1. Тогда из (2.10.9), (2.10.10) и

предложения 2.9.2 вытекает, что u ∈
◦

W 2,1(Ω). Кроме того, в силу (2.10.9),



174 Гл. 2. Нелинейные уравнения четвертого порядка с L1-данными

(2.10.10) и лемм 2.8.1, 2.8.2 имеем ∇2u = δ2u п. в. на Ω. Поэтому из того,
что u есть H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7), получаем, что u есть W -
решение задачи (2.1.6), (2.1.7). ¤

Из предложений 2.9.3, 2.9.4 и 2.10.3 вытекают такие результаты.

Теорема 2.10.3. Пусть q > p2, и пусть выполняются условия
предложения 2.10.2. Пусть (n−1)/n < σ < 1 и F (·, 0)[ ln(1+ |F (·, 0)|)]σ ∈
L1(Ω). Тогда существует W -решение u задачи (2.1.6), (2.1.7)такое, что

u ∈
◦

W 1,r(Ω) ∩
◦

W 2,rp/q(Ω).

Теорема 2.10.4. Пусть q > p2, и пусть выполняются условия
предложения 2.10.2. Пусть 1 6 m < nq/(nq − n + q) и F (·, 0) ∈ Lm(Ω).
Тогда существует W -решение u задачи (2.1.6), (2.1.7) такое, что для

любого λ ∈ [1, p
q
(q−1)m∗) справедливо включение u ∈

◦
W 1,2λ(Ω)∩

◦
W 2,λ(Ω).

Отметим, что с использованием идей работы [65] аналоги основных
результатов, изложенных в данном разделе, получены в [70, 78, 79, 81]
для решений невырождающихся и вырождающихся нелинейных эллип-
тических уравнений четвертого и высших порядков с усиленной коэрци-
тивностью.

2.11. Некоторые характеристики множества

функций
◦
H1,q

2,p(Ω)

Начнем со следующего вспомогательного результата.

Лемма 2.11.1. Пусть h ∈ C2(R), h(0) = 0, и пусть функции h,

h′ и h′′ ограничены на R. Пусть u ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Тогда h(u) ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω) и
справедливы следующие свойства:

(i) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,
Dαh(u) = h′(u)Dαu п. в. на Ω;

(ii) для любых n-мерных мультииндексов β и γ таких, что |β| =
|γ| = 1,

Dβ+γh(u) = h′(u)Dβ+γu + h′′(u)Dβu ·Dγu п. в. на Ω.

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 2.2.2.
Через H обозначим множество всех функций h ∈ C2(R), удовлетво-

ряющих условиям: h(0) = 0; существует µ > 0 такое, что для любого
s ∈ R, |s| > µ, справедливо равенство h′(s) = 0.

Очевидно, что {hk} ⊂ H.
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Предложение 2.11.1. Предположим, что {ϕk} ⊂ C2(R) и суще-
ствует последовательность {mk} положительных чисел такая, что
mk → +∞ при k → +∞ и для любого k ∈ N

ϕk(s) = s, если |s| < mk, (2.11.1)

|ϕk(s)| > mk, если |s| > mk. (2.11.2)

Пусть u : Ω → R – функция такая, что для любого k ∈ N имеем
ϕk(u) ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω). Тогда

(i) для любого h ∈ H имеем h(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω);

(ii) u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем h ∈ H и для любого

k ∈ N определим vk = h(ϕk(u)). Ввиду свойств функции h, включения

{ϕk(u)} ⊂
◦

W 1,q
2,p(Ω), леммы 2.11.1, сходимости {mk} к +∞ и (2.11.1) имеем

{vk} ⊂
◦

W 1,q
2,p(Ω), h(u) ∈ Lq(Ω) и

vk → h(u) сильно в Lq(Ω). (2.11.3)

Поскольку h ∈ H, существует µ > 0 такое, что для любого s ∈ R, |s| > µ,
имеем h′(s) = 0. Поэтому

∀ s ∈ R, |s| > µ, h(s) ∈ {h(−µ), h(µ)}. (2.11.4)

Ясно, что существует l ∈ N такое, что

∀ k ∈ N, k > l, mk > µ. (2.11.5)

Зафиксируем k ∈ N, k > l. Из (2.11.1), (2.11.2), (2.11.4) и (2.11.5) следует,
что

если x ∈ {|u| < µ}, то vk(x) = vl(x),
если x ∈ {|u| > µ}, то vk(x) ∈ {h(−µ), h(µ)}.

Отсюда выводим, что для любого α ∈ Λ |Dαvk| 6 |Dαvl| п. в. на Ω.
Тогда, учитывая ограниченность функции h, получаем, что {vk} ограни-
чена в

◦
W 1,q

2,p(Ω). Это вместе с (2.11.3) влечет, что h(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω).

Таким образом, утверждение (i) предложения справедливо. Из этого

утверждения, учитывая, что {hk} ⊂ H, выводим включение u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω).
¤
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Предложение 2.11.2. Предположим, что все условия предложе-
ния 2.11.1 выполняются. Тогда для любых α ∈ Λ и k ∈ N

Dαϕk(u) = δαu п. в. на {|u| < mk}. (2.11.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α ∈ Λ и k ∈ N. Зафиксируем l ∈ N,
l > mk. В силу определения функции hl и (2.11.1) имеем ϕk(u) = hl(u)
на {|u| < mk}. Тогда, учитывая, что по условию предложения 2.11.1

ϕk(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω), и в силу утверждения (ii) того же предложения hl(u) ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω), получаем, что Dαϕk(u) = Dαhl(u) п. в. на {|u| < mk}. Этот
факт, лемма 2.2.4 и неравенство l > mk приводят к заключению, что
(2.11.6) справедливо. ¤

Предложение 2.11.3. Пусть u : Ω → R. Тогда u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) в том

и только в том случае, если для любого h ∈ H h(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω). Сле-

довательно, для любого k ∈ N hk(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Положим для любого

k ∈ N ϕk = hk и mk = k. Ясно, что все условия предложения 2.11.1
выполняются. Тогда в силу этого предложения для любого h ∈ H имеем
h(u) ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω).

Обратно, пусть для любого h ∈ H h(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Тогда, учитывая,

что {hk} ⊂ H, для любого k ∈ N получаем hk(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Следова-

тельно, u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω). ¤

Предложение 2.11.4. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω)

и h ∈ H. Тогда h(u − w) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и справедливы следующие

свойства:
(i) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

Dαh(u− w) = h′(u− w)(δαu− δαw) п. в. на Ω;

(ii) для любых n-мерных мультииндексов β и γ таких, что |β| =
|γ| = 1,

Dβ+γh(u− w) =h′(u− w)(δβ+γu− δβ+γw)

+ h′′(u− w)(δβu− δβw)(δγu− δγw) п. в. на Ω.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку h ∈ H, существует µ > 0 такое,
что

∀ s ∈ R, |s| > µ, h′(s) = 0. (2.11.7)

Тогда

∀ s 6 −µ h(s) = h(−µ), (2.11.8)

∀ s > µ h(s) = h(µ). (2.11.9)

Ясно, что функция h ограничена на R. Следовательно, h(u − w) ∈
L∞(Ω).

Очевидно, что существует множество E ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ E |w(x)| 6 |w|∞ . (2.11.10)

Зафиксируем k ∈ N такое, что

k > µ + |w|∞ . (2.11.11)

Пусть x ∈ Ω\E и |u(x)| > k. Используя (2.11.10), (2.11.11) и свойства
функции hk, получаем

|u(x)− w(x)| > µ, |hk(u(x))− w(x)| > µ, (2.11.12)

sign(u(x)− w(x)) = sign(hk(u(x))− w(x)).

Это вместе с (2.11.8) и (2.11.9) влечет, что

h(u− w) = h(hk(u)− w) п. в. на Ω. (2.11.13)

Кроме того, вследствие (2.11.7) и (2.11.12) имеем

если x ∈ Ω \ E и |u(x)| > k, то

h′(u− w)(x) = 0, h′(hk(u)− w)(x) = 0,

h′′(u− w)(x) = 0, h′′(hk(u)− w)(x) = 0. (2.11.14)

Очевидно, что hk(u)−w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Тогда по лемме 2.11.1 h(hk(u)−

w) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) и справедливы следующие свойства:

(i′) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

Dαh(hk(u)− w) = h′(hk(u)− w)Dα(hk(u)− w) п. в. на Ω;
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(ii′) для любых n-мерных мультииндексов β и γ таких, что |β| =
|γ| = 1,

Dβ+γh(hk(u)− w) = h′(hk(u)− w)Dβ+γ(hk(u)− w)

+ h′′(hk(u)− w)Dβ(hk(u)− w) ·Dγ(hk(u)− w) п. в. на Ω.

Эти факты вместе с (2.11.13), (2.11.14) и леммой 2.2.4 приводят к
заключению предложения. ¤

Следствие 2.11.1. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) и w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω).

Тогда u− w ∈
◦
H1,q

2,p(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k ∈ N. Поскольку hk ∈ H, в силу

предложения 2.11.4 hk(u−w) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Следовательно, u−w ∈

◦
H1,q

2,p(Ω).
¤

2.12. Множество функций Ĥ1,q
2,p(Ω)

Для любой функции u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) положим

Φu =
∑

|α|=1

|δαu|q +
∑

|α|=2

|δαu|p.

Из леммы 2.2.4 следует, что если u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) и k ∈ N, то функция Φu

суммируема на {|u| < k}.
Для любой функции u ∈

◦
H1,q

2,p(Ω) положим

Mu = sup
k∈N

1

k

∫

{|u|<k}
Φu dx.

Через Ĥ1,q
2,p(Ω) обозначим множество всех функций u ∈

◦
H1,q

2,p(Ω) та-
ких, что Mu < +∞.

Очевидно, что
◦

W 1,q
2,p(Ω) ⊂ Ĥ1,q

2,p(Ω). Кроме того, если u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω) и

k ∈ N, то ∫

{|u|<k}
Φu dx 6 Muk. (2.12.1)
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Предложение 2.12.1. Пусть u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω). Тогда для любого k ∈ N

meas{|u| > k} 6 (c′n)q∗(2Mu)
q∗/qk−r∗ . (2.12.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k ∈ N. Если x ∈ {|u| > k}, то
|hk(u)|(x) > k. Следовательно,

kq∗meas{|u| > k} 6
∫

Ω

|hk(u)|q∗dx. (2.12.3)

Оценим интеграл в правой части этого неравенства. Поскольку hk(u) ∈
◦

W 1,q(Ω), в силу (2.2.1)

|hk(u)|q∗ 6 c′
∑

|α|=1

|Dαhk(u)|q . (2.12.4)

Пусть α – произвольный n-мерный мультииндекс, |α| = 1. В силу пред-
ложения 2.11.4 имеем Dαhk(u) = h′k(u)δαu п. в. на Ω. Тогда, учитывая,
что h′k(s) = 0, если |s| > 2k, и используя (2.2.3) и (2.12.1), получаем

∫

Ω

|Dαhk(u)|qdx 6 2Muk.

Отсюда и из (2.12.4) следует, что
∫

Ω

|hk(u)|q∗dx 6 (c′n)q∗(2Muk)q∗/q.

Из последнего неравенства и (2.12.3) выводим (2.12.2). ¤
Положим

r̄ =
n(q − 1)

q(n− 1)
, c̄ = 2q∗/q(c′n)q∗ + 1.

Предложение 2.12.2. Пусть u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω). Тогда для любого k ∈ N

meas{Φu > k} 6 3c̄(Mu + 1)n/(n−1)k−r̄. (2.12.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k ∈ N. Положим

k1 = (Mu + 1)1/(n−1)(c̄k)1/(1+r∗),

и пусть l ∈ N,
k1 6 l < k1 + 1. (2.12.6)
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Ясно, что

meas{Φu > k} 6 meas{Φu > k, |u| < l}+ meas{|u| > l} (2.12.7)

и
kmeas{Φu > k, |u| < l} 6

∫

{|u|<l}
Φu dx.

Из последнего неравенства и (2.12.1) следует, что

meas{Φu > k, |u| < l} 6 Mulk
−1. (2.12.8)

Кроме того, в силу предложения 2.12.1

meas{|u| > l} 6 c̄M q∗/q
u l−r∗ . (2.12.9)

Из (2.12.6)–(2.12.9), учитывая определение числа k1, выводим (2.12.5). ¤
Из предложений 2.12.1 и 2.12.2 и леммы 2.2.6 выводим следующий

результат.

Следствие 2.12.1. Пусть u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω). Тогда

(i) для любого λ ∈ (0, r∗) имеем u ∈ Lλ(Ω);
(ii) для любого λ ∈ (0, r̄) имеем Φu ∈ Lλ(Ω).

В свою очередь, используя утверждение (ii) следствия 2.12.1, полу-
чаем такой результат.

Следствие 2.12.2. Пусть u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω). Тогда

(i) для любого λ ∈ (0, r) и любого n-мерного мультииндекса α,
|α| = 1, имеем δαu ∈ Lλ(Ω);

(ii) для любого λ ∈ (0, rp/q) и любого n-мерного мультииндекса α,
|α| = 2, имеем δαu ∈ Lλ(Ω).

Из следствия 2.12.2 и предложений 2.9.1 и 2.9.2 выводим следующие
результаты.

Следствие 2.12.3. Для любого λ ∈ [1, r) имеем Ĥ1,q
2,p(Ω) ⊂

◦
W 1,λ(Ω).

Следствие 2.12.4. Пусть q > p2. Тогда для любого λ ∈ [1, rp/q)

имеем Ĥ1,q
2,p(Ω) ⊂

◦
W 2,λ(Ω).

К вышеприведенным следствиям добавим такой результат.

Следствие 2.12.5. Пусть u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω). Тогда для любого α ∈ Λ

имеем Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим Φ = c1Φu + g1 + 1. Поскольку
(q − 1)/q ∈ (0, r), в силу утверждения (ii) следствия 2.12.1 имеем Φu ∈
L(q−1)/q(Ω). Это вместе с включением g1 ∈ L1(Ω) влечет, что

Φ ∈ L(q−1)/q(Ω). (2.12.10)

Пусть α ∈ Λ. Вследствие (2.1.3) имеем |Aα(x, δ2u)| 6 Φ(q−1)/q п. в. на Ω.
Отсюда, учитывая (2.12.10), выводим, что Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω). ¤

Далее, для любого k ∈ N определим функцию h̄k : R → R следую-
щим образом:

h̄k(s) = kh1(s/k), s ∈ R.

Ясно, что для любого k ∈ N h̄k ∈ C2(R) и

h̄k(s) = s, если |s| 6 k, (2.12.11)

h̄′k(s) = 0, если |s| > 2k, (2.12.12)

Кроме того, из (2.2.2)–(2.2.4) следует, что для любого k ∈ N
|h̄k| 6 2k на R, (2.12.13)

0 6 h̄′k 6 1 на R, (2.12.14)

|h̄′′k| 6
3

k
на R. (2.12.15)

Заметим, что вследствие (2.12.11) и (2.12.12) {h̄k} ⊂ H.

Замечание 2.12.1. Если u : Ω → R, то следующие утверждения
эквивалентны:

(i) u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω);

(ii) для любого k ∈ N имеем h̄k(u) ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω).

Этот результат вытекает из предложений 2.11.1 и 2.11.3.
Функции h̄k будут существенно использованы в дальнейших разде-

лах главы, а данный раздел закончим следующим вспомогательным ре-
зультатом, связанным с этими функциями.

Лемма 2.12.1. Пусть u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω). Тогда для любого k ∈ N

∫

Ω

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|β|=1

|δβu|2
}
|h̄′′k(u)|dx

6 6n3(c1 + 1)(1 + |g1|1 + measΩ)(Mu + 1)k2/q−1/p. (2.12.16)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

Φ =

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|β|=1

|δβu|2
}

.

В силу (2.1.3) имеем

Φ 6 (c1 + 1)n3(Φu + g1)
1+2/q−1/p п. в. на Ω. (2.12.17)

Пусть k ∈ N. Используя (2.12.12), (2.12.15), (2.12.17) и неравенство
Гельдера, получаем

∫

Ω

Φ|h̄′′k(u)|dx 6 3(c1 + 1)n3k−1

∫

{|u|<2k}
(Φu + g1)

1+2/q−1/pdx

6 3(c1 + 1)n3k−1

{∫

{|u|<2k}
Φu dx +

∫

Ω

g1dx

}1+2/q−1/p

(measΩ)1/p−2/q.

Отсюда и из (2.12.1) следует (2.12.16). ¤

2.13. Определение и априорные оценки правильных
энтропийных решений

Через H+ обозначим множество всех функций h ∈ H таких, что
h′ > 0 на R.

Ясно, что {hk} ⊂ H+ и {h̄k} ⊂ H+ .

Заметим, что если u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω), w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω)∩L∞(Ω), h ∈ H и α ∈ Λ,

то функция Aα(x, δ2u)Dαh(u−w) суммируема на Ω. Этот факт вытекает
из неравенства (2.1.3), леммы 2.2.4 и предложения 2.11.4.

Определение 2.13.1. Правильным энтропийным решением задачи
(2.1.6), (2.1.7) будем называть функцию u ∈ Ĥ1,q

2,p(Ω), удовлетворяющую
условиям:

(i) F (x, u) ∈ L1(Ω);

(ii) для любых w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и h ∈ H+

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαh(u− w)

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)h(u− w)dx.
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Предложение 2.13.1. Пусть u – правильное энтропийное реше-
ние задачи (2.1.6), (2.1.7). Пусть h ∈ C2(R), M > 0, и пусть выполня-
ются следующие условия: h(0) = 0, функции h и h′ ограничены на R,
h′ > 0 на R и

|h′′| 6 Mh′ на R. (2.13.1)

Тогда∫

Ω

Φuh
′(u)dx 6 2

c2

∫

Ω

F (x, u)h(u)dx + C

∫

Ω

(g1 + g2 + 1)h′(u)dx, (2.13.2)

где C – положительная постоянная, зависящая только от n, p, q, c1,
c2 и M .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

M0 = sup
s∈R

(|h(s)|+ h′(s)), M1 = [M(c1 + 1)(2/c2 + 1)n3]qp/(q−2p),

Φ =

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|β|=1

|δβu|2
}

.

Для любого k ∈ N определим ϕk = h ◦ h̄k. Ясно, что {ϕk} ⊂ H+,

ϕk(u) → h(u), ϕ′k(u) → h′(u) на Ω, (2.13.3)

∀ k ∈ N |ϕk(u)|+ ϕ′k(u) 6 M0 на Ω. (2.13.4)

Зафиксируем k ∈ N. В силу определения 2.13.1
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαϕk(u)

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)ϕk(u)dx. (2.13.5)

Кроме того, согласно предложению 2.11.4 справедливы следующие свой-
ства: для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, Dαϕk(u) = ϕ′k(u)
×δαu п. в. на Ω; для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,

|Dαϕk(u)− ϕ′k(u)δαu| 6 |ϕ′′k(u)|
∑

|β|=1

|δβu|2 п. в. на Ω.

Используя эти свойства, получаем, что
∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
ϕ′k(u)dx

6
∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαϕk(u)

}
dx +

∫

Ω

Φ|ϕ′′k(u)|dx, (2.13.6)
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а используя (2.1.4), получаем неравенство

c2

∫

Ω

Φuϕ
′
k(u)dx 6

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
ϕ′k(u)dx +

∫

Ω

g2ϕ
′
k(u)dx.

Это неравенство вместе с (2.13.5) и (2.13.6) влечет, что

c2

∫

Ω

Φuϕ
′
k(u)dx 6

∫

Ω

F (x, u)ϕk(u)dx

+

∫

Ω

g2ϕ
′
k(u)dx +

∫

Ω

Φ|ϕ′′k(u)|dx. (2.13.7)

Оценим последний интеграл в правой части (2.13.7). Прежде всего за-
метим, что вследствие (2.12.14) и (2.13.1) |ϕ′′k| 6 Mϕ′k + M0|h̄′′k| на R.
Поэтому

∫

Ω

Φ|ϕ′′k(u)|dx 6 M

∫

Ω

Φϕ′k(u)dx + M0

∫

Ω

Φ|h̄′′k(u)|dx. (2.13.8)

Используя (2.12.17) и неравенство Юнга, получаем, что

MΦ 6 c2

2
(Φu + g1) + M1 п. в. на Ω.

Следовательно,

M

∫

Ω

Φϕ′k(u)dx 6 c2

2

∫

Ω

Φuϕ
′
k(u)dx +

∫

Ω

(
c2

2
g1 + M1

)
ϕ′k(u)dx.

Из этого неравенства, (2.13.7) и (2.13.8) выводим, что
∫

Ω

Φuϕ
′
k(u)dx 6 2

c2

∫

Ω

F (x, u)ϕk(u)dx

+

(
2

c2

+
2M1

c2

+ 1

) ∫

Ω

(g1 + g2 + 1)ϕ′k(u)dx +
2M0

c2

∫

Ω

Φ|h̄′′k(u)|dx. (2.13.9)

Заметим теперь, что вследствие (2.13.3) и (2.13.4)
∫

Ω

F (x, u)ϕk(u)dx →
∫

Ω

F (x, u)h(u)dx, (2.13.10)

∫

Ω

(g1 + g2 + 1)ϕ′k(u)dx →
∫

Ω

(g1 + g2 + 1)h′(u)dx. (2.13.11)
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Кроме того, в силу леммы 2.12.1 имеем
∫

Ω

Φ|h̄′′k(u)|dx → 0. (2.13.12)

Используя (2.13.3), (2.13.10)–(2.13.12) и лемму Фату, из (2.13.9) вы-
водим неравенство (2.13.2) с C = 2(1 + M1)/c2 + 1. ¤

Предложение 2.13.2. Пусть u – правильное энтропийное реше-
ние задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда существует C1 > 0 такое, что для
любых m ∈ N, m > 2, и k ∈ N, k > 2m,

C1

∫

{2k6|u|62k+m}
Φu dx 6 m

∫

{|u|>k}
|F (x, u)|dx+

∫

{|u|>k}
(g1+g2)dx+k2/q−1/p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Через c′i, i = 1, 2, . . . , будем обозначать
положительные постоянные, зависящие только от n, p, q, c1, c2, measΩ,
|g1|1 и Mu .

Положим

Φ =

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|β|=1

|δβu|2
}

.

Пусть m ∈ N, m > 2, и k ∈ N, k > 2m. Положим

w = hk(u), h = χ2m ◦ h̄k .

Ясно, что w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и h ∈ H+. Тогда согласно определению

2.13.1
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαh(u− w)

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)h(u− w)dx. (2.13.13)

Используя предложение 2.11.4 и (2.2.3), находим, что
{ ∑

α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
(1− h′k(u))h′(u− w) 6

∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαh(u− w)

+ Φ(1− h′k(u))|h′′(u− w)|+ Φ|h′′k(u)|h′(u− w) п. в. на Ω. (2.13.14)

Кроме того, в силу (2.1.4)

c2Φu 6
∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu + g2 п. в. на Ω. (2.13.15)
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Из (2.13.13)–(2.13.15) выводим, что

c2

∫

Ω

Φu(1− h′k(u))h′(u− w)dx

6
∫

Ω

F (x, u)h(u− w)dx +

∫

Ω

g2(1− h′k(u))h′(u− w)dx

+

∫

Ω

Φ(1− h′k(u))|h′′(u− w)|dx +

∫

Ω

Φ|h′′k(u)|h′(u− w)dx. (2.13.16)

Оценим интегралы в правой части этого неравенства.
Вследствие (2.7.1), равенства h(0) = 0 и того, что hk(s) = s, если

|s| 6 k, имеем
∫

Ω

F (x, u)h(u− w)dx 6 6m

∫

{|u|>k}
|F (x, u)|dx. (2.13.17)

Используя (2.2.3), (2.12.14), (2.7.2) и то, что h′k(s) = 1, если |s| 6 k,
получаем

∫

Ω

g2(1− h′k(u))h′(u− w)dx 6
∫

{|u|>k}
g2 dx. (2.13.18)

Далее, заметим, что вследствие (2.12.14), (2.7.2) и (2.7.3)

∀ s ∈ R |h′′(s)| 6 2h′(s) + |h̄′′k(s)|.
Поэтому

∫

Ω

Φ(1− h′k(u))|h′′(u− w)|dx 6 2

∫

Ω

Φ(1− h′k(u))h′(u− w)dx

+

∫

Ω

Φ(1− h′k(u))|h̄′′k(u− w)|dx, (2.13.19)

причем используя (2.12.12), (2.12.15), (2.2.3) и (2.2.2), получаем
∫

Ω

Φ(1− h′k(u))|h̄′′k(u− w)|dx 6 3

k

∫

{|u|<4k}
Φ dx. (2.13.20)

Далее, положим

σ = (r∗ − 1)
q − 2p

qp
,
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G′ = {k 6 |u| 6 k(1 + k−σ)}, G′′ = {k(1 + k−σ) < |u| < 2k}.
Ясно, что

∫

Ω

Φ|h′′k(u)|h′(u− w)dx =

∫

G′
Φ|h′′k(u)|h′(u− w)dx

+

∫

G′′
Φ|h′′k(u)|h′(u− w)dx. (2.13.21)

Заметим, что в силу леммы 2.4.1

∀ s ∈ R, |s| 6 k(1 + k−σ) имеем |h′′k(s)| 6 6k1−σk,

∀ s ∈ R, |s| > k(1 + k−σ) имеем |h′′k(s)| 6 3kσ(1− h′k(s)).

Используя эти факты, а также (2.12.14), (2.7.2) и (2.2.3), получаем нера-
венства

∫

G′
Φ|h′′k(u)|h′(u− w)dx 6 6k1−σk

∫

{|u|<4k}
Φ dx, (2.13.22)

∫

G′′
Φ|h′′k(u)|h′(u− w)dx 6 3kσ

∫

Ω

Φ(1− h′k(u))h′(u− w)dx. (2.13.23)

Из (2.13.19)–(2.13.23) следует, что
∫

Ω

Φ(1− h′k(u))|h′′(u− w)|dx +

∫

Ω

Φ|h′′k(u)|h′(u− w)dx

6 5kσ

∫

Ω

Φ(1− h′k(u))h′(u− w)dx +
3(3σ2 + 8)

kσ2

∫

{|u|<4k}
Φ dx. (2.13.24)

Далее, используя (2.12.17) и неравенство Юнга, устанавливаем, что

5kσΦ 6 c2

2
(Φu + g1) + c′1k

σqp/(q−2p) п. в. на Ω.

Отсюда, учитывая (2.12.14), (2.7.2), (2.2.3) и (2.12.2), получаем

5kσ

∫

Ω

Φ(1− h′k(u))h′(u− w)dx 6 c2

2

∫

Ω

Φu(1− h′k(u))h′(u− w)dx

+
c2

2

∫

{|u|>k}
g1dx + c′2k

−1. (2.13.25)
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Кроме того, используя (2.12.17) вместе с неравенством Гельдера и
(2.12.1), получаем ∫

{|u|<4k}
Φ dx 6 c′3k

1+2/q−1/p. (2.13.26)

Из (2.13.16)–(2.13.18) и (2.13.24)–(2.13.26) выводим неравенство

c2

2

∫

Ω

Φu(1− h′k(u))h′(u− w)dx 6 6m

∫

{|u|>k}
|F (x, u)|dx

+
c2

2

∫

{|u|>k}
g1dx +

∫

{|u|>k}
g2 dx + c′4k

2/q−1/p. (2.13.27)

Оценим снизу интеграл в левой части этого неравенства. Ясно, что
∫

Ω

Φu(1− h′k(u))h′(u− w)dx >
∫

{2k6|u|62k+m}
Φuh

′(u− w)dx. (2.13.28)

Пусть x ∈ {2k 6 |u| 6 2k + m}. В силу определения функции hk имеем
hk(u(x)) = 2k k+2

k+3
signu(x). Тогда |u(x)−w(x)| = |u(x)|−2k k+2

k+3
6 2k

k+3
+m.

Отсюда, учитывая, что m > 2, получаем неравенство |u(x)−w(x)| < 2m.
Таким образом, заключаем, что

{2k 6 |u| 6 2k + m} ⊂ {|u− w| < 2m}. (2.13.29)

Кроме того, вследствие неравенства k > 2m, (2.12.11) и определения
функции χ2m имеем h′(u − w) = 1 в {|u − w| < 2m}. Это вместе с
(2.13.29) влечет равенство

∫

{2k6|u|62k+m}
Φuh

′(u− w)dx =

∫

{2k6|u|62k+m}
Φu dx.

Из этого равенства и (2.13.28) получаем
∫

Ω

Φu(1− h′k(u))h′(u− w)dx >
∫

{2k6|u|62k+m}
Φu dx.

Последнее неравенство и (2.13.27) позволяют заключить, что

c′5

∫

{2k6|u|62k+m}
Φu dx 6 m

∫

{|u|>k}
|F (x, u)|dx+

∫

{|u|>k}
(g1+g2)dx+k2/q−1/p.

¤
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Замечание 2.13.1. Априорная оценка, данная в предложении
2.13.1, – основа для получения свойств суммируемости правильных эн-
тропийных решений задачи (2.1.6), (2.1.7). Некоторые из этих свойств
будут рассмотрены в разделах 2.17 и 2.18. Заметим, что обсуждаемая
оценка является аналогом априорных оценок, установленных в [73] для
энтропийных решений задачи Дирихле для нелинейных эллиптических
уравнений второго порядка с вырождающейся коэрцитивностью и L1-
данными. Априорная оценка, данная в предложении 2.13.2, аналогич-
на оценке, полученной в лемме 2.4.2 для энтропийных решений задачи
(2.1.6), (2.1.7), и оценке, установленной в [13] для энтропийных реше-
ний задачи Дирихле для нелинейных эллиптических уравнений второго
порядка с L1-данными. Оценки такого рода полезны при изучении един-
ственности энтропийных решений и их свойств суммируемости.

2.14. Существование правильных энтропийных решений

Теорема 2.14.1. Предположим, что выполняются следующие ус-
ловия:

1) для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R;
2) для любого s ∈ R функция F (·, s) принадлежит L1(Ω).

Тогда существует правильное энтропийное решение задачи (2.1.6),
(2.1.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим f = F (·, 0) и для любого l ∈ N
определим функцию Fl : Ω× R→ R следующим образом:

Fl(x, s) = hl(f(x)− F (x, s)), (x, s) ∈ Ω× R.

В силу условия 1) имеем: если l ∈ N, то
для почти всех x ∈ Ω функция Fl(x, ·) неубывающая на R. (2.14.1)

Кроме того, вследствие условия 2) f ∈ L1(Ω). Следовательно, существу-
ет {fl} ⊂ C∞

0 (Ω) такая, что

lim
l→∞

|fl − f |1 = 0, (2.14.2)

∀ l ∈ N |fl|1 6 |f |1 + 1.

Учитывая (2.1.3)–(2.1.5) и (2.14.1), из результатов [89] о разреши-
мости уравнений с монотонными операторами получаем: если l ∈ N, то
существует функция ul ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω) такая, что ∀ v ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω)

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αv + Fl(x, ul)v

}
dx =

∫

Ω

flv dx. (2.14.3)
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В свою очередь, из результатов раздела 2.7 следует, что существуют воз-
растающая последовательность {li} ⊂ N и функция u ∈

◦
H1,q

2,p(Ω) такие,
что

F (x, u) ∈ L1(Ω), (2.14.4)

uli → u п. в. на Ω, (2.14.5)

Fli(x, uli) → f − F (x, u) сильно в L1(Ω), (2.14.6)

∀α ∈ Λ Dαuli → δαu п. в. на Ω. (2.14.7)

Кроме того, из доказательства леммы 2.7.1 следует, что для любых k, l ∈
N ∫

Ω

{ ∑

|α|=1

|Dαul|q +
∑

|α|=2

|Dαul|p
}

χ′k(ul)dx 6 C2k, (2.14.8)

где C2 – положительная постоянная, зависящая только от n, p, q, c1, c2,
measΩ и норм функций g1, g2 и f в L1(Ω).

Последний результат вместе с (2.7.2), (2.14.5), (2.14.7) и леммой Фату
влечет, что для любого k ∈ N

∫

Ω

Φuχ
′
k(u)dx 6 C2k.

Отсюда получаем, что для любого k ∈ N
∫

{|u|<k}
Φu dx 6 C2k.

Следовательно,
u ∈ Ĥ1,q

2,p(Ω). (2.14.9)

Далее, пусть w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и h ∈ H+. В силу леммы 2.11.1

{h(ul − w)} ⊂
◦

W 1,q
2,p(Ω). Тогда ввиду (2.14.3) для любого l ∈ N имеем

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αh(ul − w)

}
dx

=

∫

Ω

[fl − Fl(x, ul)]h(ul − w)dx. (2.14.10)
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Для любого l ∈ N положим

Il =

∫

Ω

[fl − Fl(x, ul)]h(ul − w)dx,

I ′l =

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αw

}
h′(ul − w)dx,

I ′′l =

∫

Ω

{ ∑

|α|=2

Aα(x,∇2ul)[D
αh(ul − w)− h′(ul − w)Dα(ul − w)]

}
dx.

Из (2.14.10) и леммы 2.11.1 следует, что для любого l ∈ N
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2ul)D
αul

}
h′(ul − w)dx = Il + I ′l − I ′′l . (2.14.11)

Используя (2.14.2), (2.14.4)–(2.14.6) и ограниченность функции h на
R, получаем

Ili →
∫

Ω

F (x, u)h(u− w)dx. (2.14.12)

Покажем сходимость последовательностей {I ′li} и {I ′′li} к соответству-
ющим пределам.

Поскольку h ∈ H+, имеем h ∈ H и h′ > 0 в R. Ясно, что существует
µ > 0 такое, что

∀ s ∈ R, |s| > µ, h′(s) = 0. (2.14.13)

Следовательно, существует µ1 > 0 такое, что

∀ s ∈ R h′(s) + |h′′(s)| 6 µ1. (2.14.14)

Положим µ2 = µ + |w|∞ .
Пусть теперь α ∈ Λ. Положим v = Aα(x, δ2u)Dαw ·h′(u−w). Из лем-

мы 2.2.4, (2.1.3), (2.14.13) и (2.14.14) следует, что функция v суммируема
на Ω. Для любого i ∈ N положим

vi = Aα(x,∇2uli)D
αw · h′(uli − w).

Вследствие (2.14.5) и (2.14.7)

vi → v п. в. на Ω. (2.14.15)
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Зафиксируем ε ∈ (0, 1). В силу абсолютной непрерывности интеграла
Лебега, (2.14.15) и теоремы Егорова существует измеримое множество
Ω′ ⊂ Ω такое, что

∫

Ω\Ω′

{ ∑

|β|=1

|Dβw|q +
∑

|β|=2

|Dβw|p + |v|
}

dx 6 εq, (2.14.16)

vi → v равномерно на Ω′.

Ввиду последнего свойства существует i0 ∈ N такое, что для любого
i ∈ N, i > i0, ∫

Ω′
|vi − v|dx 6 ε. (2.14.17)

Зафиксируем i ∈ N, i > i0. Из (2.14.16) и (2.14.17) следует, что
∫

Ω

|vi − v|dx 6 2ε +

∫

Ω\Ω′
|vi|dx. (2.14.18)

Используя (2.14.13), (2.14.14), неравенство Гельдера, (2.1.3), (2.14.16) и
(2.14.8), оцениваем

∫

Ω\Ω′
|vi|dx 6 µ1

∫

(Ω\Ω′)∩{|uli
|<µ2}

|Aα(x,∇2uli)||Dαw|dx

6 εµ1c1

∫

{|uli
|<µ2}

{ ∑

|β|=1

|Dβuli|q +
∑

|β|=2

|Dβuli|p
}

dx + εµ1

( ∫

Ω

g1dx + 1

)

6 εµ1

{∫

Ω

g1dx + 1 + C2c1(µ2 + 1)

}
.

Отсюда и из (2.14.18) получаем, что
∫

Ω

|vi − v|dx 6 2ε + εµ1

{ ∫

Ω

g1dx + 1 + C2c1(µ2 + 1)

}
.

Следовательно, ∫

Ω

vi dx →
∫

Ω

v dx.

Этот результат позволяет заключить, что

I ′li →
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαw

}
h′(u− w)dx. (2.14.19)
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Далее, пусть α – произвольный n-мерный мультииндекс такой, что
|α| = 2. Положим

z = Aα(x, δ2u)[Dαh(u− w)− h′(u− w)(δαu−Dαw)]

и зафиксируем n-мерные мультииндексы β и γ такие, что |β| = |γ| = 1 и
β + γ = α. В силу предложения 2.11.4 имеем

z = Aα(x, δ2u)(δβu−Dβw)(δγu−Dγw)h′′(u− w) п. в. на Ω. (2.14.20)

Отсюда, используя лемму 2.2.4, (2.1.3), (2.14.13) и (2.14.14), получаем,
что функция z суммируема на Ω. Для любого i ∈ N положим

zi = Aα(x,∇2uli)[D
αh(uli − w)− h′(uli − w)(Dαuli −Dαw)].

Из леммы 2.11.1 следует, что для любого i ∈ N

zi = Aα(x,∇2uli)(D
βuli −Dβw)(Dγuli −Dγw)h′′(uli − w) п. в. на Ω.

(2.14.21)
Вследствие (2.14.20), (2.14.21), (2.14.5) и (2.14.7)

zi → z п. в. на Ω. (2.14.22)

Зафиксируем ε ∈ (0, 1). В силу абсолютной непрерывности интеграла
Лебега, (2.14.22) и теоремы Егорова существует измеримое множество
Ω′′ ⊂ Ω такое, что

meas(Ω \ Ω′′) 6 εqp/(q−2p), (2.14.23)
∫

Ω\Ω′′
(|Dβw|q + |Dγw|q + |z|)dx 6 ε, (2.14.24)

zi → z равномерно на Ω′′.

Ввиду последнего свойства существует i1 ∈ N такое, что для любого
i ∈ N, i > i1, ∫

Ω′′
|zi − z|dx 6 ε. (2.14.25)

Зафиксируем i ∈ N, i > i1. Из (2.14.24) и (2.14.25) следует, что
∫

Ω

|zi − z|dx 6 2ε +

∫

Ω\Ω′′
|zi|dx. (2.14.26)
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Используя (2.14.21), (2.14.13), (2.14.14), неравенство Гельдера, (2.1.3),
(2.14.23), (2.14.24) и (2.14.8), оцениваем

∫

Ω\Ω′′
|zi|dx

6 µ1

∫

(Ω\Ω′′)∩{|uli
|<µ2}

|Aα(x,∇2uli)||Dβuli −Dβw||Dγuli −Dγw|dx

6 4εµ1(c1 + 1)

∫

{|uli
|<µ2}

{ ∑

|κ|=1

|Dκuli|q +
∑

|κ|=2

|Dκuli|p
}

dx

+ 4εµ1(c1 + 1)

( ∫

Ω

g1dx + 1

)

6 4εµ1(c1 + 1)

{∫

Ω

g1dx + 1 + C2(µ2 + 1)

}
.

Отсюда и из (2.14.26) следует, что
∫

Ω

zi dx →
∫

Ω

z dx.

Поэтому заключаем, что

I ′′li →
∫

Ω

{ ∑

|α|=2

Aα(x, δ2u)[Dαh(u− w)− h′(u− w)(δαu−Dαw)]

}
dx.

(2.14.27)

Теперь используя (2.14.11), (2.14.12), (2.14.19), (2.14.27), предло-
жение 2.11.4, (2.14.5), (2.14.7), (2.1.4) и лемму Фату, получаем

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}
h′(u− w)dx

6
∫

Ω

F (x, u)h(u− w)dx +

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαw

}
h′(u− w)dx

−
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)[Dαh(u− w)− h′(u− w)(δαu−Dαw)]

}
dx.
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Отсюда получаем
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαh(u− w)

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)h(u− w)dx.

Из этого неравенства, (2.14.4) и (2.14.9) выводим, что u – правиль-
ное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). ¤

2.15. Связь с энтропийными решениями
и теорема единственности

Теорема 2.15.1. Предположим, что q > p1. Пусть u – правиль-
ное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда u – энтропийное
решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что

u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω), F (x, u) ∈ L1(Ω). (2.15.1)

Поскольку q > p1, имеем

1

r

(p− 1

p
q + 2

)
< 1.

Зафиксируем число σ такое, что

1

r

(p− 1

p
q + 2

)
< σ < 1 (2.15.2)

и положим

t =
rp σ

q(p− 1)
, b = rσ, γ = rσ −

(p− 1

p
q + 2

)
.

Из (2.15.2) следует, что t > 1, 2 < b < r и 0 < γ < b. Кроме того, имеем

1

t
+

2

b
+

γ

b
= 1. (2.15.3)

Поскольку b/q ∈ (0, r̄), ввиду следствия 2.12.1 Φu ∈ Lb/q(Ω). Это
вместе с включением g1 ∈ L1(Ω) влечет, что

Φu + g1 ∈ Lb/q(Ω). (2.15.4)
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Положим
ϕ =

∑

|α|=2

∣∣Aα(x, δ2u)
∣∣.

Вследствие (2.1.3) имеем ϕ 6 (c1+1)n2(Φu+g1)
(p−1)/p п. в. на Ω. Отсюда

и из (2.15.4) получаем ϕ ∈ Lt(Ω).
Поскольку b ∈ (0, r), ввиду следствия 2.12.2 для любого n-мерного

мультииндекса β, |β| = 1, имеем δβu ∈ Lb(Ω). Положим

σ1 =
∑

|β|=1

∫

Ω

|δβu|bdx + 1, σ2 = M q∗/q
u + measΩ + 1,

c = 4qnc̄σ1σ2|ϕ|t + 1.

Пусть теперь w ∈ C∞
0 (Ω) и k ∈ N. Положим

v =
∑

|β|=1

|δβu− δβw|2.

Ясно, что v ∈ Lb/2(Ω) и

|v|b/2 6 4nσ1(1 + ‖w‖W 1,b(Ω))
2. (2.15.5)

Поскольку u – правильное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7),

w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и hk ∈ H+, ввиду определения 2.13.1
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαhk(u− w)

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)hk(u− w)dx.

Это вместе с предложением 2.11.4 влечет, что
∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαw)

}
h′k(u− w)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hk(u− w)dx +

∫

Ω

ϕv|h′′k(u− w)|dx. (2.15.6)

Учитывая (2.15.3) и используя неравенство Гельдера и свойства функции
hk, получаем

∫

Ω

ϕv|h′′k(u− w)|dx 6 3|ϕ|t|v|b/2(meas{|u− w| > k})γ/b. (2.15.7)
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Оценим меру множества {|u− w| > k}. Для этого положим

G1 = {|u− w| > k} ∩ {|w| 6 k/2}, G2 = {|u− w| > k} ∩ {|w| > k/2}.
Ясно, что

meas{|u− w| > k} = measG1 + measG2. (2.15.8)

Поскольку G1 ⊂ {|u| > k/2}, в силу первого из включений (2.15.1) и
предложения 2.12.1 имеем

measG1 6 4bk−bc̄σ2, (2.15.9)

а поскольку G2 ⊂ {|w| > k/2}, имеем

measG2 6 2bk−b

∫

Ω

|w|b dx.

Это неравенство вместе с (2.15.8) и (2.15.9) влечет, что

meas{|u− w| > k} 6 4bk−bc̄σ2(1 + ‖w‖W 1,b(Ω))
b. (2.15.10)

Из (2.15.7), (2.15.5) и (2.15.10) следует, что
∫

Ω

ϕv|h′′k(u− w)|dx 6 c(1 + ‖w‖W 1,b(Ω))
bk−γ. (2.15.11)

Учитывая, что h′k(s) = 0, если |s| > 2k, из (2.15.6) и (2.15.11) выводим,
что

∫

{|u−w|<2k}

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)(δαu− δαw)

}
h′k(u− w)dx

6
∫

Ω

F (x, u)hk(u− w)dx + c(1 + ‖w‖W 1,b(Ω))
bk−γ.

Это вместе с (2.15.1) и определением 2.3.1 позволяет заключить, что
u – энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). ¤

Теорема 2.15.2. Предположим, что q > p1 и выполняются следу-
ющие условия:

1) для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R;
2) для любого s ∈ R функция F (·, s) принадлежит L1(Ω).

Пусть u – энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда u – пра-
вильное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.14.1 существует пра-
вильное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Обозначим это ре-
шение через v. Из теоремы 2.15.1 следует, что v – энтропийное реше-
ние задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда в силу теоремы 2.6.1 u = v п. в. на
Ω. Следовательно, поскольку v – правильное энтропийное решение за-
дачи (2.1.6), (2.1.7), получаем, что u – правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). ¤

Из теорем 2.15.1 и 2.6.1 выводим следующий результат.

Теорема 2.15.3. Предположим, что q > p1 и для почти всех x ∈
Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R. Пусть u и v – правильные
энтропийные решения задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда u = v п. в на Ω.

Заметим, что вопрос о том, справедлив ли результат о единственно-
сти правильного энтропийного решения задачи (2.1.6), (2.1.7) без пред-
положения q > p1, пока остается открытым.

2.16. Связь с H-решениями и W -решениями

Теорема 2.16.1. Пусть u – правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда u – H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что

u ∈ Ĥ1,q
2,p(Ω), F (x, u) ∈ L1(Ω). (2.16.1)

Первое из этих включений вместе со следствием 2.12.5 влечет, что

∀α ∈ Λ Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω). (2.16.2)

Положим

c′′′ = [2(c1 + 1)(c2 + 2)n3/c2]
qp/(q−2p),

Φ =

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|β|=1

|δβu|2
}

.

Используя (2.12.17) и неравенство Юнга, устанавливаем, что

2Φ 6 c2

2
(Φu + g1) + c′′′ п. в. на Ω. (2.16.3)

Кроме того, используя (2.12.17), неравенство Гельдера и (2.12.1), полу-
чаем

lim
k→∞

1

k

∫

{|u|<k}
Φ dx = 0. (2.16.4)
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Далее, пусть w ∈ C∞
0 (Ω). Положим

Φ̄ =

{ ∑

|α|=2

|Aα(x, δ2u)|
}{ ∑

|β|=1

|Dβw|2
}

.

Вследствие (2.16.2) имеем
Φ̄ ∈ L1(Ω). (2.16.5)

Зафиксируем m ∈ N такое, что m > 8 + max
Ω
|w|, и для любого k ∈ N

положим
ϕk = χm ◦ h̄k, vk = u− h̄k(u) + w.

Ввиду свойств функции χm и функций h̄k для любого k ∈ N имеем

ϕk ∈ H+, (2.16.6)

|ϕk| 6 3m на R, (2.16.7)

0 6 ϕ′k 6 1 на R, (2.16.8)

|ϕ′′k| 6 ϕ′k + |h̄′′k| на R. (2.16.9)

Кроме того,

ϕk(vk) → w, ϕ′k(vk) → 1, ϕ′′k(vk) → 0 на Ω. (2.16.10)

Зафиксируем теперь k ∈ N, k > m. Учитывая замечание 2.12.1 и
(2.12.13), получаем h̄k(u)−w ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω)∩L∞(Ω). Тогда в силу определе-
ния 2.13.1 и (2.16.6) имеем

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαϕk(vk)

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)ϕk(vk)dx. (2.16.11)

Используя предложение 2.11.4, (2.12.14), (2.16.8) и (2.16.9), устанавлива-
ем, что для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

Dαϕk(vk) = (1− h̄′k(u))ϕ′k(vk)δ
αu + ϕ′k(vk)D

αw п. в. на Ω,

а для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,

|Dαϕk(vk)− (1− h̄′k(u))ϕ′k(vk)δ
αu− ϕ′k(vk)D

αw|

6 2(1− h̄′k(u))ϕ′k(vk)
∑

|β|=1

|δβu|2 + |h̄′′k(u)|
∑

|β|=1

|δβu|2

+ 2|h̄′′k(vk)|
∑

|β|=1

|δβu|2 + 2|ϕ′′k(vk)|
∑

|β|=1

|Dβw|2 п. в. на Ω.
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Следовательно,
{ ∑

α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαu

}(
1− h̄′k(u)

)
ϕ′k(vk) +

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαw

}
ϕ′k(vk)

6
∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαϕk(vk) + 2Φ
(
1− h̄′k(u)

)
ϕ′k(vk)

+ Φ|h̄′′k(u)|+ 2Φ|h̄′′k(vk)|+ 2Φ̄|ϕ′′k(vk)| п. в. на Ω.

Тогда используя (2.1.4), (2.12.14), (2.16.3) и (2.16.8), получаем
{ ∑

α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαw

}
ϕ′k(vk)

6
∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαϕk(vk) + (c′′′ + c2 + 1)(g1 + g2 + 1)(1− h̄′k(u))

+ Φ|h̄′′k(u)|+ 2Φ|h̄′′k(vk)|+ 2Φ̄|ϕ′′k(vk)| п. в. на Ω.

Отсюда, учитывая (2.16.11), (2.12.12), (2.12.13), (2.12.15) и неравенство
k > m, выводим, что

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαw

}
ϕ′k(vk)dx

6
∫

Ω

F (x, u)ϕk(vk)dx + (c′′′ + c2 + 1)

∫

Ω

(g1 + g2 + 1)(1− h̄′k(u))dx

+
9

k

∫

{|u|<5k}
Φ dx + 2

∫

Ω

Φ̄|ϕ′′k(vk)|dx.

Этот результат вместе со вторым из включений в (2.16.1) и (2.16.2),
(2.16.4), (2.16.5), (2.16.7)–(2.16.10), (2.12.11), (2.12.14) и (2.12.15) влечет,
что ∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)Dαw

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)w dx.

Следовательно, для любой функции w ∈ C∞
0 (Ω)

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαw

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)w dx.
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Отсюда и из (2.16.1) и (2.16.2) выводим, что u – H-решение задачи (2.1.6),
(2.1.7). ¤

Предложение 2.16.1. Пусть u – H-решение задачи (2.1.6), (2.1.7).
Предположим, что для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,
имеем δαu ∈ L2(Ω), а для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,
имеем δαu ∈ L1(Ω). Тогда u – W -решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно определению 2.5.1 u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω)
и справедливы следующие утверждения:

(i) F (x, u) ∈ L1(Ω);
(ii) для любого α ∈ Λ Aα(x, δ2u) ∈ L1(Ω);
(iii) для любой функции w ∈ C∞

0 (Ω)

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x, δ2u)δαw

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)w dx.

В силу предложения 2.9.2 имеем

u ∈
◦

W 2,1(Ω). (2.16.12)

Это вместе с включением u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) и леммой 2.2.4 влечет, что для
любого α ∈ Λ Dαu = δαu п. в. на Ω. Тогда, используя утверждения (ii)
и (iii), получаем, что для любого α ∈ Λ Aα(x,∇2u) ∈ L1(Ω) и для любой
функции w ∈ C∞

0 (Ω)

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2u)Dαw

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)w dx.

Эти факты, (2.16.12), утверждение (i) и определение 2.8.1 позволяют
заключить, что u – W -решение задачи (2.1.6), (2.1.7). ¤

Теорема 2.16.2. Предположим, что q > p2. Пусть u – правиль-
ное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда u – W -решение
задачи (2.1.6), (2.1.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2.16.1 u – H-решение задачи
(2.1.6), (2.1.7). Кроме того, ввиду следствия 2.12.2 и неравенства q > p2

для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, имеем δαu ∈ L2(Ω),
а для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2, имеем δαu ∈ L1(Ω).
Тогда в силу предложения 2.16.1 u – W -решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

¤
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2.17. Свойства суммируемости правильных
энтропийных решений

Поскольку правильное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7)
принадлежит множеству функций Ĥ1,q

2,p(Ω), из следствий 2.12.1–2.12.4 по-
лучаем следующий результат.

Предложение 2.17.1. Пусть u – правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда

(i) для любого λ ∈ (0, r∗) имеем u ∈ Lλ(Ω);
(ii) для любого λ ∈ (0, r̄) имеем Φu ∈ Lλ(Ω);
(iii) для любого λ ∈ (0, r) и любого n-мерного мультииндекса α,

|α| = 1, имеем δαu ∈ Lλ(Ω);
(iv) для любого λ ∈ (0, rp/q) и любого n-мерного мультииндекса α,

|α| = 2, имеем δαu ∈ Lλ(Ω);

(v) для любого λ ∈ [1, r) имеем u ∈
◦

W 1,λ(Ω);

(vi) если q > p2, то для любого λ ∈ [1, rp/q) имеем u ∈
◦

W 2,λ(Ω).

Используя предложение 2.13.1, ниже установим более точные свой-
ства суммируемости правильных энтропийных решений задачи (2.1.6),
(2.1.7) по сравнению со свойствами, описанными утверждениями (i)–(iv)
предложения 2.17.1.

Предложение 2.17.2. Пусть u – правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Пусть h ∈ C1(R), M > 0, и пусть выполняются
следующие условия:

(i) функция h неотрицательна и ограничена на R;
(ii) |h′| 6 Mh на R;

(iii)
∫ +∞

−∞
h(τ)dτ < +∞.

Тогда Φuh(u) ∈ L1(Ω).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим функцию ϕ : R→ R следующим

образом:

ϕ(s) =

∫ s

0

h(τ)dτ, s ∈ R.

Ввиду включения h ∈ C1(R) и условий (i)–(iii) имеем ϕ ∈ C2(R), функ-
ции ϕ и ϕ′ ограничены на R, ϕ′ > 0 на R и |ϕ′′| 6 Mϕ′ на R. Кроме того,
ϕ(0) = 0 и для любого s ∈ R ϕ′(s) = h(s). Тогда в силу предложения
2.13.1 функция Φuh(u) суммируема на Ω. ¤
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Далее, зафиксируем функцию ā ∈ C1(R) со свойствами: ā(0) = 0, ā
четна, ā неотрицательна на R, ā неубывающая на [0, +∞),

∀ s ∈ R, |s| > 1, ā(s) = |s|. (2.17.1)

Следствие 2.17.1. Пусть u – правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда для любого λ > 1

Φu(1 + |u|)−1[ ln(2 + |u|)]−λ ∈ L1(Ω). (2.17.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть λ > 1. Положим M = (1 +
λ/ ln 2) max

[−1,1]
|ā′| и определим функцию h : R→ R следующим образом:

h(s) = (1 + ā(s))−1[ ln(2 + ā(s))]−λ, s ∈ R.

Из свойств функции ā следует, что h ∈ C1(R) и функция h удовлетво-
ряет условиям (i)–(iii) предложения 2.17.2. Следовательно, в силу этого
предложения Φuh(u) ∈ L1(Ω). Отсюда, учитывая, что для любого s ∈ R
1 + ā(s) 6 2(1 + |s|), выводим включение (2.17.2). ¤

Далее, пусть для любого k > 0 Tk : R→ R – функция такая, что

Tk(s) =

{
s, если |s| 6 k,

k sign s, если |s| > k.

Лемма 2.17.1. Пусть u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω) и k ∈ N. Тогда Tk(u) ∈
◦

W 1,q(Ω)
и для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, имеем DαTk(u) =
δαu · 1{|u|<k} п. в. на Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что hk(u) ∈
◦

W 1,q(Ω). Следовательно,

Tk

(
hk(u)

) ∈
◦

W 1,q(Ω) (2.17.3)

и для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, имеем

DαTk

(
hk(u)

)
= Dαhk(u) · 1{|hk(u)|<k} п. в. на Ω. (2.17.4)

Заметим, что

Tk

(
hk(u)

)
= Tk(u), {|hk(u)| < k} = {|u| < k}. (2.17.5)

Первое из этих равенств вместе с (2.17.3) влечет, что Tk(u) ∈
◦

W 1,q(Ω).
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Далее, пусть α – произвольный n-мерный мультииндекс такой, что
|α| = 1. В силу (2.17.4) и (2.17.5) имеем

DαTk(u) = Dαhk(u) · 1{|u|<k} п. в. на Ω. (2.17.6)

Кроме того, ввиду предложения 2.11.4 Dαhk(u) = h′k(u)δαu п. в. на Ω.
Отсюда и из (2.17.6) выводим, что DαTk(u) = δαu · 1{|u|<k} п. в. на Ω. ¤

Предложение 2.17.3. Пусть u – правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Пусть h ∈ C1(R), M > 0, и пусть выполняются
следующие условия:

(i) функция h четна;
(ii) функция h положительна на R;
(iii) функция h невозрастающая на [0, +∞);
(iv) |h′| 6 Mh на R;

(v)
∫ +∞

1

1

τ

[
h(τ)

](n−q)/n
dτ < +∞.

Тогда
(i′) |u|r∗h(u) ∈ L1(Ω);

(ii′) Φr̄
u

[
h(u)

](n−q)/(n−1) ∈ L1(Ω);
(iii′) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

|δαu|r[h(u)](n−q)/(n−1) ∈ L1(Ω);

(iv′) для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,
|δαu|rp/q[h(u)](n−q)/(n−1) ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим M̄ = M + max
[−1,1]

|ā′| и определим

функцию h̄ : R→ R следующим образом:

h̄(s) =

[
h(s)

](n−q)/n

1 + ā(s)
, s ∈ R.

Ясно, что h̄ ∈ C1(R). Используя условия (i)–(v) и свойства функции
ā, устанавливаем, что функция h̄ неотрицательна и ограничена на R,
|h̄′| 6 M̄h̄ на R и ∫ +∞

−∞
h̄(τ)dτ < +∞.

Тогда в силу предложения 2.17.2 Φuh̄(u) ∈ L1(Ω). Интеграл функции
Φuh̄(u) по Ω обозначим через M̃ . Таким образом, 0 6 M̃ < +∞.
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Далее, определим функцию ĥ : R→ R следующим образом:

ĥ(s) =

∫ s

0

[
h̄(τ)

]1/q
dτ, s ∈ R.

Ясно, что ĥ ∈ C1(R), ĥ(0) = 0 и

∀ s ∈ R ĥ′(s) = [ h̄(s)]1/q. (2.17.7)

Покажем, что
ĥ(u) ∈ Lq∗(Ω). (2.17.8)

Действительно, пусть k ∈ N. В силу леммы 2.17.1 Tk(u) ∈
◦

W 1,q(Ω) и для
любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

DαTk(u) = δαu · 1{|u|<k} п. в. на Ω. (2.17.9)

Очевидно, что ĥ(Tk(u)) ∈
◦

W 1,q(Ω) и для любого n-мерного мультииндек-
са α, |α| = 1, имеем

Dαĥ(Tk(u)) = ĥ′(Tk(u))DαTk(u) п. в. на Ω. (2.17.10)

Из (2.17.9), (2.17.10) и (2.17.7) следует, что для любого n-мерного муль-
тииндекса α, |α| = 1,

∫

Ω

|Dαĥ(Tk(u))|qdx 6 M̃. (2.17.11)

Кроме того, в силу (2.2.1) имеем

|ĥ(Tk(u))|q∗ 6 c′
∑

|α|=1

|Dαĥ(Tk(u))|q.

Это вместе с (2.17.11) влечет, что
∫

Ω

|ĥ(Tk(u))|q∗dx 6 (c′n)q∗M̃ q∗/q.

Отсюда, используя лемму Фату, выводим включение (2.17.8).
Далее, используя условия (i) и (iii) и учитывая, что функция ā не-

убывающая на [0, +∞) и четная, получаем
∀ s ∈ R [ h̄(s)]1/q|s| 6 |ĥ(s)|.
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Отсюда и из (2.17.1) и условий (i) и (iii) выводим, что
∀ s ∈ R |s|r∗h(s) 6 2q∗ |ĥ(s)|q∗ + h(0).

Поэтому, учитывая (2.17.8), получаем включение |u|r∗h(u) ∈ L1(Ω). Та-
ким образом, утверждение (i′) справедливо.

Далее, используя неравенство Юнга, получаем

Φr̄
u[h(u)](n−q)/(n−1) =

Φr̄
u[h(u)]r̄(n−q)/n

[1 + ā(u)]r̄
·[1 + ā(u)]r̄[h(u)]1−r̄

6 Φuh̄(u) + 2r∗(1 + |u|)r∗h(u) в Ω.

Отсюда, учитывая, что функции Φuh̄(u), |u|r∗h(u) и h(u) принадлежат
L1(Ω), выводим, что Φr̄

u[h(u)](n−q)/(n−1) ∈ L1(Ω). Таким образом, утвер-
ждение (ii′) справедливо. Это утверждение влечет, что утверждения (iii′)
и (iv′) также справедливы. ¤

Следствие 2.17.2. Пусть u – правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7). Пусть λ > 1. Тогда

|u|r∗ [ ln(2 + |u|)]−n/(n−q)[ ln ln(3 + |u|)]−λn/(n−q) ∈ L1(Ω);

Φr̄
u[ ln(2 + |u|)]−n/(n−1)[ ln ln(3 + |u|)]−λn/(n−1) ∈ L1(Ω);

для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1,

|δαu|r[ ln(2 + |u|)]−n/(n−1)[ ln ln(3 + |u|)]−λn/(n−1) ∈ L1(Ω);

для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,

|δαu|rp/q[ ln(2 + |u|)]−n/(n−1)[ ln ln(3 + |u|)]−λn/(n−1) ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

M =
n

n− q

(
1 +

λ

ln ln 3

)
max
[−1,1]

|ā′|

и определим функцию h : R→ R следующим образом:

h(s) = [ ln(3 + ā(s))]−n/(n−q)[ ln ln(3 + ā(s))]−λn/(n−q), s ∈ R.

Имеем h ∈ C1(R), M > 0, и ввиду свойств функции ā выполняются
условия (i)–(v) предложения 2.17.3. Из этого предложения получаем за-
ключение следствия. ¤
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Замечание 2.17.1. Свойства суммируемости правильных энтро-
пийных решений задачи (2.1.6), (2.1.7), описанные в предложении 2.17.1,
– такие же, что и свойства энтропийных решений рассматриваемой за-
дачи, установленные в лемме 2.3.2. Другие результаты раздела – ана-
логи результатов, полученных в [73] для энтропийных решений задачи
Дирихле для нелинейных эллиптических уравнений второго порядка с
вырождающейся коэрцитивностью и L1-данными. Кроме того, они ана-
логичны результатам [82] для W -решений задачи Дирихле для одного
класса вырождающихся нелинейных уравнений высокого порядка с уси-
ленной монотонностью и L1-данными. Заметим, что предложение 2.17.3
и следствие 2.17.2 описывают более точные свойства суммируемости по
сравнению со свойствами, установленными в [25] для слабых решений
нелинейных эллиптических уравнений второго порядка с мерами в каче-
стве данных.

Замечание 2.17.2. Используя априорную оценку, данную в пред-
ложении 2.13.1, некоторую модификацию априорной оценки, данной в
предложении 2.13.2, и приемы, аналогичные тем, которые развиты в
[65, 67, 71], можно получить результаты об улучшении суммируемости
правильных энтропийных решений задачи (2.1.6), (2.1.7) при дополни-
тельных условиях на функцию F и, в частности, в предположениях, что
функция F (·, 0) принадлежит некоторым логарифмическим классам или
Lt(Ω) с t > 1. Большей частью изложение этих результатов мы оставляем
за рамками данной главы. Только в следующем разделе дадим несколь-
ко предложений, относящихся к случаю, когда функция F (·, 0) принад-
лежит Lq∗/(q∗−1)(Ω). В связи с вышеизложенным в этом замечании на-
помним, что для энтропийных решений задачи (2.1.6), (2.1.7) некоторые
результаты об улучшении свойств суммируемости получены в разделе
2.10.

2.18. Связь с обобщенными решениями

Заметим, что ввиду (2.1.3) для любых u, v ∈ W 1,q
2,p (Ω) и α ∈ Λ функ-

ция Aα(x,∇2u)Dαv суммируема на Ω. Кроме того, поскольку
◦

W 1,q
2,p(Ω) ⊂

◦
W 1,q(Ω) и

◦
W 1,q(Ω) ⊂ Lq∗(Ω), для любых g ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω) и w ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω)
функция gw суммируема на Ω.

Определение 2.18.1. Обобщенным решением задачи (2.1.6), (2.1.7)

будем называть функцию u ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω), удовлетворяющую условиям:

(i) F (x, u) ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω);
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(ii) для любой функции w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω)

∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2u)Dαw

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)w dx.

Ясно, что если u – обобщенное решение задачи (2.1.6), (2.1.7), то
u – правильное энтропийное решение, H-решение и W -решение той же
задачи. Кроме того, если u – обобщенное решение задачи (2.1.6), (2.1.7),
то имеем F (x, u)u ∈ L1(Ω).

Ниже дадим условия, при которых правильное энтропийное решение
задачи (2.1.6), (2.1.7) есть обобщенное решение той же задачи.

Предложение 2.18.1. Предположим, что выполняются следую-
щие условия:

1) для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R;
2) F (·, 0) ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω).

Пусть u – правильное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда

u ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω), F (x, u)u ∈ L1(Ω) и для любой функции w ∈

◦
W 1,q

2,p(Ω)∩L∞(Ω)
имеем ∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2u)Dαw

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)w dx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Через c′i, i = 1, 2, . . . , будем обозначать
положительные постоянные, зависящие только от n, p, q, c1, c2, measΩ,
|g1|1, |g2|1 и |F (·, 0)|q∗/(q∗−1).

Зафиксируем k ∈ N. Учитывая свойства функций χk, из предложе-
ния 2.13.1 выводим, что∫

Ω

Φuχ
′
k(u)dx 6 2

c2

∫

Ω

F (x, u)χk(u)dx + c′1. (2.18.1)

Кроме того, поскольку χ′k > 0 на R и χ′k(s) = 1, если |s| 6 k, имеем
∫

{|u|<k}
Φu dx 6

∫

Ω

Φuχ
′
k(u)dx. (2.18.2)

Условие 1) вместе с положительностью χ′k влечет, что

[F (·, 0)− F (x, u)]χk(u) > 0 п. в. на Ω. (2.18.3)

Наконец, учитывая (2.7.1), устанавливаем, что |χk(u)| 6 3|Tk(u)| на Ω.
Отсюда и из (2.18.1)–(2.18.3) выводим, что

∫

{|u|<k}
Φu dx 6 6

c2

∫

Ω

|F (·, 0)||Tk(u)|dx + c′1. (2.18.4)
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В силу условия 2) и неравенства Гельдера
∫

Ω

|F (·, 0)||Tk(u)|dx 6 |F (·, 0)|q∗/(q∗−1)|Tk(u)|q∗ ,

а ввиду леммы 2.17.1 и (2.2.1)

|Tk(u)|q∗ 6 c′n
( ∫

{|u|<k}
Φu dx

)1/q

.

Из последних двух оценок и неравенства Юнга вытекает, что

6

c2

∫

Ω

|F (·, 0)||Tk(u)|dx 6 1

q

∫

{|u|<k}
Φu dx + c′2.

Из этого неравенства и (2.18.4) получаем, что
∫

{|u|<k}
Φu dx 6 c′3.

Отсюда, используя лемму Фату, заключаем, что функция Φu сум-
мируема на Ω. Этот факт вместе с предложениями 2.9.1 и 2.9.2 влечет,
что u ∈ W 1,q

2,p (Ω). Кроме того, очевидно, u ∈
◦
H1,q

2,p(Ω). Из этих включе-
ний, леммы 2.2.4, предложения 2.11.4 и свойств функций hk вытекает,
что {hk(u)} ⊂

◦
W 1,q

2,p(Ω) и hk(u) → u сильно в W 1,q
2,p (Ω). Следовательно,

u ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Поэтому u ∈ Lq∗(Ω). Тогда, учитывая условие 2), получаем

F (·, 0)u ∈ L1(Ω). (2.18.5)

Далее, используя (2.18.1) и свойства функций χk, получаем, что для
любого k ∈ N

∫

Ω

[F (·, 0)− F (x, u)]χk(u)dx 6 3

∫

Ω

|F (·, 0)u|dx + c2c
′
1.

Отсюда, учитывая (2.18.3) и сходимость χk(u) → u на Ω и применяя лем-
му Фату, выводим, что [F (·, 0)− F (x, u)]u ∈ L1(Ω). Это вместе с (2.18.5)
влечет, что

F (x, u)u ∈ L1(Ω). (2.18.6)

Наконец, пусть w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω). Для любого k ∈ N положим

wk = hk(u − hk(u) + w). Ввиду свойств функций hk имеем wk → w на



210 Гл. 2. Нелинейные уравнения четвертого порядка с L1-данными

Ω и ∀ k ∈ N |wk| 6 6(|u| + |w|) на Ω. Отсюда, учитывая (2.18.6) и
включения F (x, u) ∈ L1(Ω) и w ∈ L∞(Ω), получаем

∫

Ω

F (x, u)wk dx →
∫

Ω

F (x, u)w dx. (2.18.7)

Кроме того, используя лемму 2.11.1 и свойства функций hk, устанавли-
ваем, что {wk} ⊂

◦
W 1,q

2,p(Ω) и wk → w сильно в W 1,q
2,p (Ω). Это вместе с

(2.1.3) влечет, что для любого α ∈ Λ

∫

Ω

Aα(x,∇2u)Dαwk dx →
∫

Ω

Aα(x,∇2u)Dαw dx. (2.18.8)

Поскольку u – правильное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7), в
силу определения 2.13.1 для любого k ∈ N имеем

∫

Ω

{∑
α∈Λ

Aα(x,∇2u)Dαwk

}
dx 6

∫

Ω

F (x, u)wk dx.

Отсюда и из (2.18.7) и (2.18.8) выводим, что
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2u)Dαw

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)w dx.

¤
Предложение 2.18.2. Предположим, что выполняются следую-

щие условия:
1) для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R;
2) существуют ν > 0 и g ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω), g > 0 на Ω, такие, что

для почти всех x ∈ Ω и любого s ∈ R
|F (x, s)| 6 ν|s|q∗−1 + g(x).

Пусть u – правильное энтропийное решение задачи (2.1.6), (2.1.7). Тогда
u – обобщенное решение задачи (2.1.6), (2.1.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вследствие условия 2) F (·, 0) ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω).

Тогда ввиду предложения 2.18.1 u ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Следовательно, u ∈ Lq∗(Ω).

Это вместе с условием 2) влечет, что

F (x, u) ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω). (2.18.9)
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Далее, пусть w ∈
◦

W 1,q
2,p(Ω). Используя лемму 2.11.1 и свойства функ-

ций hk, устанавливаем, что

{
hk(w)

} ⊂
◦

W 1,q
2,p(Ω) ∩ L∞(Ω), (2.18.10)

hk(w) → w сильно в W 1,q
2,p (Ω). (2.18.11)

В силу (2.18.10) и предложения 2.18.1 для любого k ∈ N имеем
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2u)Dαhk(w)

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)hk(w)dx. (2.18.12)

Используя (2.18.9) и то, что hk(w) → w на Ω и для любого k ∈ N
|hk(w)| 6 2|w| на Ω, получаем

∫

Ω

F (x, u)hk(w)dx →
∫

Ω

F (x, u)w dx. (2.18.13)

Кроме того, вследствие (2.1.3) и (2.18.11) для любого α ∈ Λ имеем
∫

Ω

Aα(x,∇2u)Dαhk(w)dx →
∫

Ω

Aα(x,∇2u)Dαw dx. (2.18.14)

Из (2.18.12)–(2.18.14) выводим, что
∫

Ω

{ ∑
α∈Λ

Aα(x,∇2u)Dαw

}
dx =

∫

Ω

F (x, u)w dx.

Таким образом, заключаем, что u – обобщенное решение задачи
(2.1.6), (2.1.7). ¤

Из теоремы 2.14.1 и предложения 2.18.2 получаем следующий ре-
зультат.

Теорема 2.18.1. Предположим, что выполняются следующие ус-
ловия:

1) для почти всех x ∈ Ω функция F (x, ·) невозрастающая на R;
2) существуют ν > 0 и g ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω), g > 0 на Ω, такие, что

для почти всех x ∈ Ω и любого s ∈ R
|F (x, s)| 6 ν|s|q∗−1 + g(x).

Тогда существует обобщенное решение задачи (2.1.6), (2.1.7).
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2.19. Примеры относительно коэффициентов
и правой части уравнения (2.1.6)

Рассмотрим примеры выполнения неравенств (2.1.3)–(2.1.5).

Пример 2.19.1. Пусть c1 = 1, c2 = 1, g1 = 0 на Ω и g2 = 0 на
Ω. Пусть для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 1, функция Aα

определена на Ω× Rn,2 следующим образом:

Aα(x, ξ) = |ξα|q−1sign ξα, (x, ξ) ∈ Ω× Rn,2.

Пусть для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2, функция Aα опре-
делена на Ω× Rn,2 следующим образом:

Aα(x, ξ) = |ξα|p−1sign ξα, (x, ξ) ∈ Ω× Rn,2.

Очевидно, что для любого α ∈ Λ функция Aα удовлетворяет условиям
Каратеодори. Кроме того, легко видеть, что для любых x ∈ Ω и ξ ∈ Rn,2

справедливы неравенства (2.1.3) и (2.1.4). Наконец, заметим, что если
λ > 1 и s1, s2 ∈ R, s1 6= s2, то (|s1|λ−1sign s1 − |s2|λ−1sign s2)(s1 − s2) > 0.
Отсюда вытекает, что для любых x ∈ Ω и ξ, ξ′ ∈ Rn,2, ξ 6= ξ′, справедливо
неравенство (2.1.5).

Пример 2.19.2. Предположим, что p > 2, и пусть c1 = nq, c2 = 1,
g1 = 0 на Ω и g2 = 0 на Ω. Пусть для любого n-мерного мультииндекса
α, |α| = 1, функция Aα определена на Ω× Rn,2 следующим образом:

Aα(x, ξ) =

( ∑

|β|=1

|ξβ|2
)(q−2)/2

ξα, (x, ξ) ∈ Ω× Rn,2.

Пусть для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2, функция Aα опре-
делена на Ω× Rn,2 следующим образом:

Aα(x, ξ) =

( ∑

|β|=2

|ξβ|2
)(p−2)/2

ξα, (x, ξ) ∈ Ω× Rn,2.

Очевидно, что для любого α ∈ Λ функция Aα удовлетворяет условиям
Каратеодори. Кроме того, легко проверить, что для любых x ∈ Ω и
ξ ∈ Rn,2 справедливы неравенства (2.1.3) и (2.1.4).

Покажем, что для любых x ∈ Ω и ξ, ξ′ ∈ Rn,2, ξ 6= ξ′, справедливо
неравенство (2.1.5).

Действительно, пусть x ∈ Ω и ξ, ξ′ ∈ Rn,2, ξ 6= ξ′. Положим

Si =
∑

|α|=i

[Aα(x, ξ)− Aα(x, ξ′)](ξα − ξ′α), i = 1, 2,
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ηi =

( ∑

|β|=i

|ξβ|2
)1/2

, µi =

( ∑

|β|=i

|ξ′β|2
)1/2

, i = 1, 2.

Имеем

S1 =
∑

|α|=1

[ηq−2
1 ξα − µq−2

1 ξ′α](ξα − ξ′α)

= ηq
1 − (ηq−2

1 + µq−2
1 )

∑

|α|=1

ξαξ′α + µq
1. (2.19.1)

Согласно неравенству Коши-Буняковского

∑

|α|=1

ξαξ′α 6
( ∑

|α|=1

|ξα|2
)1/2( ∑

|α|=1

|ξ′α|2
)1/2

= η1µ1.

Отсюда и из (2.19.1) вытекает, что

S1 > ηq
1 − (ηq−2

1 + µq−2
1 )η1µ1 + µq

1 = (ηq−1
1 − µq−1

1 )(η1 − µ1). (2.19.2)

Аналогично имеем

S2 > (ηp−1
2 − µp−1

2 )(η2 − µ2). (2.19.3)

Ясно, что S1 > 0 и S2 > 0.
Далее, поскольку ξ 6= ξ′, существует n-мерный мультииндекс γ ∈ Λ

такой, что ξγ 6= ξ′γ. Предположим, что |γ| = 1. Если η1 6= µ1, в силу
(2.19.2) имеем S1 > 0. Если же η1 = µ1, то ввиду первого равенства в
(2.19.1)

S1 = ηq−2
1

∑

|α|=1

(ξα − ξ′α)2 > ηq−2
1 (ξγ − ξ′γ)

2 > 0.

Таким образом, если |γ| = 1, то S1 > 0. Аналогично, учитывая (2.19.3),
устанавливаем, что если |γ| = 2, то S2 > 0.

Теперь можно заключить, что в любом случае S1 + S2 > 0. Значит,
справедливо неравенство (2.1.5).

Пример 2.19.3. Предположим, что p = 2. Пусть для любого n-
мерного мультииндекса α, |α| = 2, имеем σα > 0. Пусть

c1 = max
{

nq,
(

max
|α|=2

σα

)2}
, c2 = min

{
1, min

|α|=2
σα

}
,

g1 = 0 на Ω и g2 = 0 на Ω. Пусть для любого n-мерного мультииндекса
α, |α| = 1, функция Aα определена на Ω×Rn,2 таким же образом, как и
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в примере 2.19.2. Пусть для любого n-мерного мультииндекса α, |α| = 2,
функция Aα определена на Ω× Rn,2 следующим образом:

Aα(x, ξ) = σαξα, (x, ξ) ∈ Ω× Rn,2.

Очевидно, что для любого α ∈ Λ функция Aα удовлетворяет условиям
Каратеодори. Кроме того, легко видеть, что для любых x ∈ Ω и ξ ∈ Rn,2

справедливы неравенства (2.1.3) и (2.1.4). Наконец, аналогично изложен-
ному в примере 2.19.2 устанавливаем, что для любых x ∈ Ω и ξ, ξ′ ∈ Rn,2,
ξ 6= ξ′, справедливо неравенство (2.1.5).

В рамках рассматриваемого примера заметим еще, что при выпоне-
нии условий

σα = 1, если существует i ∈ {1, . . . , n} такое, что αi = 2,
σα = 2, если не существует i ∈ {1, . . . , n} такого, что αi = 2,

уравнение (2.1.6) переходит в уравнение

−∆qu + ∆2u = F (x, u),

где ∆q – q-лапласиан, а ∆2 – бигармонический оператор.

В заключение дадим простой пример выполнения условий относи-
тельно функции F изложенных в главе теорем существования и един-
ственности решений задачи (2.1.6), (2.1.7).

Пример 2.19.4. Пусть µ, ν ∈ L1(Ω), ν > 0 на Ω, ϕ – непрерывная
и неубывающая функция на R, и пусть функция F определена на Ω×R
следующим образом:

F (x, s) = µ(x)− ν(x)ϕ(s), (x, s) ∈ Ω× R.

Ясно, что функция F удовлетворяет условиям Каратеодори. Кроме того,
для любого x ∈ Ω функция F (x, ·) невозростающая на R, а для любого
s ∈ R функция F (·, s) принадлежит L1(Ω). Значит, условия относитель-
но функции F теорем 2.7.1 и 2.14.1 выполняются. При этом, очевидно,
функция ϕ может иметь произвольный рост. Например, можно взять
ϕ такую, что для любого s ∈ R ϕ(s) = |s|σsign s, где σ > 0, или та-
кую, что для любого s ∈ R ϕ(s) = es. Наконец, заметим, что если
µ ∈ Lq∗/(q∗−1)(Ω), ν0 > 0, 0 < σ 6 q∗ − 1, для любого x ∈ Ω имеем
ν(x) 6 ν0 и для любого s ∈ R имеем ϕ(s) = |s|σsign s, то функция F
удовлетворяет условиям теоремы 2.18.1.



ЧАСТЬ II

УСТРАНИМОСТЬ ОСОБЕННОСТЕЙ РЕШЕНИЙ

КВАЗИЛИНЕЙНЫХ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ И ПАРАБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА





ГЛАВА 3

УСТРАНИМОСТЬ ОСОБЕННОСТЕЙ РЕШЕНИЙ

КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

3.1. Введение

В данной главе изучается вопрос об устранимости особенностей ре-
шений квазилинейных эллиптических уравнений.

Пусть n > 3, Ω – ограниченное открытое множество в Rn. Рассмот-
рим следующие модельные эллиптические уравнения

−∆pu + gu|u|p−2 = f в Ω \ {x0}, p > 1, (3.1.1)

−∆pu + u|u|q−1 = 0 в Ω \ {x0}, q > p− 1. (3.1.2)

Для гармонических функций точное условие устранимости изоли-
рованных особенностей хорошо известно. Это условие формулируется в
виде

u(x) =





o(|x− x0|2−n) при x → x0, n > 2,

(
ln

1

|x− x0|
)

при x → x0, n = 2.

Вопрос об устранимости особенностей для общих уравнений вида
(3.1.1) был изучен Серриным [112, 113] при g, f ∈ Lq(Ω), q > n/p. Им
было получено следующее достаточное условие устранимости изолиро-
ванной особенности

u(x) =





O
(
|x− x0|−

n−p
p−1

+ε
)

, 1 < p < n, ε > 0,

O

(
ln1−ε 1

|x− x0|
)

, p = n, ε > 0.

Для уравнения −∆u + uq = 0, Брезис и Верон [32] доказали, что при
q > n/(n− 2) изолированная особенность всегда устранима.
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Многими авторами изучался вопрос об устранимости изолирован-
ных особенностей для эллиптических уравнений вида (3.1.1) и (3.1.2),
(см., например, [12, 32, 46, 47, 62, 128, 132–134]). Большинство из них
рассматривали уравнения специального вида. Обзор этих результатов
может быть найден в монографии Верона [134].

В работах [99, 119, 120] были получены точные условия устранимо-
сти особенностей для общих уравнений вида (3.1.1) и (3.1.2). Изложенние
результатов этих работ составляет существенную часть содержания дан-
ной главы.

Доказательство основано на новых априорных оценках решений с
особенностью. Метод получения подобных оценок был разработан в [123].

Дадим более подробное описание структуры главы. В разделе 3.2
излагаются результаты статьи [99] и доказывается точное условие устра-
нимости изолированной особенности для решений общих квазилинейных
эллиптических уравнений вида (3.1.1). В разделе 3.3 представлены ре-
зультаты работы [119] и доказывается точное условие устранимости осо-
бенности на многообразии для решений общих квазилинейных эллип-
тических уравнений вида (3.1.1). Наконец, в разделе 3.4, изложены ре-
зультаты работы [120] и доказывается точное условие устранимости осо-
бенности для решений общих квазилинейных эллиптических уравнений
вида (3.1.2).

3.2. Устранимость изолированных особенностей

3.2.1. Формулировка предположений и основных результатов.
Пусть Ω – открытое ограниченное множество в Rn, 1 < p 6 n. Пусть
x0 ∈ Ω. Рассмотрим уравнение

−
n∑

i=1

d

dxi

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
= a0

(
x, u,

∂u

∂x

)
, x ∈ Ω \ {x0}. (3.2.1)

Предполагаем, что функции ai(x, u, ξ), i = 0, . . . , n, определены при
(x, u, ξ) ∈ Ω×R×Rn, удовлетворяют условиям Каратеодори и с некото-
рыми положительными постоянными c1, c2 справедливы неравенства

n∑
i=1

ai(x, u, ξ)ξi > c1|ξ|p − g1(x)|u|p − f1(x), (3.2.2)

|ai(x, u, ξ)| 6 c2|ξ|p−1 + g2(x)|u|p−1 + f2(x), i = 1, . . . , n, (3.2.3)

|a0(x, u, ξ)| 6 h(x)|ξ|p−1 + g3(x)|u|p−1 + f3(x), (3.2.4)
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где h(x), gi(x), fi(x), i = 1, 2, 3, неотрицательные функции, такие, что

hp(x) ∈ Ln/(p−δ)(Ω), fi(x), gi(x) ∈ Lpi(Ω), (3.2.5)

p1 = p3 = n/(p− δ), p2 = n/(p− 1) при p < n; p2 = n/(n− 1− δ) при
p = n с δ ∈ (0, 1/2 min(p− 1, 1)).

Пусть ψ(t) ∈ C∞(R), ψ(t) = 0 при t 6 1, ψ(t) = 1 при t > 2,
−2 6 dψ/dt 6 0 при t ∈ [1, 2].

Определим функцию ψr(x) = ψ
(|x− x0|/r

)
, r > 0. Говорим, что u(x)

является решением уравнения (3.2.1) в Ω\{x0}, если u(x)ψr(x) ∈ W 1,p(Ω)
для любого r > 0 и справедливо интегральное тождество

n∑
i=1

∫

Ω

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
∂

∂xi

[ϕψr]dx−
∫

Ω

a0

(
x, u,

∂u

∂x

)
ϕψrdx = 0 (3.2.6)

для любой функции ϕ ∈
◦

W 1,p(Ω).
Пусть R0 произвольное число, удовлетворяющее условию 0 < R0 <

min{dist({x0}, ∂Ω), 1}. Обозначим для 0 < r 6 R0

M(r) = max{|u(x)| : r 6 |x− x0| 6 R0}, (3.2.7)

отметим, что M(r) < ∞ (см., например, [88]).

Определение 3.2.1. Говорим, что решение u(x) имеет устранимую
особенность в точке x0, если u(x) может быть определено в x0 так, чтобы
полученная функция ũ(x) являлась решением уравнения (3.2.1) во всей
области Ω и ũ(x) ∈ W 1,p(Ω).

Основными результатами данного раздела является следующие тео-
ремы.

Теорема 3.2.1. Пусть выполнены условия (3.2.2)–(3.2.5) и u(x) –
решение уравнения (3.2.1) в Ω \ {x0}. Предположим, что

lim
r→0

M(r)r(n−p)/(p−1) = 0, если p < n, (3.2.8)

lim
r→0

M(r)| ln r|−1 = 0, если p = n. (3.2.9)

Тогда сингулярность в точке x0 устранима, причем функция r(n−p)/(p−1)

является наилучшей для устранимости особенности в точке x0 при
1 < p < n, а функция | ln r|−1 является наилучшей для устранимости
особенности в точке x0 при p = n.

Теорема 3.2.1 является следствием результатов Серрина [113] и тео-
ремы 3.2.2.
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Теорема 3.2.2. Пусть выполнены все условия теоремы 3.2.1. Тогда
существуют положительные постоянные K1, a, зависящие лишь от
n, p и норм ||hp||Ln/(p−δ)(Ω), ||fi||Lpi (Ω), ||gi||Lpi (Ω) такие, что справедливы
неравенства

M(ρ) 6 K1

(
M(r)

(
r

ρ

)(n−p)/(p−1)

+ ρa−(n−p)/(p−1)

)
, если p < n, (3.2.10)

M(ρ) 6 K1

(
M(r)

ln ρ

ln r
+

(
ln

1

ρ

)1−a)
, если p = n, (3.2.11)

для любых 0 < r < ρ < R0.

3.2.2.Интегральные оценки решений в случае 1 < p < n. Полагаем в
дальнейшем, что

lim
r→0

M(r) = ∞, (3.2.12)

так как в противном случае, теорема 3.2.1 является следствием резуль-
татов Серрина [36].

Через γ в в дальнейшем обозначаем всевозможные постоянные, за-
висящие лишь от от n, p и норм ||hp||Ln/(p−δ)(Ω), ||fi||Lpi (Ω), ||gi||Lpi (Ω).

Зафиксируем число R1 ∈ (0, R0) такое, что M(R1) > 1.
Пусть B(x0, R) = {|x − x0| < R}, uR(x) = max{u(x) − M(R), 0},

E(R) = {x ∈ B(x0, R) \ {x0} : u(x) > M(R)}.
Лемма 3.2.1. Пусть выполнены все условия теоремы 3.2.1. Тогда

∫

E(R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ{Mp(r)rn−p + Mp(R)}, (3.2.13)

при 0 < r < R < R1.
Д о к а з т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество (3.2.6)

функцию

ϕ(x) = uR(x)ψp−1
r (x).
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Используя неравенства (3.2.2)–(3.2.4), получим
∫

E(R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r(x)dx

6 γ

∫

E(R)

H(x)up
R(x)ψp

r (x)dx + γMp(R)

∫

E(R)

[g1(x) + g2(x)]ψp
r (x)dx

+γ

∫

K(r)

|u(x)|p
[∣∣∣∣

∂ψr(x)

∂x

∣∣∣∣
p

+ g2(x)

∣∣∣∣
∂ψr(x)

∂x

∣∣∣∣
]
dx + γ

∫

E(R)

F (x)dx, (3.2.14)

где K(r) = {r < |x − x0| < 2r}, H(x) = hp(x) + g1(x) + g3(x) + f3(x),
F (x) = = f1(x) + f

p/(p−1)
2 (x) + f3(x).

Оценим слагаемые правой части (3.2.14). Используя условия
(3.2.5), неравенство Гельдера и теорему вложения, получаем

∫

E(R)

H(x)uP
R(x)ψp

r (x)dx

6
∫

E(R)\K(r)

H(x)uP
R(x)ψp

r(x)dx +

∫

K(r)

H(x)uP
R(x)ψp

r (x)dx

6 γ‖H‖L n
p−δ

(Ω)

[
R δ

∫

E(R)\K(r)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx + Mp(r)rn−p+δ

]
, (3.2.15)

∫

K(r)

|u(x)|p
[∣∣∣∣

∂ψr(x)

∂x

∣∣∣∣
p

+ g2(x)

∣∣∣∣
∂ψr(x)

∂x

∣∣∣∣
]
dx 6 γMp(r)rn−p. (3.2.16)

Оценим второе и четвертое слагаемые в правой части (3.2.14), используя
(3.2.5) и затем выбирая R1 из условия

γ‖H‖Ln/(p−δ)(Ω)R
δ
1 = 1/2, (3.2.17)

из (3.2.14)–(3.2.17) получим (3.2.13). ¤
Пусть

0 < r < ρ < R1, M(ρ) > max

{
2M(R), M

(
R/2

)}
, (3.2.18)
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и определим

E(ρ,R) = {x ∈ Ω : 0 < uR(x) < M(ρ)−M(R)}. (3.2.19)

Лемма 3.1.2. Предположим, что выполнены все условия теоремы
3.2.1. Тогда для всех r, ρ, и R, удовлетворяющих (3.2.18), справедливо
неравенство

∫

E(ρ,R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r(x)dx 6 γ[M(ρ)−M(R)]

{
Mp−1(r)rn−p

+

∫

E(ρ)

[
h(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

+ g3(x)up−1(x)

]
ψp

r (x)dx

}
+ γMp(R). (3.2.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(3.2.6) функцию

ϕ(x) = min{uR(x), M(ρ)−M(R)}ψp−1
r (x).

Используя неравенства (3.2.2)–(3.2.4), получим

∫

E(ρ,R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r(x) 6 γ

∫

E(ρ,R)

H(x)up
R(x)ψp

r (x)dx

+ γ[M(ρ)−M(R)]

∫

K(r)∩E(R)

{∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

+ g2(x)up−1

}∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣ψp−1
r dx

+ γ[M(ρ)−M(R)]

∫

E(ρ)

{
h(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

+ g3(x)up−1

}
ψp

r (x)dx

+ γMp(R)

∫

E(R)

F1(x)dx, (3.2.21)

где F1(x) = g1(x) + g3(x) + f1(x) + [f2(x)]p/p−1 + f3(x), а H(x) определено
в лемме 3.2.1.
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Первое слагаемое правой части (3.2.21) оцениваем аналогично
(3.2.15). Имеем

∫

E(ρ,R)

H(x)up
R(x)ψp

r (x)dx

6 γ‖H‖Ln/(p−δ)(Ω)

[
R δ

∫

E(ρ,R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx + (M(ρ)−M(R))rn−p+δ

]
. (3.2.22)

Из леммы 3.2.1, используя неравенство Гельдера, получим

∫

K(r)∩E(R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1∣∣∣∣

∂ψr

∂x

∣∣∣∣ψp−1
r (x)dx

6 γ

(
Mp−1(r)rn−p + r(n−p)/pMp−1(R)

)
. (3.2.23)

Используя определение M(r) и неравенство Гельдера, имеем
∫

K(r)∩E(R)

g2(x)up−1

∣∣∣∣
∂ψr(x)

∂x

∣∣∣∣dx 6 γMp−1(r)rn−p. (3.2.24)

Выбирая теперь R1 из условия

γR δ
1 ‖H‖Ln/(p−δ)(Ω) = 1/4, (3.2.25)

из (3.2.21)–(3.2.25), получим (3.2.20). ¤
Лемма 3.2.3. Предположим, что выполнены все условия теоремы

3.2.1. Тогда
∫

E(ρ)

u−q
R

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ[Mp−1(r)rn−p + ργMp−1(R)], (3.2.26)

где q = 1 + δ/(n− p), 0 < R < R1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставив в интегральное тождество (3.2.6)

функцию

ϕ(x) =

{
[M(ρ)−M(R)]1−q − [max(uR(x), M(ρ)−M(R))]1−q

}
ψp−1

r (x),
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имеем
∫

E(ρ)

u−q
R

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ

∫

E(ρ)

u−q
R (x)[g1(x)up + f1(x)]ψp

r(x)dx

+

∫

K(r)∩E(ρ)

[ ∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

+ g2(x)up−1(x) + f2(x)

]∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣ψp−1
r (x)dx

+ γ

∫

E(ρ)

[uq(p−1)hp(x) + g3(x)up−1 + f3(x)]ψp
r(x)dx. (3.2.27)

Используя неравенство Гельдера и теорему вложения, получаем
∫

E(ρ)\K(r)

u−q
R (x)g1(x)updx

6 γ

∫

E(ρ)\K(r)

g1(x)u−q
R (x)[(u(x)−M(ρ))p + Mp(ρ)]dx

6 γ‖g1‖Ln/(p−δ)(Ω)ρ
δ

{ ∫

E(ρ)\K(r)

u−q
R (x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx + Mp−q(ρ)ρn−p

}
, (3.2.28)

∫

K(r)

u−q
R (x)|u(x)|pg1(x)dx 6 γ‖g1‖Ln/(p−δ)(Ω)M

p−q(r)rn−p+δ. (3.2.29)

Используя условие (3.2.8), получим
∫

E(ρ)

uq(p−1)hp(x)ψp
r (x)dx 6 γ‖hp‖Ln/(p−δ)(Ω)

( ∫

K(r,ρ)∩E(ρ)

|u| q(p−1)n
n−p(1−δ) dx

)n−p(1−δ)
n

6 γ

( ρ∫

r

[M(t)]
q(p−1)n

n−p(1−δ) tn−1dt

)n−p(1−δ)
n

6 γ

( ρ∫

r

tn−1− qn(n−p)
n−p(1−δ) dt

)n−p(1−δ)
n

6 γρδ(p−1).

Аналогично ∫

E(ρ)

g3(x)up−1ψp
r (x)dx 6 γρδ, (3.2.30)
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и кроме того, используя (3.2.5), имеем

∫

E(ρ)

[f1(x) + f3(x)]dx 6 γρn−p+δ, (3.2.31)

∫

K(r)

f2(x)dx 6 γrn−p+1. (3.2.32)

Выбирая R1 из условия

γ‖g1‖Ln/(p−δ)(Ω)R
δ
1 = 1/4, (3.2.33)

из (3.2.27)–(3.2.33) получим (3.2.26). ¤
Лемма 3.2.4. Справедлива оценка

∫

E(ρ,R1)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ

{
(M(ρ)−M(R1))[M

p−1(r)rn−p + ργ] + 1
}
.(3.2.34)

Неравенство (3.2.34) является следствием лемм 3.2.2 и 3.2.3.

3.2.3. Поточечные оценки решений в случае 1 < p < n. Опреде-
лим числовые последовательности ρ

(1)
i = ρ

2
(1 + 2−i) и ρ

(2)
i = |xi − x0|,

di = ρ
8·2i , если ρ

(2)
i 6 2ρ, di =

ρ
(2)
i

4
, если ρ

(2)
i > 2ρ, i = 1, 2, . . . , где xi

некоторые точки, удовлетворяющие условию

ρ
(1)
i 6 |xi − x0| 6 R1

2
, |u(xi)| = M(ρ

(1)
i ), i = 1, 2, . . . . (3.2.35)

и множества

Gi =

{
x ∈ Rn : ρ

(1)
i+1 6 |x− x0| 6 2ρ

(2)
i − ρ

(1)
i+1

}
.

Используя итерационный метод Мозера (см., например, [123], гл. 8),
получим

[M(ρ
(1)
i )−M(R)]p 6 γd−n

i

∫

Gi

[uR(x) + 1]pdx. (3.2.36)
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В силу неравенства Пуанкаре имеем
∫

Gi

up
R(x)dx 6 γ[ρ

(2)
i ]p

∫

Di

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx, (3.2.37)

где Di = E(R) ∩ {ρ(1)
i+1 6 |x− x0| 6 R}.

Заметим, что

uR(x) 6 M
(
ρ

(1)
i+1

)
−M(R) при x ∈ Di.

Поэтому, в силу леммы 3.2.4, получим
∫

Di

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx 6 γ
{[

M
(
ρ

(1)
i+1

)
−M(R)

]
[Mp−1(r)rn−p + ργ] + 1

}
. (3.2.38)

Из (3.2.36)–(3.2.38) вытекает, что
[
M

(
ρ

(1)
i

)
−M(R)

]p

6 γ2(n−p)iρn−p
{

1 +
[
M

(
ρ

(1)
i+1

)
−M(R)

]
[Mp−1(r)rn−p + ργ]

}
. (3.2.39)

Если для некоторого i = i0 > 1 выполнено неравенство
[
M

(
ρ

(1)
i0+1

)
−M(R)

]
[Mp−1(r)rn−p + ργ] 6 1, (3.2.40)

то в силу того, что M(ρ) невозрастающая функция по ρ, получим из
(3.2.39) и (3.2.40), что

M(ρ) 6 M(ρ(1)) 6 γρ(p−n)/p. (3.2.41)

Если же для всех i > 1 выполнено неравенство, обратное к (3.2.40), то
из (3.2.39), получим

M(ρ
(1)
i )−M(R)

6 γ2(n−p)iρn−p
[
M

(
ρ

(1)
i+1

)
−M(R)

]
[Mp−1(r)rn−p + ργ], (3.2.42)

итерируя неравенство (3.2.42), получим

M(ρ
(1)
1 ) 6 M(R) + γ

[
M(r)

(
r

ρ

)(n−p)/(p−1)

+ ργ−(n−p)/(p−1)

]
. (3.2.43)
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В обоих случаях мы получим требуемое неравенство (3.2.10).
В случае p = n теорема 3.2.2 доказывается аналогичным образом.

3.3. Устранимость особенностей решений
эллиптических уравнений на многообразиях

3.3.1.Формулировка предположений и основных результатов. Пусть
Γ-многообразие класса C1 без границы размерности s, содержащиеся в
Ω.

Говорим, что u(x) – решение уравнения (3.2.1) в Ω\Γ, если для про-
извольной функции ψ(x) ∈ C1(Ω\Γ), равной нулю вблизи Γ, имеет место
включение u(x)ψ(x) ∈ W 1,p(Ω) и выполнено интегральное тождество

n∑
i=1

∫

Ω

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
∂

∂xi

[ϕψ]dx +

∫

Ω

a0

(
x, u,

∂u

∂x

)
ϕψdx = 0 (3.3.1)

для любой функции ϕ(x) ∈
◦

W
1,p

(Ω).
Положим r0 = min{d(Γ, ∂Ω), 1}, где d(Γ, ∂Ω) – расстояние между Γ

и ∂Ω. Определим для r ∈ (0, r0]

M(r) = max{|u(x)| : r 6 d(x, Γ) 6 r0}. (3.3.2)

Определение 3.3.1. Будем говорить, что решение u(x) уравнения
(3.2.1) имеет устранимую особенность на многообразии Γ, если u(x) мож-
но продолжить на Γ таким образом, чтобы полученное продолжение ũ(x)
функции u(x) удовлетворяло уравнению (3.2.1) в Ω и ũ(x) ∈ W 1,p(Ω).

Основными результатами раздела являются следующие теоремы.

Теорема 3.3.1. Пусть при 1 < p < n−s и 1 6 s 6 n−2 выполнены
условия (3.2.2)–(3.2.5), и пусть u(x) – решение уравнения (3.2.1) в Ω\Γ.
Предположим также, что

lim
r→0

M(r)r(n−p−s)/(p−1) = 0. (3.3.3)

Тогда особенность u(x) на Γ устранима, причем функция r(n−p−s)/(p−1)

является наилучшей для устранимости особенности на многообразии
Γ.

Теорема 3.3.2. Пусть при p = n − s и 1 6 s 6 n − 2 выполнены
условия (3.2.2)–(3.2.5), и пусть u(x) – решение уравнения (3.2.1) в Ω\Γ.
Предположим, что

lim
r→0

M(r)| ln r|−1 = 0. (3.3.4)
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Тогда особенность на многообразии Γ устранима и функция | ln r|−1 яв-
ляется наилучшей для устранимости особенности на многообразии Γ.

Теорема 3.3.1 следует из результатов Серрина [113] и следующей
поточечной оценки

M(ρ) 6 Kρ−(n−p−s)/(p−1)
{[

κ̃(r)
]λ/(p+λ−1)[

Mp−1(r)rn−s−p
]1/(p+λ−1)

+ κ̃(r)
[
ρτ1 +

(
r/ρ

)τ2]}, (3.3.5)

доказанной в дальнейшем для 0 < r < θ̃ρ 6 r0 с некоторыми положи-
тельными постоянными K, λ, θ̃, τ1, τ2 и функцией

κ̃(r) = max{M(t)t(n−s−p)/(p−1) : r 6 t 6 r0}. (3.3.6)

3.3.2. Интегральные оценки градиента решения в случае
1 < p < n − s. Зафиксируем покрытие многообразия Γ локальными
окрестностями U (i), i = 1, . . . , I, так, чтобы в локальных координатах
y(i) = (y

(i)
1 ), . . . , y

(i)
n , соответствующих окрестности U (i), выполнялось

включение
Γ ∩ C(i)(R0, H0) ⊂ {y(i)

1 = . . . = y
(i)
n−s = 0},

где C(i)(R0, H0) = {y(i) : |[y(i)]′| 6 R0, |[y(i)]′′| 6 H0}, [y(i)]′ = (y
(i)
1 , . . . ,

y
(i)
n−s), [y(i)]′′ = (y

(i)
n−s+1, . . . , y

(i)
n ). Можем предполагать, что R0, H0 не за-

висят от i и таковы, что

C(i)(R0, H0) ⊂ Ω,

I⋃
i=1

C(i)(R0, H0/2) ⊃ Γ.

Для решения u(x) уравнения (3.3.1), записанного в виде u(i)(y(i)) в коор-
динатах y(i), определим

m(i)(r) = max
{
|u(i)(y(i))| : y(i) ∈ C(i)(R0, H0/2) \ C(i)(r,H0/2)

}

и положим
m(r) = max{m(i)(r), i = 1, . . . , I}. (3.3.7)

Дальнейшие рассмотрения будут вестись в локальных координатах.
Для простоты обозначений индекс i будем опускать. Тем самым доста-
точно ограничиться рассмотрением случая

C(R0, H0) ∩ Γ ⊂ {x1 = . . . = xn−s = 0}, (3.3.8)
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где C(R0, H0) = {x ∈ Rn : |x′| < R0, |x′′| < H0} и x′ = (x1, . . . , xn−s),
x′′ = (xn−s+1, . . . , xn). Можем также предполагать, что при 0 < r 6 R0

справедливо неравенство

max{|u(x)| : x ∈ C(R0, H0) \ C(r,H0)} 6 m(C0r) (3.3.9)

с некоторой фиксированной постоянной C0 и функцией m(r), определен-
ной равенством (3.3.7)

Положим при 0 < r 6 R0

E(r) = {x ∈ C(R0, H0) : u(x) > m(r)} (3.3.10)

и заметим, что (3.3.9) влечет включение E(r) ⊂ C(r/C0, H0). Определим
функцию

ur(x) = max{u(x)−m(r); 0}, x ∈ C(R0, H0) \ Γ. (3.3.11)

Зафиксируем некоторую функцию τ : R → R класса C∞(R) такую,
что

τ(t) = 0 при t 6 1, τ(t) = 1 при t > 2,

0 6 dτ(t)

dt
6 2 при t ∈ R.

Определим при r > 0, h > 0 следующие функции

ψr(x) = τ(|x′|/r), χh(x) = 1− τ(|(x′′ − ξ′′)/h|), (3.3.12)

где ξ′′ = (ξN−s+1, . . . , ξN) – некоторая фиксированная точка, такая, что
|ξ′′| 6 H/2. Определим также при 0 < t 6 R0 функцию κ(t) равенством

κp−1(t) = max
[
mp−1(r)rn−p−s : t 6 r 6 R0

]
. (3.3.13)

Ограниченность функции κ(t) следует из условия (3.3.3), которое в даль-
нейшем предполагается выполненным.

Лемма 3.3.1. Пусть выполнены все условия теоремы 3.3.1. Тогда
существуют положительные постоянные K1, R1, зависящие только
от известных параметров, такие, что при

0 < r < ρ 6 R1, 0 < h 6 H0/2, ρ 6 h, (3.3.14)

справедлива оценка
∫

E(ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx 6 K1

{
mp(C0r)r

n−p−s

+ mp(ρ)
[
ρn−shs

](n−p+1)/n
+

[ρ

h

]p
∫

E(ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

2h(x)dx

}
(3.3.15)
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с функциями ψr(x), χh(x), определенными равенствами (3.3.12).
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы Серрина [113] об устра-

нимости особенности при выполнении условия (3.3.3) нужно доказывать
теорему 3.3.1 только в случае, если m(r) →∞ при r → 0. Поэтому можем
подчинить R1 условиям:

R1 6 R0, m(R1) > 1. (3.3.16)

Подставим в интегральное тождество (3.3.1) следующие функции:

ϕ(x) = uρ(x)ψp
r (x)χp

h(x), ψ(x) = ψr/2(x)χ2h(x),

предполагая, что 0 < r < ρ < R0/2, 0 < h 6 H0/2. Используя условия
(3.2.2)–(3.2.5) и неравенство Юнга, получим оценку

∫

E(ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx 6 γ

5∑
i=1

Ii, (3.3.17)

где

I1 =

∫

E(ρ)

h1(x)up
ρ(x)ψp

r (x)χp
h(x)dx,

I2 =

∫

E(ρ)

up
ρ(x)

∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣
p

χp
h(x)dx,

I3 =

∫

E(ρ)

up
ρ(x)ψp

r (x)
∣∣∣∂χh

∂x

∣∣∣
p

dx,

I4 =

∫

E(ρ)∩K′(r)
up(x)[f2(x) + g2(x)]p/(p−1)χp

h(x)dx,

I5 = mp(ρ)

∫

E(ρ)

h2(x)ψp
r (x)χp

h(x)dx,

h1(x) = f1(x) + g1(x) +
[
f2(x) + g2(x)

]p/(p−1)
+ f3(x) + g3(x) + hp(x),

h2(x) = f1(x) + g1(x) +
[
f2(x) + g2(x)

]p/(p−1)
+ f3(x) + g3(x),

K ′(r) = {x ∈ Rn : r 6 |x′| 6 2r}.
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Далее будем оценивать слагаемые в правой части (3.3.17). Исполь-
зуя условия (3.2.2)–(3.2.4), неравенство Гельдера и теорему вложения,
получаем

I1 6 γ
[
mesE(ρ)

]δ/n

{ ∫

E(ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx

+ mp(C0r)r
n−p−shs + I3

}
. (3.3.18)

Непосредственно из определения m(r) следует оценка

I2 6 γmp(C0r)r
n−p−shs. (3.3.19)

Интеграл I3 представим в виде

I3 =

∫

E(ρ)∩K′(r)
up

ρ(x)ψp
r (x)

∣∣∣∂χh

∂x

∣∣∣
p

dx +

∫

E(ρ)\K′(r)
up

ρ(x)
∣∣∣∂χh

∂x

∣∣∣
p

dx. (3.3.20)

Оценивая в первом интеграле в (3.3.21) uρ(x) через m(C0r) и оценивая
второй интеграл по неравенству Пуанкаре (по переменной x′), получаем

I3 6 γ

{
mp(C0r)r

n−shs−p +
(ρ

h

)p
∫

E(ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

2h(x)dx

}
. (3.3.21)

Интеграл I4 оценим, мажорируя uρ(x) через m(C0r) и применяя
неравенство Гельдера. В результате имеем следующее неравенство

I4 6 γmp(C0r)
[
rn−shs

](n−p+δ)/n
. (3.3.22)

Наконец, используя неравенства Гельдера имеем

I5 6 γmp(ρ)
[
ρn−shs

](n−p+δ)/n
. (3.3.23)

Подчиним, в дополнение к (3.3.16), R1 условию

γ [mesC(R1/C0, H0)]
δ/n < 1/2. (3.3.24)

Пользуясь тем, что при ρ > R1 имеет место включение E(ρ) ⊂
C(R1/C0, H0), получаем из (3.3.17)–(3.3.24) оценку (3.3.15), что и закан-
чивает доказательство леммы 3.3.1. ¤
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Нам понадобится глобальный аналог оценок (3.3.15). Можно постро-
ить функцию d̃ : Ω → R класса C1 такую, что для x ∈ Ω справедливо
неравенство

k1d(x, Γ) 6 d̃(x) 6 k2d(x, Γ) (3.3.26)

с неотрицательными постоянными k1, k2, которые тоже будем включать в
множество известных параметров. При этом можем подчинить функцию
d̃ условию d̃(x) = |x′| при x ∈ C(R0, H0).

Определим

C̃(r) = {x ∈ Ω : d̃(x) < r},

m̃(r) = max{|u(x)| : x ∈ Ω \ C̃(r)},

ũr(x) = max{u(x)− m̃(r), 0}, ψ̃r(x) = τ(d̃(x)/r), (3.3.27)

Ẽ(r) = {x ∈ Ω : u(x) > m̃(r)}, (3.3.28)

где τ – функция, используемая в равенствах (3.3.12).
Подставляя в (3.3.1) функции

ϕ(x) = ũp(x)ψ̃p−1
r (x), ψ(x) = ψ̃r(x)

и оценивая возникающие интегралы подобно изложенному в доказатель-
стве леммы 3.3.1, получаем следующий результат.

Лемма 3.3.2. Предположим, что выполнены все условия теоремы
3.3.1. Тогда существуют положительные постоянные K2 и R2, зави-
сящие лишь от известных параметров, такие, что при 0 < r̃ < ρ̃ < R2

справедливо неравенство
∫

Ẽ(ρ̃)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψ̃p
r̃ (x)dx 6 K2

{
m̃p(r̃)r̃n−p−s + m̃p(ρ̃)ρ̃

(n−s)(n−p+δ)
n

}
. (3.3.28)

Заметим, что с некоторыми положительными постоянными k3, k4

при 0 < r 6 R0 справедливо неравенство

m̃(k3r) 6 m(r) 6 m̃(k4r). (3.3.29)

Лемма 3.3.3. Пусть выполнены условия теоремы 3.3.1. Тогда су-
ществуют положительные постоянные K3, R3, зависящие лишь от
известных параметров, такие, что при

0 < r < ρ 6 R3, 0 < h 6 H0/2, ρ 6 γ1h (3.3.30)
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справедлива оценка
∫

E(ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

hdx

6 K3

{
mp(C0r)r

n−p−shs + mp(ρ)
[
ρn−shs

](n−p+δ)/n
}

. (3.3.31)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (3.3.28) с r̃ = k3, ρ̃ = k3ρ и
(3.3.29) при 0 < r < ρ 6 R2/k3 следует оценка

∫

E(ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

H0/2(x)dx

6 γ
{

mp(C0r)r
n−p−shs + mp(ρ)ρ

(n−s)(n−p+δ)
n

}
. (3.3.32)

и, тем самым, неравенство (3.3.31) справедливо при h = H0/2 с постоян-
ной K3(H0), зависящей от H0.

Далее доказываем (3.3.31) индукцией по j для h = hj = H0/2
j. Пред-

положим, что неравенство (3.3.31) справедливо при некотором j > 1 с
постоянной K3(hj) и установим это неравенство для j + 1. Из (3.3.15) с
h = hj+1 и (3.3.31) с h = hj получаем оценку

∫

E(ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

hj+1
(x)dx 6 2sK1

(
1 +

[ ρ

hj+1

]p

K3(hj)
)

×
{

mp(C0r)r
n−p−shs

j+1 + mp(ρ)
[
ρn−shs

j+1

] (n−p+δ)
n

}
. (3.3.33)

Таким образом, получаем неравенство вида (3.3.31) для h = hj+1 с

K3(hj+1) = 2sK1

(
1 +

[ ρ

hj+1

]p

K3(hj)
)
, j = 1, 2, . . . . (3.3.34)

Для завершения доказательства леммы 3.3.3 достаточно проверить, что
выбором числа γ1 можно обеспечить оценку K3(hj) 6 γ для j = 1, 2, ..., J ,
где J определяется условием

γ1
H0

2J
< ρ 6 γ1

H0

2J−1
.

Из (3.3.34) немедленно получаем, что требуемая равномерная оценка
K3(hj) будет выполнена при γ1, определяемом из условия

2sK1γ
p
1 = 1/2. (3.3.35)
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Таким образом, устанавливаем оценку (3.3.31) при полученном значении
γ1 и R3 = min(R1, R2/K3). ¤

Определим при 0 < ρ′ < ρ 6 R0/2 множество

E(ρ′, ρ) =
{
x ∈ E(ρ) : u(x) < m(ρ′)

}
(3.3.36)

и при ρ > 0 функцию

u(ρ)(x) = min
{
u(x),m(ρ)

}
, x ∈ C(R0, H0). (3.3.37)

Лемма 3.3.4. Предположим, что выполнены все условия теоремы
3.3.1, и пусть θ ∈ (

0, 1/2
]
и λ ∈ (0, 1) – некоторые числа, зависящие

лишь от известных параметров. Тогда существуют положительные
постоянные K4 и R4, зависящие только от известных параметров,
такие, что при ρ > R4

0 < r < θρ/2 < ρ′ 6 θρ, ρ 6 h (3.3.38)

справедлива оценка
∫

E(ρ′,ρ)

uλ−1(x)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx

6 K4

{
J (1) + J (2) + J (3) + R(1)(C0r, ρ

′, h)
}
, (3.3.39)

где использованы следующие обозначения:

J (1) =
[
mλ(ρ′)−mλ(ρ)

] p
p−1

×
∫

E(ρ′)

[
uλ(x)−mλ(ρ)

]− p
p−1 uλ−1(x)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx,

J (2) =
1

hp

∫

E(ρ)

[
uλ(x)−mλ(ρ)

]p
[u(x)](1−λ)(p−1)ψp

r (x)χp
2h(x)dx,

J (3) =

∫

E(ρ′)

[
u(x)

]p+λ−1
h1(x)ψp

r (x)χp
h(x)dx,

R(1)(r, ρ, h) = mλ(ρ)mp−1(r)rn−p−shs

+ mp+λ−1(ρ)

{[
ρn−shs

]n−p+δ
n +

[
r

1
p ρ

p−1
p

]n−s−p

hs

}
. (3.3.40)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(3.3.1) функции ψ(x) = ψ r

2
(x)χ2h(x) и

ϕ(x) = max
{
[uρ′(x)]λ −mλ(ρ), 0

}
ψp

r (x)χp
h(x)

[
1− ψp(x)

]

в предположении, что выполнено условие (3.3.38) и 2ρ 6 min(R1, R2).
Используя условия (3.2.2)–(3.2.5) и неравенствоЮнга, получаем оце-

нку

∫

E(ρ′,ρ)

uλ−1(x)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx 6 γ

11∑
i=6

Ii, (3.3.41)

где

I6 =

∫

E(ρ′,ρ)

h1(x)up+λ−1(x)ψp
r (x)χp

h(x)dx,

I7 =

∫

E(ρ′,ρ)

up+λ−1(x)
∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣
p

χp
h(x)dx,

I8 =

∫

E(ρ′,ρ)

[
up+λ−1(x)−mλ(ρ)

]p[
u(x)

](1−λ)(p−1)
ψp

r(x)
∣∣∣∂χh

∂x

∣∣∣
p

dx,

I9 =
[
mλ(ρ′)−mλ(ρ)

] ∫

E(ρ′)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1

[∣∣∣∂χh

∂x

∣∣∣χp−1
h (x) + h(x)χp

h(x)

]
ψp

r (x)dx,

I10 =
[
mλ(ρ′)−mλ(ρ)

] ∫

E(ρ′)

[∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1

+ (f2 + g2)u
p−1

]∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣ψp−1
r (x)χp

h(x),

I11 =
[
mλ(ρ′)−mλ(ρ)

] ∫

E(ρ′)
up−1(x)

[
(f2 + g2)

∣∣∣∂χh

∂x

∣∣∣χp−1
h (x)

+ (f3 + g3)χ
p
h(x)

]
ψp

r (x)dx.

Будем оценивать слагаемые в первой части (3.3.41). Используя усло-
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вия (3.2.2)–(3.2.5), неравенство Гельдера и теорему вложения, получаем

I6 6 γ

∫

E(ρ′,ρ)

uλ−1(x)
[
up

ρ + mp(ρ)
]
h1(x)ψp

r (x)χp
h(x)dx

6 γ
[
ρn−shs

]δ/n
∫

E(ρ)

∣∣∣ ∂

∂x

{
F (1)(u)ψr(x)χh(x)

}∣∣∣
p

dx

+ γ
[
ρn−shs

](n−p+δ)/n[
m(ρ)

]p+λ−1
, (3.3.42)

где

F (1)
(
u(x)

)
=

[
u(ρ′)(x)

](λ−1)/p[
u(ρ′)(x)−m(ρ)

]
+
. (3.2.43)

Далее, интеграл в правой части (3.3.42) оценим следующим образом:

∫

E(ρ)

∣∣∣ ∂

∂x

{
F (1)(u)ψr(x)χh(x)

}∣∣∣
p

dx

6 γ
{[

m(ρ′)
]p+λ−1[

ρn−shs−p + rn−s−phs
]

+

∫

E(ρ′,ρ)

uλ−1(x)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx
}
. (3.3.44)

Оценка I7 получается непосредственно из определения множества
E(ρ′, ρ):

I7 6 γ
[
m(ρ′)

]p+λ−1
rn−s−phs. (3.3.45)

Следующая оценка получается применением неравенства Юнга

I8 + I11 6 γ
(
J (2) + J (3)

)
, (3.3.46)

где J (2) и J (3) – те же, что и в (3.3.39)

Также применением неравенства Юнга оцениваем I9 и получаем

I9 6 γ
(
J (1) + J (2) + J (3)

)
. (3.3.47)

Наконец, оценим I10, используя условие (3.2.2)–(3.2.5), неравенство
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Гельдера и лемму 3.3.3. В итоге получаем

I10 6 γ
[
mλ(ρ′)−mλ(ρ)

]
{[ ∫

E(ρ′)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx

] p−1
p [

rn−s−phs
] 1

p

+
mp−1(C0r)

r
· [rn−shs

]n−p+1+δ
n

}
6 γ

[
mλ(ρ′)−mλ(ρ)

]

×
{

mp−1(C0r)r
n−s−phs + mp−1(ρ′)r

n−s−p
p ρ(n−s−p) p−1

p hs
}

. (3.3.48)

Выбирая R4 достаточно малым, из неравенств (3.3.41), (3.3.43)–
(3.3.48) получим оценку (3.3.39). ¤

Дальнейшие оценки будем устанавливать в предположении, что для
рассматриваемых значений ρ′ и ρ выполнено условие

m(ρ′)−m(ρ) > 0. (3.3.49)

Лемма 3.3.5. Предположим, что выполнены условия леммы 3.3.4
и справедливо неравенство (3.3.49). Тогда существует положительная
постоянная K5, зависящая лишь от известных параметров, такая,
что справедлива оценка

J (1) 6 K5

{
mλ(ρ′)

[
mp−1(C0r)r

n−s−phs

+ mp−1(ρ′)
(
r1/pρ(p−1)/p

)n−s−p

hs
]
+ J (2) + J (3)

}
, (3.3.50)

где J (1), J (2), J (3) определены равенствами (3.3.40).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество

(3.3.1) функции ψ(x) = ψ r
2
(x)χ2h(x),

ϕ(x) =
{[

mλ(ρ′)−mλ(ρ)
]− 1

p−1−[
(uρ′(x)+m(ρ′))λ−mλ(ρ)

]− 1
p−1

}
ψp

r (x)χp
h(x).

Используя условия (3.3.2)–(3.3.5) и неравенства Юнга, получаем оценку

J (1) 6 γ
{
J (2) + J (3) + I10

}
, (3.3.51)

Теперь оценка (3.3.50) следует немедленно из неравенств (3.3.39) и
(3.3.48). ¤
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Введем обозначение

Fρ(u(x)) =
[
uλ(x)−mλ(ρ)

]p[
u(x)

](1−λ)(p−1)
(3.3.52)

для x ∈ E(ρ) и ρ и λ, удовлетворяющих условиям леммы 3.3.4.

Теорема 3.3.3. Пусть выполнены условия теоремы 3.3.1 и предпо-
ложим, что r, ρ, ρ′, h и λ удовлетворяют условиям леммы 3.3.4. Тогда
существует положительная постоянная K6, зависящая лишь от из-
вестных параметров, такая, что справедлива оценка

∫

E(ρ′,ρ)

uλ−1(x)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx 6 K6

{
R(1)(C0r, ρ

′, h)

+

∫

E(ρ)

Fρ

(
u(x)

)
ψp

r (x)
[
h1(x)χp

h(x) +
1

hp
χp

2h(x)
]
dx

}
. (3.3.53)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что выполнено усло-
вие (3.3.49), так как в противном случае неравенство (3.3.53) очевидно.
Оценка слагаемого J (1) в правой части неравенства (3.3.39) дана в лемме
3.3.5. Оценку J (3) получаем, используя неравенство

up+λ−1(x) 6 γ
{
Fρ

(
u(x)

)
+

[
m(ρ)

]p+λ−1} для x ∈ E(ρ)

и неравенство Юнга. Используя полученную таким образом оценку J (3),
из (3.3.39) и (3.3.50) выводим неравенство (3.3.53). ¤

3.3.3. Интегральные поточечные оценки решения в случае 1 < p <
n− s. Введем обозначения:

I(ρ, h) =

{ ∫

E(ρ)

[
Fρ(u(x))ψp

r (x)χp
h(x)

] n
n−p+δ dx

}(n−p+δ)/n

× [
ρn−shs

](p−δ)/n
, (3.3.54)

α1 = −λ
n− s− p

p− 1
+ p

n− s

n
, β1 = s +

sp

n
,

α2 = −λ
n− s− p

p− 1
+ p + δ

n− s

n
, β2 = s + δ

s

n
,

α3 = −λ
n− s− p

p− 1
+

(
p− δ

2

)n− s

n
, β3 = s +

sp

n
, (3.3.55)
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где Fρ(u(x)) определено равенством (3.3.52).
Можем считать δ достаточно малым. В частности, можем предпола-

гать выполненным неравенство n−s−p
p

> δ(n−s)
2n

.

Лемма 3.3.6. Предположим, что выполнены условия леммы 3.3.4.
Тогда существуют постоянные K6 и R4, зависящие лишь от извест-
ных параметров, такие, что R4 6 R3 и при ρ 6 R4 справедлива оценка

I(ρ, h) 6 2p−1θ−
(n−s)(p−δ)

n I(θρ, h)

+ K6

(ρ

h

)(n−s) p
n
I(ρ, 2h) + R(2)(r, ρ, h), (3.3.56)

где

R(2)(r, ρ, h) = K6

{
ρα1hβ1

[
κ(C0r)

]λ
mp−1(C0r)r

n−np−s

+
[
ρα2hβ2 + ρα3hβ3r

δ(n−s)
2n

][
κ(C0r)

]p+λ−1
}

и функция κ(r) определена равенством (3.3.13).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через χ(E(θρ, ρ)) и χ(E(θρ))

характеристические функции множеств E(θρ, ρ) и E(θ, ρ) соответствен-
но. Займемся оценкой I(ρ, h). Для этого будем использовать следующее
неравенство:

{
uλ(x)−mλ(ρ)

}p 6
{
uλ(x)−mλ(ρ)

}p
χ(E(θρ, ρ))+

2p−1
{
[uλ(x)−mλ(θρ)]p + [mλ(θρ)−mλ(ρ)]p

}
χ(E(θρ, ρ)) 6

2p−1[uλ(x)−mλ(θρ)]pχ(E(θρ))+2p−1
{
[u(θρ)(x)]λ−mλ(ρ)

}p для x ∈ E(ρ).

Таким образом получаем следующую оценку:

I(ρ, h) 6 2p−1θ(n−s)(p−δ)/nI(θρ, h) + 2p−1
[
pn−shs

]p/n
I12, (3.3.57)

где

I12 =

{∫

E(ρ)

{[
(u(θρ)(x))λ−mλ(ρ)

]p[
u(x)

](1−λ)(p−1)
ψp

r (x)χp
h(x)

} n
n−p

dx

}n−p
n

.

Оценивая последний интеграл по теореме вложения, находим, что

I12 6 γ(I13 + I14 + I15), (3.3.58)
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где

I13 =

∫

E(θρ,ρ)

[
u(x)

]λ−1
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)χp

h(x)dx,

I14 = mλp(θρ)

∫

E(ρ)∩K(r)

[
u(x)

](λ−1)(p−1)
∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣
p

χp
h(x)dx,

I15 =

∫

E(ρ)

[
(u(θρ)(x))λ −mλ(ρ)

]p[
u(x)

](λ−1)(p−1)
ψp

r (x)
∣∣∣∂χh

∂x

∣∣∣
p

dx. (3.3.59)

Продолжим оценку интегралов в (3.3.58). Интеграл I13 оценим по
теореме 3.3.3 c последующим применением неравенства Гельдера. Полу-
чаем

I13 6 γ
{
R(1)(C0r, θρ, h) + I(ρ, h)

[
ρn−shs

](δ−p)/n
+

1

hp
I(ρ, 2h)

}
. (3.3.60)

При оценке I14 мажорируем u(x) на E(ρ) ∩K(r) через m(C0r) с по-
стоянной C0, введенной в неравенстве (3.3.9). В результате имеем

I14 6 γmλp(θρ)
[
m(C0r)

](1−λ)(p−1)
rn−p−shs. (3.3.61)

Интеграл I15 оцениваем по неравенству Гельдера и получаем

I15 6 γ

hp

∫

E(ρ)

Fρ

(
u(x)

)
ψp

r (x)χp
2h(x)dx 6 γ

hp
I(ρ, 2h), (3.3.62)

Наконец, используя (3.3.13), оцениваем

mp−1(C0t) 6 κp−1(C0r)(C0t)
−(n−p−s) (3.3.63)

при r 6 t 6 R0 и приходим к следующему неравенству

R(1)(C0r, θρ, h)
[
ρn−shs

] p
n 6 γ

{
ρα1hβ1

[
κ(C0r)

]λ[
m(C0r)

]p−1
rn−p−s

+
[
ρα2hβ2 + ρα3hβ3r

δ(n−s)
2n

][
κ(C0r)

]p+λ−1
}

, (3.3.64)

где αi, βi определены равенствами (3.3.55).
Теперь оценка (3.3.56) следует из неравенств (3.3.57)–(3.3.64) при

достаточно малом ρ. ¤
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Далее, определим числа λ, θ и γ2 равенствами

λ = min

{
δ(n− s)

4n
,

p− 1

n− s− p

}
, (3.3.65)

ln
1

θ
=

4pn

δ(n− s)
ln 2, γ

(n−s)p/n
2 = 2−2(n+1), (3.3.66)

где K6 – постоянная из неравенства (3.3.56).

Теорема 3.3.4 Предположим, что выполнены условия леммы 3.3.4,
и пусть λ, θ и γ2 определяются условиями (3.3.65), (3.3.66). Тогда су-
ществует постоянная K7, зависящая лишь от известных параметров,
такая, что при ρ 6 R4, ρ 6 γ2h справедлива оценка

I(ρ, h) 6 K7

{
ρn−shs

[
m(C0r)

(r

ρ

)n−s−p
p−1

]p+λ−1

+

+ hnρp−λ n−p−s
p−1

[
κ(C0r)

]p+λ−1
+ R(2)(r, ρ, h)

}
. (3.3.67)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем числа r, ρ и h, удовлетворя-
ющие условиям Теоремы, и определим

A = 2p−1θ−
(n−s)(p−δ)

n , B = K6γ
(n−s) p

n
2 (3.3.68)

и числа M1, M2 условиями

2r < ρθM1 6 2r/θ, H0/2 6 2M2h < H0. (3.3.69)

С учетом этих обозначений неравенство (3.3.56) перепишется в виде

I(ρ, h) 6 AI(θρ, h) + BI(ρ, 2h) + R(2)(r, ρ, h). (3.3.70)

Итерируя последнее неравенство и применяя индукцию по числу
итераций, получим оценку

I(ρ, h) 6
M2−1∑
m=0

2M1+mAM1BmI(2r, 2mh) +

M1−1∑
i=0

AnBM2I(θiρ, H0)

+

M1−1∑
i=0

M2−1∑
m=0

AnBmR(2)(r, θiρ, 2mh). (3.3.71)
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Оценим далее значения I(2r, 2mh) и I(θiρ,H0) и первые две суммы
в (3.3.71). Используя определение функции ψr(x) и неравенство (3.3.9),
устанавливаем оценку

I(2r, 2mh) 6 γ2ms
[
m(C0r)

]p+λ−1
rn−shs. (3.3.72)

Из этой оценки и определения A и B получаем следующую оценку для
первого слагаемого в правой части (3.3.71)

M2−1∑
m=0

2M1+mAM1BmI(2r, 2mh) 6

6 γ
[
m(C0r)

]p+λ−1
rn−shs[θ−M1 ]

(n−s)(p−δ)
n

−p ln 2
ln θ

M2−1∑
m=0

[
2s+1B

]m 6

6 γ
[
m(C0r)

]p+λ−1
rn−shs

(ρ

r

) (n−s)(p−δ)
n

−p ln 2
ln θ

M2−1∑
m=0

[
2s+1K6γ

(n−s)p
n

2

]m 6

6 γρn−shs

{
m(C0r)

(r

ρ

)n−s−p
p−1

}p+λ−1

. (3.3.73)

Учитывая (3.3.65), имеем следующее неравенство:

I(θiρ,H0) 6 γ
[
κ(C0r)

]p+λ−1
[θiρ]

(n−s)(p−δ)
n

×
{ ∫ θiρ

C0

r

t−
n(n−p−s)(p+λ−1)

(p−1)(n−p+δ)
+n−s−1dt

}n−p+δ
n

6 γ
[
θiρ

]p−λ n−p−s
p−1

[
κ(C0r)

]p+λ−1
. (3.3.74)

Применяя оценку, полученную в (3.3.74), и учитывая значения λ, θ и γ2,
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получаем такую оценку второй суммы в (3.3.71):

M1−1∑
i=0

2M2+iAiBM2I(θiρ,H0) 6 γ
[
2K6γ

(n−s) p
n

2

]M2

×
M1−1∑
i=0

[
2pθ−

(n−s)(p−δ)
n

+p−λ n−p−s
p−1

]i

ρp−λ n−p−s
p−1

[
κ(C0r)

]p+λ−1

6 γρp−λ n−p−s
p−1 hn

[
κ(C0r)

]p+λ−1
. (3.3.75)

Третью сумму в (3.3.71) оцениваем следующим образом:
M1−1∑
i=0

M2−1∑
m=0

AiBmR(2)(C0r, θ
iρ, 2mh)

6 γ
[
κ(C0r)

]λ
mp−1(C0r)r

h−p−sρα1hβ1

×
M1−1∑
i=0

[
2p−1θ−

(n−s)(p−δ)
n

+α1
]i

M2−1∑
m=0

[
2β1K6γ

(n−s) p
n

2

]m

+ γ
[
κ(C0r)

]p+λ−1
ρα2hβ2

M1−1∑
i=0

[
2p−1θ−

(n−s)(p−δ)
n

+α2
]i

×
M2−1∑
m=0

[
2β2K6γ

(n−s) p
n

2

]m
+ γ

[
κ(C0r)

]p+λ−1
r

δ(n−s)
2n ρα3hβ3

×
M1−1∑
i=0

[
2p−1θ−

(n−s)(p−δ)
n

+α2
]i

M2−1∑
m=0

[
2β3K6γ

(n−s) p
n

2

]m 6 γR(2)(r, ρ, h).

(3.3.76)

Собирая оценки (3.3.70)–(3.3.76), получим требуемое неравенство
(3.3.67). Таким образом, теорема 3.3.4 доказана. ¤

Зафиксируем функцию ω ∈ C∞(R1), равную единице на интервале
(3/4, 5/4), равную нулю вне интервала (1/2, 3/2), 0 6 ω(t) 6 1,

∣∣∣dω(t)
dt

∣∣∣ 6 γ.

Определим функции η(x) = η1(x)η2(x), η1(x) = ω
(
|x′|
ρ

)
, η2(x) =

ω
(

γ|x′′−ξ′′|
ρ

)
, пусть G = {x : η(x) = 1}.
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Подставим в интегральное тождество (3.3.1) следующие функции:

ϕ(x) = uk(x)u2ρ(x)ηl+1(x), ψ(x) = ηp−1(x), (3.3.77)

где k, l – произвольные неотрицательные числа. Используя условия
(3.3.2)–(3.3.5) и неравенство Юнга, получаем оценку

∫

E(2ρ)

uk(x)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηl+p(x)dx 6 γ(k + l + 1)p

∫

E(2ρ)

{
uk+p(x)h1(x)ηl+p(x)

+ ρ−puk+p(x)ηl(x)
}
dx (3.3.78)

с функцией h1(x), определенной в лемме 3.3.1.
Оценивая интеграл в правой части (3.3.78) с помощью неравенства

Гельдера, получаем
∫

E(2ρ)

uk+p(x)h1(x)ηl+p(x)dx

6 γ

{ ∫

E(2ρ)

[
uk+p(x)ηl+p(x)

] n
n−p+δ dx

}n−p+δ
n

, (3.3.79)

∫

E(2ρ)

uk+p(x)ηl(x)dx

6 γρp−δ

{ ∫

E(2ρ)

[
uk+p(x)ηl(x)

] n
n−p+δ dx

}n−p+δ
n

. (3.3.80)

Из неравенств (3.3.79) и (3.3.80) следует оценка
∫

E(2ρ)

uk(x)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηl+p(x)dx

6 γ(k + l + 1)p · ρ−δ

{ ∫

E(2ρ)

[
uk+p(x)ηl(x)

] n
n−p+δ dx

}n−p+δ
n

. (3.3.81)

Полученное неравенство дает возможность оценить max
{
u(x) : x ∈ G

}
,

применяя итерационный метод Мозера. Опуская стандартные для этого
процесса рассуждения (см., например, гл.8 [123]), придем к оценке

max
{
[u(x)]p+λ−1 : x ∈ G

}
6 γρ−n

∫

E(2ρ)

[u(x)]p+λ−1ηp(x)dx. (3.3.82)
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В дальнейших рассуждениях предполагаем, что выполнено неравен-
ство

m(2ρ)−m(4ρ) > µm(2ρ) (3.3.83)

с постоянной µ, определенной следующим образом:

µ = 1− 2−(n−p−s)/p. (3.3.84)

В этом случае имеем оценку

u(x) > 1

1− µ
m(4ρ) при x ∈ E(2ρ)

и поэтому получаем неравенство
∫

E(2ρ)

[u(x)]p+λ−1ηp(x)dx

6 γ

∫

E(4ρ)

[
u(x)−m(4ρ)

]p+λ−1
ψp

r (x)χp
h(x)dx (3.3.85)

с функциями ψr(x), χh(x), определенными равенствами (3.3.12) при h =
4ρ/γ2.

Применяя неравенства Гельдера и (3.3.66), из (3.3.82) получаем,
(3.3.85) следующую оценку:

[
m(ρ)

]p+λ−1 6 γ

{[κp−1(C0r)

ρn−p−s

] λ
p−1

mp−1(C0r)
(r

ρ

)N−s−p

+
[κp−1(C0r)

ρn−p−s

] p+λ−1
p−1

[
ρδ +

(r

ρ

) δ(n−s)
2n

]}
, (3.3.86)

которая доказана в предположении, что выполнено неравенство (3.3.83).
Если же (3.3.83) не выполняется, то

m(2ρ) 6 1

1− µ
m(4ρ), (3.3.87)

и из (3.3.86), (3.3.87) получаем следующую оценку, справедливую неза-
висимо от того выполнено или нет неравенство (3.3.83),

m(2ρ) 6 γρ−
n−p−s

p−1

{[
κ(C0r)r

n−s−p
] 1

p+λ−1

+ κ(C0r)

[
ρ

δ′
p+λ−1 +

(r

ρ

) δ(n−s)
2n(p+λ−1)

]}
+

1

1− µ
m(4ρ), (3.3.88)
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где δ′ = min
[
(n− s− p)/2, δ

]
.

Определим целое число I(ρ) условием R0/2 6 2I(ρ)ρ < R0. Итерируя
неравенство (3.3.88), получаем оценку

m(2ρ) 6 γ

I(ρ)∑
i=0

2−
i(n−p−s−δ′)

p−1 R(3)(r, ρ) +
( 1

1− µ

)I(ρ)−1

m(2I(ρ)ρ), (3.3.89)

где

R(3)(r, ρ) = ρ−
n−p−s

p−1

{[
κ(C0r)

] λ
p+λ−1

[
mp−1(C0r)r

n−s−p
] 1

p+λ−1

+ κ(C0r)

[
ρ

δ′
p+λ−1 + (r/ρ)

δ(n−s)
2n(p+λ−1)

]}
. (3.3.90)

В силу выбора числа µ имеем

(
1

1− µ

)I(ρ)

=
[
2I(ρ)

]− ln(1−µ)
ln 2 = 2I(ρ)· (n−p−s)

p 6 (R0/ρ)
n−p−s

p .

Из последнего неравенства и (3.3.89) следует оценка

m(2ρ) 6 γ

{
R(3)(r, ρ) + ρ−

n−p−s
p m (R0/2)

}
. (3.3.91)

Переходя к пределу при r → 0 в неравенстве (3.3.91), получим оцен-
ку m(2ρ) 6 γρa−n−p−s

p−1 с некоторым a > 0. Теперь теорема 3.3.1 следует
из (3.3.92) и результатов Серрина [113]. При p = n, теорема 3.3.2 дока-
зывается аналогично. ¤

3.4. Устранимость изолированных особенностей решений
эллиптических уравнений с абсорбцией

3.4.1. Формулировка предположений и основных результатов. Рас-
смотрим эллиптическое уравнение вида

−
n∑

i=1

d

dxi

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
+ g(x, u) = a0

(
x, u,

∂u

∂x

)
, x ∈ Ω \ {x0}. (3.4.1)
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Предполагаем, что функции g(x, u), ai(x, u, ξ), i = 0, . . . , n, удовле-
творяют условиям Каратеодори, для функций ai(x, u, ξ), i = 0, . . . , n,
выполнены неравенства (3.2.2)–(3.2.4), условия (3.2.5) и, кроме того,

g(x, u) signu > c1|u|q − f4(x), |g(x, u)| 6 c2|u|q + f4(x), (3.4.2)

f4(x) > 0, f4(x) ∈ Ln/(p−δ)(Ω), δ ∈
(
0, 1

2
min(1, p− 1)

)
.

Определение 3.4.1. Говорим, что u(x) – решение уравнения (3.4.1)
в Ω\{x0} если для произвольных функций ξ(x) ∈ C∞(Ω), равной нулю в

некоторой окрестности {x0}, и ψ ∈
◦

W 1,p(Ω)∩Lq+1(Ω) имеет место вклю-
чение u(x)ξ(x) ∈ W 1,p(Ω) ∩ Lq+1(Ω) и при ϕ(x) = ξ(x)ψ(x) справедливо
равенство

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai

(
x, u,

∂u

∂x

) ∂ϕ

∂xi

− a0

(
x, u,

∂u

∂x

)
ϕ + g(x, u)ϕ

}
dx = 0. (3.4.2)

Определение 3.4.2. Говорим, что решение u(x) уравнения (3.4.1)
имеет устранимую особенность в точке {x0}, если u(x) ∈ W 1,p(Ω) ∩
Lq+1(Ω) и равенство (3.4.2) справедливо для любой функции

ϕ ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ Lq+1(Ω).

Основными результатами данного раздела являются следующие тео-
ремы.

Теорема 3.4.1. Пусть выполнены неравенства (3.2.2)–(3.2.4) и ус-
ловия (3.2.5), и пусть u(x) – решение уравнения (3.4.1) в Ω\{x0}. Пред-
положим также, что справедливо неравенство

q > n(p− 1)

n− p
. (3.4.3)

Тогда особенность u(x) в точке {x0} устранима.

Теорема 3.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 3.4.1. Тогда
∣∣u(x)

∣∣ 6 γ|x− x0|−
p

q−p+1 , |x− x0| > 0. (3.4.4)

3.4.3. Доказательство теоремы 3.4.2. Предполагаем в дальнейшем,
что

lim
r→0

M(r) = ∞. (3.4.5)

В противном случае теорема 3.4.1 будет следовать из результатов Сер-
рина [113].
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Зафиксируем R1 > 0 такое, что

M(R1) > 1. (3.4.6)

Зафиксируем при ρ > 0 и σ ∈ (0, 1) функцию ϕρ,σ(x) ∈ C∞(Rn), удо-
влетворяющую условиям: ϕρ,σ(x) = 1 при ρ 6 |x − x0| 6 2ρ,
ϕρ,σ(x) = 0 вне множества

{
(1− σ)ρ < |x− x0| < (2 + σ)ρ

}
,
∣∣∣∂ϕρ,σ(x)

∂x

∣∣∣ 6 2
σρ

и 0 6 ϕρ,σ(x) 6 1.
Подставим в интегральное тождество (3.4.2) функцию ϕ = uϕp

ρ,σ,
используя неравенства Гельдера и Юнга и определение M(ρ), стандарт-
ными рассуждениями, получим

Лемма 3.4.1. Справедливо неравенство
∫

Ω

(∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

+ |u|q+1

)
ϕp

ρ,σ(x)dx 6 γσ−pρn−pMp(ρ− σp).

Зафиксируем число R2 ∈
(
0, R1/2

)
так, чтобы выполнялось M(R2) >

M
(
R1/2

)
и пусть ρ произвольное число из интервала (0, R2). Определим

числовые последовательности {ρj}, {σj} равенствами

ρj =
(1

2
+ 2−j

)
ρ, σj = 2−(j+1), j = 1, 2, . . . .

Выберем точку xj так, чтобы M(ρj) =
∣∣u(xj)

∣∣, ρj 6 |xj − x0| 6 R2 и
обозначим ρ′j = |xj − x0|. Определим ϕj(x) = ϕρ′j, σj(x).

Подставим в интегральное тождество (3.4.2) функцию

ϕ(x) =
(
1 + |u(x)|)k

u(x)ϕl+p
j (x), k, l > 0.

Используя итерационный метод Мозера (см., например, [123], гл.8), по-
лучим

[
M(ρj)

]q+1
=

∣∣u(xj)
∣∣q+1 6 γ2

jp
δ ρ−n

∫

Ω

(
1 + |u(x)|)q+1

ϕp
j(x)dx. (3.4.7)

Оценим интеграл в правой части (3.4.7), используя лемму 3.4.1, уста-
навливаем, что

[
M(ρj)

]q+1 6 γρ−p2jp(1+ 1
δ
)
[
M(ρ′j − σjρ

′
j)

]p

= γ2jp(1+ 1
δ
)ρ−p

[
M(ρj+1)

]p
. (3.4.8)
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Итерируя неравенство (3.4.8), получим (3.4.4), что и завершает доказа-
тельство теоремы 3.4.3.

3.4.3. Интегральные оценки градиента решения. Определим при r ∈
(0, R2) функцию ψr(x) : Rn → R, ψr(x) = ψ̃r

(|x|), где ψ̃r(x) : R → R –
функция, определенная равенствами

ψ̃r(t) = 0 при t 6 r, ψ̃r(t) = 1 при t > R(r),

ψ̃r(t) =
1

(1− θ) ln ln 1
r

∫ t

r

dz

z ln 1
z

, при r 6 t 6 R(r), (3.4.10)

θ – определяемое далее число из интервала (0, 1), а R(r) – число, опре-
деленное равенством

ln
1

R(r)
=

(
ln

1

r

)θ

. (3.4.11)

Определим при ρ ∈ (0, R0) функцию uρ(x) и множество E(ρ) равенствами

uρ(x) =
[
u(x)− M̃(ρ)

]
+
при x ∈ B(ρ) \ {x0}, uρ(x) = 0 при x ∈ Ω \B(ρ),

M̃(ρ) = M(ρ) + ln
1

ρ
, E(ρ) =

{
x ∈ B(ρ) \ {x0} : u(x) > M̃(ρ)

}
.

Определим число p и функцию F1(r, ρ) следующим образом:

p =
qp

q − p + 1
,

F1(r, ρ) =





ρn−p, если q >
n(p− 1)

n− p
,

[
ln

1

r

]2−n
p
, если q =

n(p− 1)

n− p
, n < 2p,

ln ln
1

r
, если q =

n(p− 1)

n− p
, n = 2p,

[
ln

1

ρ

]2−n
p
, если q =

n(p− 1)

n− p
, n > 2p.

(3.4.12)

Лемма 3.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 3.4.1 и пред-
положим дополнительно, что решение u(x) удовлетворяет неравен-
ству ∣∣u(x)

∣∣ 6 γ|x− x0|−
n−p−λ

p−1 при 0 < |x| 6 R1 (3.4.13)
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c λ ∈ [0, n−p). Тогда при r ∈ (0, R2) и R(r) < ρ < R2 справедлива оценка

∫

E(ρ)

1

u(x)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r(x)dx 6 γ

{[
ln ln

1

r

]−p

F1(r, ρ) + ρλ+δ ln
1

ρ

}
, (3.4.14)

с p и F1(r, ρ), определенными равенствами (3.4.12) и δ, из неравенств
(3.2.2)–(3.2.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(3.4.2) функцию

ϕ(x) =

[
ln

u(x)

M̃(ρ)

]

+

ψp
r (x).

Используя неравенства (3.2.2)–(3.2.4), получим

∫

E(ρ)

1

u

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)dx +

∫

E(ρ)

uq ln(u/M̃(ρ))ψp
r (x)dx

6 γ

∫

E(ρ)

[
up−1g1(x) + u−1f1(x)

]
ψp

r (x)dx +
γ

ln ln(1/r)

∫

K(r)

[ln(u/M̃(ρ))]+
|x− x0| ln 1

|x−x0|

+

[∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

+ up−1g2(x) + f2(x)

]
ψp−1

r (x)dx

+ γ

∫

E(ρ)

ln
u

M̃(ρ)

[
h(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

+ g3(x)up−1 + f3(x)

]
ψp

r (x)dx, (3.4.15)

где K(r) =
{
r < |x− x0| < R(r)

}
.

В силу (3.4.6) и (3.4.13)

∫

E(ρ)

[
up−1g1(x) + u−1f1(x)

]
ψp

r (x)dx 6 γ
[
ρλ+δ + ρn−p+δ

]
. (3.4.16)
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В силу неравенства Юнга имеем

1

ln ln 1
r

∫

K(r)

[
ln

u

M̃(ρ)

]

+

|x− x0|−1 ln−1 1

|x− x0|
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1

ψp−1
r dx

6 1

4

∫

E(ρ)

1

u

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
rdx +

1

4

∫

E(ρ)

uq ln
u

M̃(ρ)
ψp

rdx

+ γ
1[

ln ln 1
r

]p

∫

K(r)

|x− x0|−p

[
ln

u

M̃(ρ)

]p(1− p−1
qp

)

+

[
ln

1

|x− x0|
]−p

dx.

(3.4.17)

Последнее слагаемое правой части (3.4.17) оценим, используя
(3.4.13). Получим

1[
ln ln 1

r

]p

∫

K(r)

|x− x0|−p

[
ln

u

M̃(ρ)

]p(1− p−1
qp

)

+

[
ln

1

|x− x0|
]−p

dx

6 γ
1[

ln ln 1
r

]p

∫ ρ

r

[
ln

1

|x− x0|
]− p−1

q−p+1

|x− x0|n−1−pd|x− x0|

6 γ
1[

ln ln 1
r

]p F1(r, ρ). (3.4.18)

Аналогично, используя (3.4.13), устанавливаем, что

γ

ln ln 1
r

∫

K(r)

ln u

M̃

ln 1
|x−x0| · |x− x0|

(
up−1g2(x) + f2(x)

)
dx

6 γ
1

ln ln 1
r

(
ρn−p + ρλ

)
. (3.4.19)

Кроме того, в силу (3.4.13)

∫

E(ρ)

ln
u

M̃(ρ)

[
g3(x)up−1 + f3(x)

]
ψp

r (x)dx

6 γ
[
ρn−p+δ + ρλ+δ

]
ln

1

ρ
. (3.4.20)
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Наконец, имеем
∫

E(ρ)

h(x) ln
u

M̃(ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

ψp
rdx

6 1

4

∫

E(ρ)

1

u

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
rdx + γρδ+λ lnp 1

ρ
. (3.4.21)

Собирая оценки (3.4.15)–(3.4.21), получим требуемое неравенство
(3.4.14). ¤

Определим функцию u(ρ)(x) и множество E(ρ, 4ρ) следующим обра-
зом:

u(ρ)(x) = min
{
[u(x)−M(4ρ)]+, M(ρ)−M(4ρ)

}
,

E(ρ, 4ρ) =
{
x : M(4ρ) < u(x) < M(ρ)

}
.

Лемма 3.4.3.Предположим, что выполнены условия теоремы 3.4.1
и справедливо неравенство (3.4.13). Тогда при 0 < ρ < R2 верна оценка

∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

dx 6 γM(ρ)ρλ+δ. (3.4.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(3, 3, 2) функцию

ϕ(x) = u(ρ)(x)ψp
r(x) при r ∈ (0, e−1), R(r) < ρ < R2.

Используя неравенства (3.4.2)–(3.4.4), получим
∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)dx +

∫

E(4ρ)

uq(x)u(ρ)(x)ψp
r (x)dx

6 γM(ρ)

∫

E(4ρ)

up−1(x)H1(x)ψp
r (x)dx

+ γM(ρ)

∫

E(4ρ)

up−1(x)H2(x)
∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣ψp−1
r (x)dx

+ γ

∫

E(4ρ)

u(ρ)(x)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣ψp−1
r (x)dx, (3.4.23)
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где H1(x) = g1(x) + f1(x) + hp(x) + g3(x) + f3(x) и H2(x) = g2(x) + f2(x).
Используя условия (3.4.5) и неравенство (3.4.13), устанавливаем, что

M(ρ)

∫

E(4ρ)

up−1(x)H1(x)ψp
r (x)dx

6 γM(ρ)

{ ∫

E(4ρ)

[
u(p−1)ψp

r (x)
] n

n−p+δ dx

}n−p+δ
n

6 M(ρ)

{∫ 4ρ

r

|x− x0|−(n−p−λ) n
n−p+δ

+n−1d|x− x0|
}n−p+δ

n

6 M(ρ)ρλ+δ. (3.4.24)

Далее,

M(ρ)

∫

E(4ρ)

up−1(x)H2(x)
∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣ψp−1
r (x)dx

6 γM(ρ)

{ ∫

E(4ρ)

[
up−1(x)

∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣ψp−1
r (x)dx

] n
n−p+1+δ

dx

}n−p+1+δ
n

6 γ
1

ln ln 1
r

M(ρ)

[∫ R(r)

r

(
|x− x0|−(n−p+1−λ) 1

ln 1
|x−x0|

) n
n−p+1+δ

× |x− x0|n−1d|x− x0|
]n−p+1+δ

n

6 γM(ρ)
[
R(r)

]λ+δ
, (3.4.25)

∫

E(4ρ)

u(ρ)(x)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣ψp−1
r (x)dx

6 1

2γ

∫

E(4ρ)

u(ρ)(x)uq(x)ψp
r (x)dx

+ γ

{ ∫

E(4ρ)

1

u

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)dx

} q(p−1)
qp−p+1

{ ∫

E(4ρ)

uρ(x)
∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣
p

dx

} q−p+1
qp−p+1

. (3.4.26)
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В силу определения ψr(x) имеем
∫

E(4ρ)

u(ρ)(x)
∣∣∣∂ψr

∂x

∣∣∣
p

dx

6 γM(ρ)

{ ∫ R(r)

r

|x− x0|n−1d|x− x0|(
ln 1

|x−x0|

)p |x− x0|p
} q−p+1

qp−p+1

6 γM(ρ)F2(r), (3.4.27)

где

F2(r) =





[
R(r)

](n−p) q−p+1
qp−p+1 , если q > n(p−1)

n−p
,

[
ln 1

R(r)

]−(n−p) q−p+1
qp−p+1

, если q = n(p−1)
n−p

. (3.4.28)

Собирая оценки (3.4.23)–(3.4.27) и используя лемму 3.4.2, получим
∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γM(ρ)ρλ+δ + γM(ρ)

[
R(r)

]λ+δ

+ γM(ρ)F2(r)

[(
ln ln

1

r

)−p

F1(r, ρ) + ρλ+δ lnp 1

ρ

] q(p−1)
qp−p+1

,

F2(r)

[(
ln ln

1

r

)−p

F1(r, ρ)

] q(p−1)
qp−p+1

6
[
ln

1

R(r)

]−(n−1) q−p+1
qp−p+1

[
ln

1

r

](2−n
p
)

q(p−1)
qp−p+1

=
[
ln

1

r

]−θ(n−1)(q−p+1)+(2−n
p )(p−1)

qp−p+1
. (3.4.29)

Последнее равенство в (3.4.29) получено в силу определения R(r).
Выберем теперь θ ∈ (0, 1) из условий

−θ(n− 1)(q − p + 1) + (2− n

p
)q(p− 1) < 0, если q =

n(p− 1)

n− p
,

θ =
1

2
, если q >

n(p− 1)

n− p
.
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Возможность выбора такого θ следует из того, что при q = n(p−1)
n−p

и p < n

(2− n

p
)q(p− 1) < q(p− 1) = q =

n(p− 1)2

n− p

< q =
(n− 1)p(p− 1)

n− p
= (n− 1)(q − p + 1).

Переходя в (3.4.29) к пределу при r → 0, получим
∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γM(ρ)ρλ+δ,

что и доказывает лемму. ¤

3.4.4. Доказательство теоремы 3.4.1. Аналогично неравенству
(3.4.8) доказывается

max
{
[u(x)−M(2ρ)]p, ρ < |x| < 2ρ

}

6 σ−
np
δ ρ−n

∫

E(2ρ)

[
u(x)−M(2ρ)

]p
ϕp

ρ,σ(x)dx, (3.4.30)

где ϕρ,σ(x) определена в подразделе 3.4.3. Полагая σ = 1/2, из (3.4.30) и
леммы 3.4.3 получим

[
M(ρ)−M(2ρ)

]p 6 γρ−n

∫

E(2ρ)

[
u(x)−M(2ρ)

]p
ϕp(x)dx

= γρ−n

∫

E( ρ
2
,2ρ)

min p
{
u(x)−M(2ρ), M(ρ/2)−M(2ρ)

}
dx

6 γρ−n+p

∫

E( ρ
2
,2ρ)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

dx 6 γρ−n+p+λ+δM(ρ) 6 γρ−
n−p−λ

p−1
p+δ. (3.4.31)

Таким образом, установлены оценки

M(ρ)−M(2ρ) 6 γ
(1

ρ

)n−p−λ
p−1

− δ
p
, если

n− p− λ

p− 1
>

δ

p
, (3.4.32)

M(ρ)−M(2ρ) 6 γ, если
n− p− λ

p− 1
6 δ

p
. (3.4.33)
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Из (3.4.32) следует

M(ρ) 6 M
(R2

2

)
+ γ

(1

ρ

)n−p−λ
p−1

− δ
p
, если

n− p− λ

p− 1
>

δ

p
, (3.4.34)

а из (3.4.33) вытекает

M(ρ) 6 M
(R2

2

)
+ ln

1

ρ
, если

n− p− λ

p− 1
6 δ

p
. (3.4.35)

Из теоремы 3.4.2 следует, что справедливо неравенство (3.4.13) с

λ = 0, если q =
n(p− 1)

n− p
,

λ =
n− p

p− 1
− p

q − p + 1
> 0, если q >

n(p− 1)

n− p
. (3.4.36)

Неравенства (3.4.34) и (3.4.35), гарантируют последовательное улуч-
шение оценки (3.4.13) с увеличением на каждом шаге λ на δ/p до тех
пор, пока n− p− λ остается положительным. Таким образом, стартуя с
неравенства (3.4.13) со значением λ, определенным равенствами (3.4.36)
после конечного числа шагов, в силу (3.4.34), (3.4.35) получим

∣∣u(x)
∣∣ 6 γ ln

1

|x− x0| , при 0 < |x− x0| < R2/2. (3.4.37)

Теперь уравнение (3.4.1) запишем в виде

−
n∑

i=1

d

dxi

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
+ ã0

(
x, u,

∂u

∂x

)
= 0, (3.4.38)

где ã0(x, u, ξ) = a0(x, u, ξ) + g̃(x), где g̃(x) = g(x, u(x)).
Для коэффициентов уравнения (3.4.38) выполнены условия (3.2.2)–

(3.2.5). Таким образом, теорема 3.4.1 следует из теоремы 3.2.1. ¤



ГЛАВА 4

УСТРАНИМОСТЬ ОСОБЕННОСТЕЙ РЕШЕНИЙ
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

4.1. Введение

В данной главе изучается вопрос об устранимости изолированной
особенности решений квазилинейных параболических уравнений.

Пусть n > 3, Ω – ограниченное открытое множество в Rn, ΩT =
Ω × (0, T ), Ω◦

T = ΩT \ {(0, 0)}. Рассмотрим следующие модельные пара-
болические уравнения

∂u

∂t
−∆pu + gu|u|p−2 = f в Ω◦

T , p > 2, (4.1.1)

∂u

∂t
−∆pu + u|u|q−1 = f в Ω◦

T , q > p− 1. (4.1.2)

Кроме того предполагаем, что

u(x, 0) = 0 при x ∈ Ω \ {0}. (4.1.3)

Вопрос об устранимости особенностей для решений общих параболиче-
ских уравнений вида (4.1.1) при p = 2, удовлетворяющих начальному
условию (4.1.3) был изучен Аронсоном [7, 8], Аронсоном, Серриным [9]
при g, f ∈ Lq,r(ΩT ), n

q
+ 2

r
< 2.

Ими было получено достаточное условие устранимости изолированной
особенности

u(x, t) = o((|x|+ t1/2)−n).

Для уравнения ut − ∆u + uq = 0, Брезис и Фридман [30] доказали, что
при q > 1+2/n, изолированная особенность всегда устранима. Многими
авторами изучался вопрос об устранимости изолированных особенностей
для параболических уравнений вида (4.1.1), (4.1.2) (см., например, [31,
51, 55–58, 95, 96]). Большинство из них рассматривали уравнения спе-
циального вида. Обзор этих результатов имеется в монографии Верона
[134].
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В работах [100, 122] были получены точные условия устранимости
изолированной особенности для общих уравнений вида (4.1.1), (4.1.2).
Изложение результатов этих работ составляет существенную часть со-
держания данной главы. В разделе 4.2 излагаются результаты статьи
[100] и доказывается точное условие устранимости изолированной осо-
бенности для решений общих квазилинейных параболических уравнений
вида (4.1.1). В разделе 4.3 изложены результаты работы [122] и дока-
зывается точное условие устранимости изолированной особенности для
решений общих квазилинейных параболических уравнений вида (4.1.2).

4.2. Устранимость изолированных особенностей

4.2.1. Формулировка предположений и основных результатов.
Пусть Ω – открытое ограниченное множество в Rn, ΩT = Ω × [0, T ),
{0} ∈ Ω, t0 ∈ [0, T ). Рассмотрим уравнение

∂u

∂t
−

n∑
i=1

d

dxi

ai(x, t, u,
∂u

∂x
) = a0(x, t, u,

∂u

∂x
), (4.2.1)

(x, t) ∈ ΩT \ {(0, t0)}.
Будем рассматривать два случая: t0 = 0 или t0 > 0.
В первом случае дополнительно предполагаем, что

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω \ {0}. (4.2.2)

Предполагаем также, что функции ai(x, t, u, ξ) i = 0, 1, . . . , n, опре-
делены при (x, t, u, ξ) ∈ Ω × (0, T ) × R × Rn, удовлетворяют условию
Каратеодори и с некоторыми положительными постоянными c1, c2 вы-
полнены неравенства

n∑
i=1

ai(x, t, u, ξ)ξi > c1|ξ|p − g1(x, t)|u|p − f1(x, t), p > 2, (4.2.3)

|ai(x, t, u, ξ)| 6 c2|ξ|p−1 + g2(x, t)|u|p−1 + f2(x, t), i = 1, . . . , n, (4.2.4)

|a0(x, t, u, ξ)| 6 h(x, t)|ξ|p−1 + g3(x, t)|u|p−1 + f3(x, t), (4.2.5)

с неотрицательными функциями h(x, t), gi(x, t), fi(x, t), i = 1, 2, 3,
такими, что H(x, t) ∈ Lr0(0, T ; Lq0(Ω)),

p + n(p− 2)

r0

+
n

q0

= p(1− δ), r0 > 1, q0 > 1,
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H(x, t) = 1 + hp(x, t) + f1(x, t) + [f2(x, t)]p/(p−1)

+ f3(x, t) + g1(x, t) + [g2(x, t)]p/(p−1) + g3(x, t). (4.2.6)

Под решением задачи (4.2.1), (4.2.2) понимаем функцию u(x, t), та-
кую, что

u(x, t)ϕ(x, t) ∈ V 2,p(ΩT ) = C(0, T ; L2(Ω)) ∩ Lp(0, T ; W 1,p(Ω))

и справедливо интегральное тождество

I(u, ϕ) ≡
∫

Ω

u(x, τ)ϕ(x, τ)dx

+

τ∫

0

∫

Ω

{
− u

∂ϕ

∂t
+

n∑
i=1

ai(x, t, u,
∂u

∂x
)
∂ϕ

∂xi

− a0(x, t, u,
∂u

∂x
)ϕ

}
dxdt = 0, (4.2.7)

где ϕ(x, t) ∈ V 2,p(ΩT ) произвольная функция, такая, что ∂ϕ/∂t ∈ L2(ΩT );
ϕ(x, t) ≡ 0 при (x, t) ∈ {(0, 0)} ∪ {∂Ω × (0, T )}, τ – произвольное число,
τ ∈ (0, T ].

В дальнейшем, без ограничения общности считаем, что ∂u/∂t ∈
L2(ΩT ), так как в противном случае, можно, аналогично [38] рассмот-
реть cтекловское среднее.

Положим

D(r) =

{
(x, t) :

( |x|
r

)p

+
t

rp+n(p−2)
6 1

}
,

пусть R0 – достаточно малое число такое, что D(R0) ⊂ ΩT , и

M(r) = sup{|u(x, t)| : (x, t) ∈ D(R0) \D(r)}.
Основным результатом данного раздела является следующая теорема.

Теорема 4.2.1. Пусть выполняются условия (4.2.3)–(4.2.6), и пред-
положим, что u(x, t) – решение уравнения (4.2.1), удовлетворяющее на-
чальному условию (4.2.2). Предположим также, что выполняется ра-
венство

lim
r→0

M(r)rn = 0. (4.2.8)
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Тогда особенность в точке {(0, 0)} устранима.

Теорема 4.2.1 вытекает из следующего результата.

Теорема 4.2.2. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 4.2.1. Тогда справедливо неравенство

M(r) 6 γrα−n, с некоторым α > 0. (4.2.9)

В случае, если (0, t0) – внутренняя точка ΩT , рассмотрим

D̃(r) =

{
(x, t) :

( |x|
r

)p

+
|t− t0|

rp+n(p−2)
6 1

}
,

M̃(r) = sup{|u(x, t)|, (x, t) ∈ D̃(R0) \ D̃(r)}.

Теорема 4.2.3. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 4.2.1, и пусть

lim
r→0

M̃(r)rn = 0. (4.2.10)

Тогда особенность в точке (x0, t0) ∈ ΩT устранима.

Отметим, что из теоремы 4.2.2 следует неравенство

sup

{
|u(x, t)|, (x, t) ∈ D

(
R0

2

)}
6 γ.

Используя это неравенство, стандартными рассуждениями (см., напри-
мер [100]), из теоремы 4.2.2 получим теорему 4.2.1.

4.2.2.Интегральные оценки решения. Пусть ω(s) ∈ C∞(R), ω(s) = 0
при s 6 1, ω(s) = 1 при s > 2p, 0 6 dω(s)/ds 6 γ и 0 6 ω(s) 6 1 для
s ∈ R.

Положим
ηr(x, t) = ω

(( |x|
r

)p
+

t

rp+n(p−2)

)
.

В дальнейшем предполагаем, что

lim
r→0

M(r) = ∞.

Зафиксируем число R1 из интервала (0, R0) такое, что M(R1) > 1 и
положим для r ∈ (0, R1]

M∗(r) =
1

rn
max

{
M(ρ)ρn : r 6 ρ 6 R1

}
+ 1.
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Определим функцию uR(x, t) при R ∈ (0, R1) и множество E(R) ра-
венствами

uR(x, t) =
(
u(x, t)−M(R)

)
+
, (x, t) ∈ D(R),

uR(x, t) = 0 при (x, t) ∈ ΩT \D(R),

E(R) =
{
(x, t) ∈ D(R) : u(t, x) > M(R)

}
.

Лемма 4.2.1. Предположим, что выполняются условия теоремы
4.2.1. Тогда

sup
0<t<T

∫

Ω

u2
R(x, t)ηp

r (x, t)dx

+

∫ ∫

E(R)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηp
r (x, t)dxdt 6 γM(r)

[
M∗(r)rn

]p−1
. (4.2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(4.2.7) функцию

ϕ(x, t) = uR(x, t)ηp
r(x, t) при 0 < r < R < R1.

Используя неравенства (4.2.3)–(4.2.5), получим

sup
0<τ<T

∫

Ω

u2
R(x, τ)ηp

r (x, τ)dx +

∫ ∫

E(R)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηp
r (x, t)dxdt

6 γ

∫ ∫

E(R)

{
u2

R(x, t)
∣∣∣∂ηr(x, t)

∂t

∣∣∣ + up(x, t)H(x, t)ηp
r (x, t)

+ up
R(x, t)

∣∣∣∂ηr(x, t)

∂x

∣∣∣
p
}

dxdt, (4.2.12)

где H(x, t) определена в (4.2.6).
Используя условия (4.2.6), получим
∫ ∫

E(R)

up(x, t)H(x, t)ηp
r (x, t)dxdt 6 γM(r)

[
M∗(r)rn

]p−1
. (4.2.13)

Теперь, оценивая u(t, x) через M(r) в правой части (4.2.13) из (4.2.12)
и (4.2.13) получим (4.2.11). ¤
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Предположим в дальнейшем, что r, ρ и R удовлетворяют условиям

0 < r < ρ < R 6 R1/2, M(ρ) > 2M(R),

и определим

ΦρR(u) = min
{
uR(x, t),M(ρ)−M(R)

}
,

E(ρ,R) =
{
(x, t) ∈ ΩT : 0 < uR(x, t) < M(ρ)−M(R)

}
.

Лемма 4.2.2. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 4.2.1. Тогда

sup
0<τ<T

∫

Ω

Φ2
ρR

(
u(x, τ)

)
ηp

r(x, τ)dx +

∫ ∫

E(ρ,R)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηp
r (x, t)dxdt

6 γ
[
M(ρ)−M(R)

]{
M(r)rn

[
M∗(r)rn

]p−1
)(p−1)/p

+
(
M(ρ)−M(R)

)−λ1
[
M∗(r)rn

]p−1+λ1

+

∫ ∫

E(ρ)

h(x, t)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1

ηp
r (x, t)dxdt

}
, (4.2.14)

где λ1 = nδ/2p.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество

(4.2.7) функцию
ϕ(x, t) = ΦρR

(
u(x, t)

)
ηp

r (x, t).

Имеем
∫ τ

0

∫

Ω

∂u

∂t
ϕ(x, t)dxdt

∫

Ω

GρR

(
u(x, τ)

)
ηp

r (x, τ)dx

− p

∫ τ

0

∫

Ω

GρR

(
u(x, t)

)
ηp−1

r (x, t)
∂ηr(x, τ)

∂t
dxdt,

где

GρR(u) =
1

2
min

{
u2

R,
[
M(ρ)−M(R)

]2}
+

(
M(ρ)−M(R)

)
uρ.



4.2. Устранимость изолированных особенностей 263

Используя неравенства (4.2.3)–(4.2.5), получим

sup
0<τ<T

∫

Ω

Φ2
ρR

(
u(x, τ)

)
ηp

r(x, τ)dx

+

∫ ∫

E(ρ,R)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηp
r (x, t)dxdt 6 γ

{[
M(ρ)−M(R)

](
M(r)rn

+

∫ ∫

E(ρ)

h(x, t)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1

ηp
r(x, t)dxdt + I1 + I2

)
+ I3

}
, (4.2.15)

где

I1 =

∫ ∫

E(R)

{∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1

+
[
H(x, t)

] p−1
p up−1(x, t)

}
ηp−1

r (x, t)
∣∣∣∂ηr

∂x

∣∣∣dxdt,

I2 =

∫ ∫

E(ρ)

H(x, t)up−1(x, t)ηp
r (x, t)dxdt,

I3 =

∫ ∫

E(ρR)

H(x, t)up(x, t)ηp
r (x, t)dxdt.

Используя условия (4.2.6) устанавливаем, что
∫ ∫

D(R0)

H(x, t)
∣∣u(x, t)

∣∣p−1+λ1dxdt 6 γ
[
M∗(r)rn

]p−1+λ1 , (4.2.16)

∫ ∫

E(R)

[
H(x, t)

](p−1)/p
∣∣∣∂ηr

∂x

∣∣∣dxdt 6 γr(n+δ)(p−1)+1. (4.2.17)

Тогда получим

I2 6 γ
(
M(ρ)−M(R)

)−λ1
[
M∗(r)rn

]p−1+λ1 , (4.2.18)

I3 6 γ
(
M(ρ)−M(R)

)1−λ1
[
M∗(r)rn

]p−1+λ1 . (4.2.19)

Интеграл I1 оценим, используя неравенство Гельдера, лемму 4.2.1 и
(4.2.17). Получим

I1 6
{∫ ∫

E(R)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηp
r (x, t)dxdt

}(p−1)/p{∫ ∫

E(R)

∣∣∣∂ηr

∂x

∣∣∣
p

dx

}1/p

+ γMp−1(r)r(n+δ)(p−1) 6 γ
{[

M(r)rn
][

M∗(r)rn
]p−1

}(p−1)/p

. (4.2.20)
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Теперь, собирая неравенства (4.2.15)–(4.2.20), получим требуемое нера-
венство (4.2.14). ¤

Лемма 4.2.3. Пусть выполняются все предположения теоремы
4.2.1. Тогда

∫ ∫

E(R)

u−q
R (x, t)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηp
r (x, t)dxdt 6 γ

[
M(ρ)−M(R)

]−λ

×
{(

M(r)rn
[
M∗(r)rn

]p−1) p−1
p +

[
M(ρ)−M(R)

]−λ1
[
M∗(r)rn

]p−1+λ1
}

,

(4.2.21)

где q = 1 + λ2, λ2 = nδ/2p2, λ1 определено в лемме 4.2.2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(4.2.7) функцию

ϕ(x, t) =
{[

M(ρ)−M(R)
]1−q −max

[
uR(x, t), M(ρ)−M(R)

]1−q
}

ηp
r (x, t).

Имеем
∫ τ

0

∫

Ω

∂u

∂t
ϕ(x, t)dxdt > −γM(r)

[
M(ρ)−M(R)

]1−q
rn. (4.2.22)

Далее, используя неравенства (4.2.3)–(4.2.5), получим

∫ ∫

E(R)

u−q
R (x, t)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηp
r (x, t)dxdt 6 γM(r)

[
M(ρ)−M(R)

]1−q
rn

+ γ

∫ ∫

E(R)

up−q(x, t)H(x, t)ηp
r (x, t)dxdt

+ γ
(
M(ρ)−M(R)

)p−pq
∫ ∫

E(R)

uq(p−1)(x, t)H(x, t)ηp
r (x, t)dxdt

+ γ
(
M(ρ)−M(R)

)1−q
∫ ∫

E(R)

[∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1

+
[
H(x, t)

] p−1
p up−1(x, t)

]
ηp−1

r (x, t)
∣∣∣∂ηr

∂x

∣∣∣dxdt. (4.2.23)
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Используя неравенства (4.2.16) и (4.2.17), находим, что

∫ ∫

E(ρ)

uq(p−1)(x, t)H(x, t)ηp
r (x, t)dxdt

=

∫ ∫

E(ρ)

up+1+λ1−λ2(x, t)H(x, t)ηp
r (x, t)dxdt

6 γ
(
M(ρ)−M(R)

)−λ2
[
M∗(r)rn

]p−1+λ1 . (4.2.24)

Аналогичным образом оцениваются слагаемые правой части (4.2.24). ¤
Лемма 4.2.4. С некоторым λ > 0 справедливо неравенство

sup
0<τ<T

∫

Ω

Φ2
ρR

(
u(x, τ)

)
ηp

r(x, τ)dx +

∫ ∫

E(ρ,R)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ηp
r (x, t)dxdt

6 γ
[
M(ρ)−M(R)

]{(
M(r)rn

[
M∗(r)rn

]p−1) p−1
p

+
(
M(ρ)−M(R)

)−λ[
M∗(r)rn

]p−1+λ
}

. (4.2.25)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя неравенство Юнга, получим

∫ ∫

E(R)

h(x, t)
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p−1

ηp
r (x, t)dxdt

6
∫ ∫

E(ρ)

{[
M(ρ)−M(R)

]λ2u−q
R (x, t)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

+
[
M(ρ)−M(R)

]λ2−λ1H(x, t)u
q(p−1)
R (x, t)

}
ηp

r(x, t)dxdt

6 γ
{(

M(r)rn
[
M∗(r)rn

]p−1) p−1
p

+
(
M(ρ)−M(R)

)−λ[
M∗(r)rn

]p−1+λ1
}

. (4.2.26)

Теперь требуемый результат следует из (4.2.26) и леммы 4.2.2. ¤
Замечание 4.2.1. Переходя в (4.2.25) к пределу при r → 0 и ис-
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пользуя условие (4.2.8) и определение M∗(r), из (4.2.25) получим

sup
0<τ<T

∫

Ω

Φ2
ρR

(
u(x, τ)

)
ηp

r(x, τ)dx

+

∫ ∫

E(ρ,R)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

dxdt 6 γ
[
M(ρ)−M(R)

]1−λ
. (4.2.27)

4.2.3. Поточечная оценка решения. Определим последовательности
чисел

ρi = ρ/2(1 + 2−i), αi = 2−i−1/(1 + 2−i), i = 0, 1, 2 . . .

и последовательность функций

ϕi(x, t) = ωi

(( |x|
ρi

)p

+
t

ρ
p+n(p−2)
i

)[
1− ηR(x, t)

]
, i = 0, 1, 2... .

Фигурирующая здесь функция ηR(x, t) определена в предыдущем под-
разделе, а функции ωi(s) : R→ R определяются равенством

ωi(s) = α−p
i min

{
[s− (1− αi)

p]+, 1
}
.

Так определенные функции ϕi(x, t) удовлетворяют следующим услови-
ям:

ϕi(x, t) = 0 при (x, t) ∈ D(ρ),

ϕi(x, t) = 1 при (x, t) ∈ D(R) \D(ρ),

∣∣∣∂ϕi(x, t)

∂x

∣∣∣ 6 γ
2ip

ρ
,

∣∣∣∂ϕi(x, t)

∂t

∣∣∣ 6 γ
2ip

ρp+n(p−2)
.

Подставим в интегральное тождество (4.2.7) функцию

ϕ(x, t) =
{
[uR(x, t)]2 + 1

}l
uR(x, t)ϕm+p

i (x, t), l,m > 0.



4.2. Устранимость изолированных особенностей 267

Используя неравенства (4.2.3)–(4.2.5), получим

sup
0<τ<T

∫

Ω

[
u2

R(x, τ) + 1
]l+1

ϕm+p
i (x, τ)dx

+

∫ ∫

ΩT

[
u2

R(x, t) + 1
]l

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ϕm+p
i (x, t)dxdt

6 γ(l + m + 1)p+1

∫ ∫

ΩT

{[
u2

R(x, t) + 1
]l+1

∣∣∣∂ϕi(x, t)

∂t

∣∣∣

+
[
u2

R(x, t) + 1
]l+ p

2

(∣∣∣∂ϕi(x, t)

∂x

∣∣∣
p

+ H(x, t)

)}
ϕm

i (x, t)dxdt. (4.2.28)

Используя условия (4.2.6), оценим
∫ ∫

ΩT

{[
u2

R(x, t) + 1
]l+1

∣∣∣∂ϕi

∂t

∣∣∣

+
[
u2

R(x, t) + 1
]l+ p

2

(∣∣∣∂ϕi(x, t)

∂x

∣∣∣
p

+ H(x, t)

)}

× ϕm
i (x, t)dxdt 6 γ2ip2

[
M∗

(ρ

2

)]p−2

ρ−δp

×
{ ∫ τ

0

[ ∫

Ω

([
u2

R(x, t) + 1
]l+1

ϕm
i (x, t)

)q′0
dx

] r′0
q′0

dt

} 1
r′0

. (4.2.29)

Обозначим

Ii(l,m) =

{ ∫ τ

0

[ ∫

Ω

([
u2

R(x, t) + 1
]l+1

ϕm
i (x, t)

)q′0
dx

] r′0
q′0

dt

} 1
rq0

, (4.2.30)

k1 =
(
pδ +

n(p− 1)

r0

)[
n + pδ +

n(p− 2)

r0

]−1

=

(
r′0
q′0
− n− p

n

)(
r′0
q′0

+
p

n

)−1

,

l1 = (l + 1)k1 − p− 2

2r′0
k1,
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l2 = (l + 1)(1− k1) +
p− 2

2r′0
k1,

p1 =
p2

p2 − 1
, p2 =

nr′0
q′0(n− p)

, m1 = mk1, m2 = m(1− k1).

Используя теорему вложения, устанавливаем, что

Ii(l,m) 6 γ2
ip2

r′0 (l + m + 1)
p

r′0

× sup
0<t<T

{ ∫

Ω

([
u2

R(x, t) + 1
]l1ϕm1

i (x, t)
)p1q′0

dx

} 1
p1q′0

×
{ ∫ ∫

ΩT

([
u2

R(x, t) + 1
]l2r′0− p

2

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ϕ
m2r′0
i (x, t)

+
1

ρp

[
u2

R(x, t) + 1
]l2r′0ϕ

m2r′0−p
i (x, t)

)
dxdt

} 1
r′0

. (4.2.31)

Используя (4.2.28), (4.2.29), из (4.2.31) получим

Ii(l,m) 6 γi(l+m+1)p3

{[
M∗

(ρ

2

)]p−2
1

ρδp
Ii(l1p1q

′
0−1, m1p1q

′
0−p)

} 1
p1q′0

+ 1
r′0

,

(4.2.32)

где p3 = p
r′0

+ (p + 1)
[

1
p1q′0

+ 1
r′0

]
.

Положим
k = r′0(1− k1) =

n

n + pδ + (p−2)n
r0

и определим последовательности {lj}, {mj} равенствами

lj =

[
l0 + 1 +

p− 2

2r′0
· k

1− k

]
k
−j − p− 2

2r′0
· k

1− k
− 1,

l0 =
p

2
− 1 +

pδ

n
+

p− 2

2r′0
,

mj =

[
m0 +

p

1− k

]
k
−j − p

1− k
,

m0 = p +
p2δ

n
+

p(p− 2)

r0

.
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Тогда неравенство (4.2.32) перепишется в виде

Ii(lj,mj) 6 γiγj(l + m + 1)p3

{[
M∗

(ρ

2

)]p−2
1

ρδp
Ii(lj−1, mj−1)

}k

. (4.2.33)

Итерируя (4.2.33) по j, получим

[
M(ρi)−M(R)

]2(l0+1+ p−2

2r′0
· k
1−k

) 6 γ

{[
M∗

(ρ

2

)]p−2
1

ρδp

} 1
1−k

Ii(l0,m0).

(4.2.34)
Используя неравенство Гельдера, теорему вложения и замечание 4.2.1,
оценим правую часть (4.2.34). Имеем для

vi+1(x, t) = min
{
uR(x, t), M(ρi+1)−M(R)

}
,

Ii(l0,m0) =

{ ∫ T

0

[ ∫

Ω

((
v2

i+1 + 1
) p

2
+ p

n
δ+ p−2

2r0 ϕ
p+ p2δ

n
+

p(p−2)
r0

i

)q′0
dx

] r′0
q′0

dt

} 1
r′0

6 sup
0<t<T

{∫

Ω

[
v2

i+1 + 1
]
ϕp

i (x, t)dx

} 1
q′0
−n−p

nr′0 ·
{ ∫ ∫

ΩT

(∣∣∣∂vi+1

∂x

∣∣∣
p

ϕp
i

+ (1 + vi+1)
p
∣∣∣∂ϕi

∂x

∣∣∣
p
)

dxdt

} 1
r′0 6 γ

ip2

r′0
[
M(ρi+1)−M(R)

](1−λ)
(

1
q′0

+ p

nr′0

)
.

(4.2.35)

Из (4.2.34), (4.2.35) и замечания 4.2.1 выводим, что

[
M(ρi)−M(R)

]2(l0+1+ p−2

2r′0
k

1−k
)

6 ρ
−n(p−2)+δp

1−k

[
M(ρi+1)−M(R)

](1−λ)
(

1
q′0

+ p

nr′0

)
. (4.2.36)

Перепишем неравенство (4.2.36) в виде

M(ρi)−M(R) 6 γiρ−a1
[
M(ρi+1)−M(R)

]a2 , (4.2.37)

где

a1 =

[
n(p− 2) + δp

]
r′0

2(l0 + 1)r′0(1− k) + (p− 2)k
,

a2 =
1− λ

2

(
1

q′0
+

p

nr′0

)(
l0 + 1 +

p− 2

2r′
· k

1− k

)−1

.
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Так как

l0 + 1 +
p− 2

2r′0
· k

1− k
= 1 +

pδ

n
+

p− 2

r0

+
p− 2

2r′0
· k

1− k
,

1

q′0
+

p

nr′0
= 1 +

pδ

n
+

p− 2

r0

,

то a2 < 1.
Итерируя неравенство (4.2.37), получим

M(ρ1)−M(R) 6 γρ
− a1

1−a2 . (4.2.38)

Обозначим
∆ =

pδ

n
+

p− 2

r0

.

Тогда

a1(1− λ)

1− λ− a2

=
n
(
∆ + p−2

r′0

)
(1 + ∆)

∆
[
1 + ∆ + p−2

r′0
· 1+∆

∆

] = n. (4.2.39)

Поэтому
a1

1− a2

6 n− γ. (4.2.40)

Это доказывает теорему 4.2.2.

4.3. Устранимость изолированных особенностей решений
квазилинейных параболических уравнений
с абсорбцией

4.3.1. Формулировка предположений и основных результатов. Рас-
смотрим уравнение

∂u

∂t
−

n∑
i=1

d

dxi

ai

(
x, t, u,

∂u

∂x

)
+ g(x, t, u) = a0

(
x, t, u,

∂u

∂x

)
, (4.3.1)

(x, t) ∈ ΩT \ {(0, 0)}.
Предполагаем, что ai(x, t, u, ξ) i = 0, 1, . . . , n, удовлетворяют услови-

ям (4.2.3)–(4.2.6), g(x, t, u) удовлетворяет условиям Каратеодори и спра-
ведливы неравенства

g(x, t, u) signu > c1|u|q − f(x, t), q > p− 1 +
p

n
,

|g(x, t, u)| 6 c2|u|q + f(x, t), (4.3.2)
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f(x, t) ∈ Lr0
(
0, T ; Lq0(Ω)

)
, где r0 и q0 удовлетворяют условию (4.2.6).

Под решением задачи (4.3.1), (4.2.2) понимаем функцию u(x, t), та-
кую, что

u(x, t)ϕ(x, t) ∈ V 2,p(ΩT ) ∩ Lq+1(ΩT ),

и справедливо тождество
∫

Ω

u(x, τ)ϕ(x, τ)dx +

∫ τ

0

∫

Ω

{
− u

∂ϕ

∂t
+

n∑
i=1

ai

(
x, t, u,

∂u

∂x

)
∂ϕ

∂xi

+ g(x, t, u)ϕ− a0

(
x, t, u,

∂u

∂x

)
ϕ
}

dxdt = 0, (4.3.3)

где ϕ(x, t) ∈ V 2,p(ΩT ) произвольная функция, такая, что ∂ϕ
∂t
∈ L2(ΩT ),

ϕ(x, t) ≡ 0 при (x, t) ∈ {(0, 0)} ∪ ∂Ω× (0, T )}, τ – произвольное число из
интервала (0, T ].

Основной результат данного раздела – следующая теорема.

Теорема 4.3.1. Пусть u(x, t) – решение уравнения (4.3.1), удовле-
творяющее начальному условию (4.2.2). Предположим также, что вы-
полняются условия (4.2.3)–(4.2.6) и (4.3.2). Тогда особенность u(x, t) в
точке {(0, 0)} устранима.

При доказательстве теоремы 4.3.1 будем использовать следующий
результат.

Теорема 4.3.2. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 4.3.1. Тогда справедлива оценка

∣∣u(t, x)
∣∣ 6 γ

[
|x|p+n(p−2) + t

]− 1
q−1

, (4.3.4)

при 0 < |x|p+n(p−2) + t 6 R
p+n(p−2)
0 , где R0 – достаточно малое число,

(x, t) ∈ ΩT .

4.3.2. Доказательство теоремы 4.3.2. Пусть

R0 <
1

2
min

{
1, dist(0, ∂Ω), T 1/λ

}
, λ =

p(q − 1)

q − p + 1
,

для 0 < r < R0 обозначим

D(r) =

{
(x, t) :

( |x|
r

)p

+
t

rλ
6 1

}
,

M(r) = sup
{|u(x, t)| : (x, t) ∈ D(R0) \D(r)

}
.
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В дальнейшем предполагаем, что lim
r→0

M(r) = ∞. Поэтому считаем, что

M(R0) > 1.

Определим при 0 < ρ < R0 и σ ∈ (
0, 1/2

)
функцию

ϕσρ(x, t) = ωσ

(( |x|
ρ

)p

+
t

ρλ

)
,

где ωσ(s) : R → R – функция класса C∞(R) такая, что ω6(s) = 1 при
1 6 s 6 2, ω6(s) = 0 вне интервала 1− σ 6 s 6 2 + σ,

∣∣∣dωσ(s)/ds
∣∣∣ 6 γσ−1.

Определим uR(x, t) =
(
u(x, t)−M(R)

)
+
.

Лемма 4.3.1. Предположим, что выполняются условия теоремы
4.3.1. Тогда при 0 < σ < 1/2, 0 < ρ < R и 0 < R < R0 справедлива оценка

ess sup
0<τ<T

∫

Ω

u2
R(x, τ)ϕp

σρ(x, τ)dx +

∫ ∫

ΩT

∣∣∣∂uR(x, t)

∂x

∣∣∣
p

ϕp
σρ(x, t)dxdt

+

∫ ∫

ΩT

uq+1
R (x, t)ϕp

σρ(x, t)dxdt

6 γσ−p
{
M2(p− σρ)ρn + Mp(ρ− σρ)ρn−p+λ

}
. (4.3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тожде-
ство (4.3.3) функцию ϕ(x, t) = uR(x, t)ϕp

ρσ(x, t). Используя неравенства
(4.2.3)–(4.3.3), получим

ess sup
0<τ<T

∫

Ω

u2
R(x, τ)ϕp

σρ(x, τ)dx +

∫ ∫

ΩT

∣∣∣∂uR(x, t)

∂x

∣∣∣
p

ϕp
σρ(x, t)dxdt

+

∫ ∫

ΩT

uq+1
R (x, t)ϕp

σρ(x, t)dxdt 6 γ

∫ ∫

ΩT

{
u2

R(x, t)
∣∣∣∂ϕσρ

∂t

∣∣∣ϕp−1
σρ (x, t)dxdt

+ up
R(x, t)

∣∣∣∂ϕσρ

∂t

∣∣∣ + H(x, t)
∣∣u(x, t)

∣∣pϕp−1
σρ (x, t)

}
dxdt. (4.3.6)

Отсюда, используя условия (4.2.6), получим (4.3.5). ¤
Лемма 4.3.2. Пусть выполняются все условия теоремы 4.3.1. То-

гда
M(ρ) 6 γρ−p/(q−p+1) при 0 < ρ < R1 < R0/2. (4.3.7)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в (4.3.3)

ϕ(x, t) =
[
uR(x, t)

]m
ϕs

σρ(x), m, s > 0.

С помощью рассуждений, аналогичных изложенным в подраделе 4.2.3,
используя лемму 4.3.1, получим требуемую оценку. ¤

Из неравенства (4.3.7) вытекает, что

∣∣u(x, t)
∣∣ 6 γ

(
|x|+ t1/λ

)−p/(q−p+1)

(4.3.8)

при 0 < |x|+ t1/λ < R1 < R0/2.
Оценка (4.3.8) влечет за собой следующее неравенство

sup
{|u(x, t)| : ρp+n(p−2) < |x|p+n(p−2) + t < R

p+n(p−2)
1

}

6 γρ
p+n(p−2)

q−1 . (4.3.9)

В самом деле, если
|x|p+n(p−2) + t > ρp+n(p−2), (4.3.10)

то возможны два варианта

1) |x|p+n(p−2) > t, 2) |x|p+n(p−2) 6 t.

В первом случае в силу из (4.3.10) имеем 2|x|p+n(p−2) > ρp+n(p−2).
Тогда из (4.3.8) получаем

∣∣u(x, t)
∣∣ 6 γρ−

p
q−p+1 6 γρ−

p+n(p−2)
q−p+1 . (4.3.11)

Во втором случае в силу условия (4.3.2) и (4.3.10) имеем 2t > ρp+n(p−2),
и неравенство (4.3.8) влечет

∣∣u(x, t)
∣∣ 6 γρ−

p
q−p+1

· p+n(p−2)
λ = γρ−

p+n(p−2)
q−1 . (4.3.12)

Теперь из неравенства (4.3.9) следует неравенство (4.3.3), что м доказы-
вает теорему 4.3.2.

4.3.3. Интегральные оценки решения. Определим при r ∈ (0, R1)
функцию

ψr(x, t) = ψ̃r(|x|p+n(p−2) + t), (4.3.13)
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где ψ̃r(s) : R→ R функция, удовлетворяющая условиям

ψ̃r(s) = 0 при s 6 rp+n(p−2),

ψ̃r(s) = 1 при s > R(r),

ψ̃r(s) =
1

(1− θ) ln ln 1
rp+n(p−2)

∫ s

rp+n(p−2)

1

z ln 1
z

dz, rp+n(p−2) < s < R(r),

(4.3.14)

θ — выбираемое далее число из интервала (0, 1) и R(r) число, определя-
емое равенством

ln
1

[R(r)]p+n(p−2)
=

[
ln

1

rp+n(p−2)

]θ

. (4.3.15)

Обозначим для r > R0

D̃(r) = {(x, t) : |x|p+n(p−2) + t 6 rp+n(p−2)},

M̃(r) = sup{|u(x, t)| : (x, t) ∈ D̃(R0) \ D̃(r)},

E(r) = {(x, t) ∈ Ωt \ {(0, 0)} : u(x, t) > M̃(r)},

ũr(x, t) = [u(x, t)− M̃(r)]+.

Определим число p и функции F1(r), F2(r) при 0 < r < R0 ра-
венствами

p =
pq

q − p + 1
,

F1(r) =





[R(r)]p+n(p−1)−p при q > p− 1 +
p

n
,

[
ln

1

r

]1−n(p−1)
p

при q = p− 1 +
p

n
, p > n(p− 1),

ln ln
1

r
при q = p− 1 +

p

n
, p = n(p− 1),

[
ln

1

R(r)

]1−n(p−1)
p

при q = p− 1 +
p

n
, p < n(p− 1), (4.3.16)
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F2(r) =





[R(r)][p+n(p−1)]−(1−q′)+n при q > p− 1 +
p

n
, q′ =

q

q − 1
,

[
ln

1

r

]2−q′

при q = p− 1 +
p

n
, 2 > q′,

ln ln
1

r
при q = p− 1 +

p

n
, 2 = q′,

[
ln

1

R(r)

]1−n(p−1)
p

при q = p− 1 +
p

n
, 2 < q′, (4.3.17)

Лемма 4.3.3. Предположим, что выполняются условия теоремы
4.3.1 и с некоторым ε ∈ [0, n) при (x, t) ∈ D̃(R0) \ (0, t0) справедлива
оценка

|u(x, t)| 6 γ
(
|x|+ t

1
p+n(p−2)

)ε−n

(4.3.18)

Тогда

∫∫

E(ρ)

{
1

u

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

+ uq ln
u

M̃(ρ)

}
ψp

r (x, t)dx dt

6 γ

{ [
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−p

F1(r)

+

[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−q′

F2(r) + ρε(p−1)+pδ lnp 1

ρ

}
. (4.3.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в (4.3.3) функцию ϕ(x, t) =

ln+
u(x,t)

M̃(ρ)
ψp

r(x, t), интегрируя по частям и выполняя стандартные рассуж-
дения, получим

∫∫

E(ρ)

{
1

u

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

+ uq ln
u

M̃(ρ)

}
ψp

r (x, t)dx dt 6 γ

3∑
i=1

Ii, (4.3.20)
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где

I1 =

∫∫

E(ρ)

∫ u(x,t)

M̃(ρ)

ln+
z

M̃(ρ)
dz ψp−1

r (x, t)

∣∣∣∣
∂ψr(x, t)

∂t

∣∣∣∣ dx dt,

I2 =

∫∫

E(ρ)

up−1(x, t) lnp u(x, t)

M̃(ρ)

∣∣∣∣
∂ψr(x, t)

∂x

∣∣∣∣
p

ψp−p
r (x, t)dx dt,

I3 =

∫∫

E(ρ)

{
f1(x, t) + q1(x, t) + [f2(x, t)]

p
p−1 + [g2(x, t)]

p
p−1

+ f3(x, t) ln
u(x, t)

M̃(ρ)
+ hp(x, t) lnp ln

u(x, t)

M̃(ρ)

}
up−1(x, t)ψp

r(x, t)dx dt.

Оценим интегралы Ii, i = 1, 2, 3. Используя неравенство Гельдера и
(4.3.18), получаем

I1 6 1

8

∫∫

E(ρ)

uq ln
u(x, t)

M̃(ρ)
ψp

r (x, t)dx dt

+

∫∫

E(ρ)

ln
u(x, t)

M̃(ρ)
ψp−q

r (x, t)

∣∣∣∣
∂ψr(x, t)

∂x

∣∣∣∣
q′

dx dt

6 1

8

∫∫

E(ρ)

uq ln
u(x, t)

M̃(ρ)
ψp

r (x, t)dx dt

+ γ

[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−q′ ∫∫

D̃(R(r))\D̃(r)

[ |x|p+n(p−2) + t ]−q′

×
(

ln
1

|x|p+n(p−2) + t

)1−q′

dx dt

6 1

8

∫∫

E(ρ)

uq ln
u(x, t)

M̃(ρ)
ψp

r (x, t)dx dt + γ

[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−q′

F2(r). (4.3.21)
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Аналогично оцениваем I2. Имеем

I1 6 1

8

∫∫

E(ρ)

uq ln
u(x, t)

M̃(ρ)
ψp

r (x, t)dx dt

+

∫∫

E(ρ)

[
ln

u(x, t)

M̃(ρ)

]1+ p−1
p

p ∣∣∣∣
∂ψr(x, t)

∂x

∣∣∣∣
p

dx dt

6 1

8

∫∫

E(ρ)

uq ln
u(x, t)

M̃(ρ)
ψp

r(x, t)dx dt

+ γ

[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−q′

F1(r). (4.3.22)

Для I3 получим

I3 6 γρε(p−1)+pδ lnp 1

ρ
. (4.3.23)

Из неравенств (4.3.20)–(4.3.23) выводим (4.3.19). ¤
Определим при z ∈ R функцию

Φρ(z) = {[M̃(ρ)− M̃(4ρ)]1−κ − [z − M̃(4ρ)]1−κ
+ }+, (4.3.24)

где

κ = 1 +
pδ

4n(p− 1)
.

Положим при 0 < r < R0

F3(r) =





(p+n(p−2)(1−q′)+n, если q > p− 1 + p/n,

[
ln

1

R(r)

]1−q′

, если q = p− 1 + p/n,

F4(r) =





1/ε[R(r)]ε(p−1), если ε > 0,

[
ln

1

R(r)

]1−p

, если ε = 0. (4.3.25)
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Лемма 4.3.4. Пусть справедливы все условия теоремы 4.3.1, и пу-
сть верна оценка (4.3.18). Тогда

∫∫

E(ρ)

[u(x, t)− M̃(4ρ)]−κ

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ϕp
i (x, t)dx dt

6 γ[M̃(ρ)− M̃(4ρ)]1−κ
{

F3(r) + F4(r)

+
[ ∫∫

E(ρ)

1

u(x, t)

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
p

ψp
r (x, t)dx dt

](p−1)p

[F4(r)]
1/p = ρε(p−1)+pδ

}
. (4.3.26)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в (4.3.3) функцию ϕ(x, t) =
Φρ(u(x, t))ψp

r (x, t), интегрируя по частям и используя (4.2.3)–(4.2.5), по-
лучим

∫∫

E(ρ)

{
[u(x, t)− M̃(4ρ)]−κ

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

+ Φρ(u(x, t))uq(x, t)
}

ψp
r (x, t)dx dt

6 γI4 + γ[M̃(ρ)− M̃(ρ)]1−κ(I5 + I6 + I7), (4.3.27)

где

I4 =

∫∫

E(ρ)

Φρ(u(x, t))u(x, t)ψp
r(x, t)

∣∣∣∣
∂ψr

∂t

∣∣∣∣ dx dt,

I5 =

∫∫

E(ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

ψp−1
r (x, t)

∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣ dx dt,

I6 =

∫∫

E(ρ)

up−1(x, t)

∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣
p

dx dt,

I7 =

∫∫

E(ρ)

H(x, t))up−1(x, t)ψp
r(x, t)dx dt.
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Имеем

I4 6 1/8

∫∫

E(ρ)

Φρ(u(x, t))uq(x, t)ψp
r(x, t)dx dt

+ γ

∫∫

E(ρ)

Φρ(u(x, t))ψp−q′
r (x, t)

∣∣∣∣
∂ψr

∂t

∣∣∣∣
q′

dx dt

6 1/8

∫∫

E(ρ)

Φρ(u(x, t))uq(x, t)ψp
r(x, t)dx dt + γ[M̃(ρ)− M̃(4ρ)]1−κF3(r),

(4.3.28)

I5 6 γ

(∫∫

E(ρ)

1

u(x, t)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x, t)dx dt

)(p−1)/p

(F4(r))
1/p, (4.3.29)

I6 6 γF4(r), (4.3.30)

I7 оценивается аналогично интегралу I3, а именно

I7 6 γρε(p−1)+pδ. (4.3.31)

Собирая оценки (4.3.27)–(4.3.31), получим (4.3.26). ¤
Обозначим

u(ρ)(x, t) = min{[u(x, t)− M̃(4ρ)]+, M̃(ρ)− M̃(4ρ)}
при (x, t) ∈ ΩT \ {(0, 0)},

E(ρ, 4ρ) = {(x, t) ∈ ΩT : M̃(4ρ) < u(x, t) < M̃(ρ)}.

Лемма 4.3.5. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 4.3.1 и неравенство (4.3.18). Тогда для 0 < ρ < R1 справедлива
оценка ∫∫

E(ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx dt 6 γM̃(ρ)ρε(p−1)+pδ. (4.3.32)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в (4.3.3) функцию ϕ(x, t) =
min{u(x, t) − M̃(4ρ)]+, M̃(ρ) − M̃(4ρ)}ψp

r (x, t). Интегрируя по частям,
стандартными рассуждениями получим

∫∫

E(ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x, t)dx dt +

∫∫

E(ρ)

uq(x, t)u(ρ)(x, t)ψp
r (x, t)dx dt

6 γ(I8 + I9 + I10 + I11), (4.3.33)
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где

I8 =

∫∫

E(4ρ)

u(x, t)u(ρ)ψp−1
r (x, t)

∣∣∣∣
∂ψr

∂t

∣∣∣∣ dx dt,

I9 =

∫∫

E(4ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

u(ρ)(x, t)ψp−1
r (x, t)

∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣ dx dt,

I10 =

∫∫

E(4ρ)

h(x, t)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

u(ρ)ψp
r (x, t)dx dt,

I11 =M̃(ρ)

∫∫

E(4ρ)

[
H(x, t) + ψp

r (x, t)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p]

up−1ψp−1
r (x, t).

При оценке интеграла I8 воспользуемся неравенством Юнга, в ре-
зультате получим

I8 6 1

8

∫∫

E(4ρ)

uq(x, t)u(ρ)(x, t)ψp
r (x, t)dx dt + γM̃(ρ)F3(r). (4.3.34)

Аналогичные рассуждения и неравенство Гельдера дают следую-
щую оценку интеграла I9:

I9 6 1

8

∫∫

E(4ρ)

uq(x, t)u(ρ)(x, t)ψp
r (x, t)dx dt+

1

8

∫∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x, t)dx dt

+ γM̃(ρ)

[{∫∫

E(4ρ)

1

u(x, t)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x, t)dx dt

} q(p−1)
qp−p+1

× [F5(r)]
q−p+1
qp−p+1 + γF4(r)

]
, (4.3.35)

где

F5(r) =





[R(r)]p+n(p−1)−p при q > p− 1 + p/n,

[
ln

1

R(r)

]−(p−1)(n+1)

при q = p− 1 + p/n. (4.3.36)
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Далее, используя неравенства Юнга и Гельдера, (4.3.18) и выбор κ,
получим

I10 6 1

8

∫∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x, t)dx dt + γM̃(ρ)ρε(p−1)+pδ

+ γM̃(ρ)

{∫∫

E(ρ,4ρ)

[u− M̃(4ρ)]−κ

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x, t)dx dt

}(p−1)/p

× ρ(ε(p−1)+3/4δp)1/p, (4.3.37)

I11 6 γM̃(ρ){ρε(p−1)+pδ + F4(r)}, (4.3.38)

Леммы 4.3.3 и 4.3.4 и неравенства Гельдера дают оценку
∫∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx dt 6 γM̃(ρ)
{

ρε(p−1)+(pδ)/2 + F3(r) + F4(r)

+ [F5(r)]
(q−p+1)/(qp−p+1)

{
ρε(p−1)+pδ lnρ 1/ρ

}(q(p−1))/(qp−p+1)

+ F6(r)ρ
(ε(p−1)+δp)1/p

}
, (4.3.39)

где

F6(r) =

{[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−p

F1(r) +

[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−q′

F2(r)

} q(p−1)
qp−p+1

× [F5(r)]
q−p+1
qp−p+1 +

{ [
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−p

F1(r)

+

[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−q′

F2(r)

} p−1
p

[F4(r)]
1/p.

Обоснуем возможность перехода к пределу при r → 0 в неравенстве
(4.3.39). Равенство

lim
r→0

F3(r) = lim
r→0

F4(r) = lim
r→0

F5(r) = 0 (4.3.40)

следует непосредственно из определения F3(r), F4(r) и F5(r).
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В силу определения F1(r), F2(r) имеем

lim
t→0

F1(r) = 0 при q > p− 1 + p/n; p < n(p− 1), (4.3.41)

lim
t→0

F2(r) = 0 при q > p− 1 + p/n; q′ < 2. (4.3.42)

Кроме того, справедливы равенства

lim
r→0

[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−p

F1(r) = 0 при q > p− 1 + p/n, p = n(p− 1),

(4.3.43)

lim
r→0

[
ln ln

1

rp+n(p−2)

]−p

F2(r) = 0 при q = p− 1 + p/n, q′ = 2.

(4.3.44)

Далее, при q > p− 1 + p/n и p > n(p− 1) имеем

[F1(r)]
−q(p−1)[F2(r)]

q−p+1

6 γ

[
ln

1

r

]−p(p−1)(n+1)
n

θ+[1−n(p−1)
p

](p−1+p/n)(p−1)

, (4.3.45)

[F1(r)]
p−1[F4(r)]

q−p+1 6 γ

[
ln

1

r

][1−n(p−1)
p

−θ](p−1)

. (4.3.46)

Правые части неравенств (4.3.45) и (4.3.46) стремятся к нулю при r → 0,
если

θ > max

{
p + n(p− 1)

p(n + 1)
,
1

p
(p− (n− 1/2)(p− 1))+

}
. (4.3.47)

Аналогично, при q = p− 1 + p/n и q′ > 2 получаем

[F2(r)]
q(p−1)[F5(r)]

q−p+1

6 γ

[
ln

1

r

]−p(p−1)(n+1)
n

θ+[1− 1
p−2+p/n

](p−1)(p−1+p/n)

, (4.3.48)

[F2(r)]
p−1[F4(r)] 6 γ

[
ln

1

r

](1− 1
p−2+p/n

−θ)(p−1)

. (4.3.49)
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Правые части неравенств (4.3.48) и (4.3.49) стремятся к нулю при r → 0,
если

θ > max

{
p + n(p− 1)

p(n + 1)
, 1− 1

2(p− 2 + p/n)

}
. (4.3.50)

Окончательно, выбирая θ, равным наибольшему значению правых
частей неравенств (4.3.48) и (4.3.49), получаем

lim
r→0

F6(r) = 0. (4.3.51)

Теперь, переходя в неравенстве (4.3.39) к пределу при r → 0, получим
(4.3.32). ¤

4.3.4. Доказательство Теоремы 4.3.1. Докажем сначала вспомога-
тельную оценку.

Лемма 4.3.6. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 4.3.1. Тогда

M̃(ρ)− M̃(2ρ) 6 γ

[
ρ

n
r0
− p+n(p−2)

r′0 M̃2
(ρ

2

)
+ ρ

p+n(p−2)
r0 M̃ρ

(ρ

2

)] (n+p)r′0
p(n+p+2r′0)

×
(∫∫

ΩT

up
2ρ(x, t)ξp

ρ(x, t)dx dt

) n+p−nr′0
p(n+p+2r′0)

. (4.3.52)

где ξρ(x, t) = ξρ(|x|p+n(p−2) + t), ξρ(s) : R→ R функция класса C∞ такая,
что ξρ(s) = 1, при s > ρp+n(p−2), ξρ(s) = 0 при s 6 (ρ/2)p+n(p−2), 0 6
ξρ(s) 6 1, |dξρ/ds| 6 γ/ρp+n(p−2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в (4.3.3) функцию ϕ(x, t) =
[u2ρ(x, t)]tξk

p (x, t), l, k > 0, интегрируя по частям, аналогично (4.2.31)
устанавливаем оценку

∫∫

ΩT

ul
2ρ(x, t)ξk

ρ(x, t)dx dt 6 γ(l + k)ρ(p/n+2)
[
ρ

n
r0
− p+n(p−2)

r′0 M̃2(ρ/2)

+ ρ
n
r0
− p+n(p−2)

r0 M̃p(ρ/2)
](n+p)/n

{∫∫

ΩT

ulθ−l′
2ρ (x, t)ξkθ−k′

ρ (x, t)dx dt

}1/θ

.

(4.3.53)

где

θ =
nr′0

n + p
, l′ =

p(n + 2)

n + p
r′0, k′ = pr′0,
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l, k – произвольные положительные числа, такие что lθ− l′ > p, kθ−k′ >
p.

Неравенство (4.3.33) дает возможность применить итерационный ме-
тод Мозера. В результате получим (4.3.52). ¤

Лемма 4.3.7. С некоторой постоянной a, зависящей лишь от из-
вестных величин, справедлива оценка

M̃(ρ)− M̃(2ρ) 6 γρa−n. (4.3.54)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценим интеграл в правой части (4.3.52).
Используя неравенство Пуанкаре и лемму 4.3.5, получим

∫∫

ΩT

up
2ρ(x, t)ξp

ρ(x, t)dx dt 6
∫∫

ΩT

uρ/2(x, t)dx dt

6 γρρ

∫∫

E(ρ/2,2ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx dt 6 γM̃(ρ)ρp+ε(p−1)+δp/2. (4.3.55)

Тогда из (4.3.52) и (4.3.55) следует неравенство

M̃(ρ)− M̃(2ρ) 6 γ

[
ρ

n
r0
− p+n(p−2)

r′0
−2

p+n(p−2)
q−1 + ρ

p+n(p−2)
r0

−p
p+n(p−2)

q−1

]

×
[
ρ−

p+n(p−2)
q−1

+p+ε(p−1)+ δp
2

] n+p−nr′0
p(n+p+2r′0)

. (4.3.56)

Имеем

n

r0

− p + n(p− 2)

r′0
− 2

p + n(p− 2)

q − 1
6 p + n(p− 2)

r0

− p
p + n(p− 2)

q − 1
,

[
n

r0

− p + n(p− 2)

r′0
− 2

p + n(p− 2)

q − 1

]
(n + p)r′0

p(n + p + 2r′0)

+

[
p− p + n(p− 2)

q − 1

]
n + p− nr′0

p(n + p + 2r′0)
> −n.

Из двух последних неравенств и неравенства (4.3.55) следует оценка
(4.3.54). ¤



4.3. Устранимость особенностей решений уравнений с абсорбцией 285

Определим последовательности {ρj}j∈N, {M̃j}j∈N равенствами

ρj = R̃0/2
j, M̃j = M̃(ρj).

Из (4.3.54) получаем

M̃j − M̃j−1 6 γ2j(n−a), j = 0, 1, 2, . . . . (4.3.57)

Суммируя неравенство (4.3.57), получим

M̃j − M̃1 6 γ2j(n−a).

Откуда следует оценка

M̃(ρ) 6 γ(M̃1 + ρa−n),

которая в свою очередь обеспечивает оценку

|u(x, t)| 6 γ
{[|x|+ |t|1/(p+n(p−2))

]a−n
+ M̃1

}
. (4.3.58)

Это неравенство уже обеспечивает устранимость особенности решения
u(x, t) в {(0, 0)}, что и доказывает теорему 4.3.1.



ГЛАВА 5

КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ
С КОЭФФИЦИЕНТАМИ ИЗ КЛАССА КАТО

5.1. Введение

В данной главе мы изучаем некоторые качественные свойства ре-
шений квазилинейных эллиптических уравнений с коэффициентами из
Като классов.

После выдающихся работ Де Джорджи [37], Нэша [98], Мозера [93],
многими авторами исследовался вопрос о гельдеровости и неравенстве
Харнака для решений эллиптических уравнений. О.А.Ладыженская и
Н.Н.Уральцева [88], Серрин [112] установили логальную гельдеровость и
неравенство Харнака для решений общих квазилинейных эллиптических
уравнений дивергентного типа при условии, что коэффициенты уравне-
ний принадлежат соответствующим Lq-классам.

Айзенман и Саймон в работе [1] доказали неравенство Харнака для
неотрицательных решений уравнения −∆u + V (x)u = 0 при условии,
что V (x) принадлежит классу Като. Киаренза, Фэйбс и Карофало [33]
доказали аналогичный результат для линейного дивергентного эллип-
тического уравнения с измеримыми коэффициентами и потенциалом из
класса Като. Кюрата [83], используя метод Киарензы, Фэйбса и Каро-

фало доказал неравенство Харнака для уравнения −
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x) ∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x) ∂u
∂xi

+ V (x)u = 0 при условии, что
n∑

i=1

b2
i (x), V (x) принадлежат

классу Като. Позже, Бироли [20] ввел нелинейный класс Като и дока-
зал неравенство Харнака для неотрицательных решений эллиптического
уравнения вида −∆pu + V (x)up−1 = 0. Неравенство Харнака для общего
квазилинейного эллиптического уравнения дивергентного типа с коэф-
фициентами из классов Като было получено в статье [121].

Вопрос об устранимости изолированной особенности для уравнения
−∆u + V (x)u = 0 с V (x) принадлежащей классу Като был рассмотрен
в [130]. В работах [90, 91] установлены точные условия устранимости
изолированных особенностей для общих дивергентных квазилинейных
эллиптических уравнений с коэффициентами из класса Като.

Изложение результатов работ [90, 91, 121] составляет существенную
часть содержания данной главы.
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В разделе 5.2 излагаются результаты статьи [121] и доказывается
неравенство Харнака для неотрицательных решений квазилинейных эл-
липтических уравнений с коэффициентами из класса Като. В разделе 5.3
представлены результаты [90] и доказывается точное условие устранимо-
сти изолированной особенности для решений квазилинейных эллиптиче-
ских уравнений с коэффициентами из классов Като. Наконец, в разделе
5.4 изложены результаты [91] и доказывается точное условие устранимо-
сти изолированной особенности для решений квазилинейных эллиптиче-
ских уравнений с абсорбцией и коэффициентами из классов Като.

5.2. Неравенство Харнака

5.2.1. Формулировка предположений и основных результатов. Рас-
смотрим неотрицательные решения уравнения

n∑
i=1

d

dx
ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
= a0

(
x, u,

∂u

∂x

)
, x ∈ B1 = { |x| < 1 }. (5.2.1)

Предполагаем, что функции ai(x, u, ξ), i = 0, 1, ..., n, x ∈ B1, u ∈
R, ξ ∈ Rn удовлетворяют условиям Каратеодори и выполнены неравен-
ства

n∑
i=1

ai(x, u, ξ)ξi > c1|ξ|p − g1(x)|u|p − f1(x), 1 < p < n, (5.2.2)

|ai(x, u, ξ)| 6 c2|ξ|p−1 + g2(x)|u|p−1 + f2(x), i = 1, ..., n, (5.2.3)

|a0(x, u, ξ)| 6 h(x)|ξ|p−1 + g3(x)|u|p−1 + f3(x) (5.2.4)

с неотрицательными функциями fi(x), gi(x), h(x).
Для формулировки условий на функции h(x), gi(x), fi(x), i = 1, 2, 3

введем в рассмотрение классы Kp, K̃p и K2,p, обобщающие для p 6= 2
известный класс Като.

Говорим, что неотрицательная функция g(x) ∈ L1(B1) принадлежит
Kp, если

lim
R→0

sup
x∈B1

∫ R

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

g(z)dz

}1/(p−1)
dr

r
= 0. (5.2.5)

Говорим также, что неотрицательная функция g(x) ∈ L1(B1) при-
надлежит K̃p, если

lim
R→0

sup
x∈B1

∫ R

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

g(z)dz

}1/p
dr

r
= 0. (5.2.6)
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Кроме того, говорим, что неотрицательная функция g(x) ∈ L1(B1) при-
надлежит K2,p, если

lim
R→0

sup
x∈B1

∫ R

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

g(z)dz

} 1
max(p,2)−1 dr

r
= 0. (5.2.7)

В дальнейшем предполагаем, что

g1(x), f1(x), g
p/(p−1)
2 (x), f

p/(p−1)
2 (x) ∈ K̃p, hp(x), g3(x), f3(x) ∈ Kp.

(5.2.8)

Под решением уравнения (5.2.1) понимаем функцию
u(x) ∈ W 1,p

loc (B1), удовлетворяющую интегральному тождеству

∫

B1

[ n∑
i=1

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
∂ϕ

∂xi

+ a0

(
x, u,

∂u

∂x

)
ϕ

]
dx = 0 (5.2.9)

для любой функции ϕ(x) ∈
◦

W 1,p
loc(B1).

Для формулировки результатов введем такие обозначения:

f(R) = sup
x0∈B1

sup
x∈B(x0,R)

{ ∫ R

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

[ f1(z) + f
p.(p−1)
2 (z) ]dz

}1/p
dr

r

+

∫ R

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

f3(z)dz

}1/(p−1)
dr

r

}
, (5.2.10)

g(R) = sup
x0∈B1

sup
x∈B(x0,R)

{ ∫ R

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

[g1(z) + g
p/(p−1)
2 (z) ]dz

}1/p
dr

r

+

∫ R

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

g3(z)dz

}1/(p−1)
dr

r

}
, (5.2.11)

h(R) = sup
x0∈B1

sup
x∈B(x0,R)

∫ R

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

hp(z)dz

}1/(p−1)
dr

r
. (5.2.12)

Теорема 5.2.1. Пусть u(x) – неотрицательное решение уравнения
(5.2.1). Предположим, что выполняются неравенства (5.2.2)–(5.2.4) и
условия (5.2.8). Пусть v0 – такая постоянная, что

f(R) + g(R) + h(R) 6 v0 при 0 < R < 1/4. (5.2.13)
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Тогда для любого q ∈ (
0, n(p−1)/(n−p)

)
существуют постоянные K1 и

α, зависящие только от n, p, c1, c2, v0 и q такие, что для любой точки
x0 ∈ B1 такой что B(x0, 4R) ⊂ B1 справедлива оценка

∫

B(x0,R/2)

[u(x) + αf(R) ]qdx 6 K1R
n inf

B(x0,R)
[ u(x) + αf(R) ]q. (5.2.14)

При доказательстве теоремы 5.2.1 будем использовать

Лемма 5.2.1. Для любого ε > 0 существуют R0 = R0(ε) < 1 и τ(ε),
зависящие только от n, p и ε, такие, что из неравенства

sup
x∈B1

∫ R0

0

{
1

rn−p

∫

B(x,r)

H(z)dz

}1/(p−1)
dr

r
6 τ(ε), (5.2.15)

следует оценка
∫

B(x0,R)

H(x)|ϕ(x)|pdx 6 ε

∫

B(x0,R)

∣∣∣∣
∂ϕ(x)

∂x

∣∣∣∣
p

dx (5.2.16)

для любой функции ϕ(x) ∈
◦

W 1,p(B(x0, R)), если R 6 R0, B(x0, 4R0) ⊂
B1.

Доказательство леммы имеется в [20].

Теорема 5.2.2. Пусть u(x) – неотрицательное решение уравне-
ния (5.2.1). Предположим, что выполнены неравенства (5.2.2)–(5.2.4) и
условия (5.2.8). Тогда существуют положительные постоянные K2 и
τ∗, зависящие только от n, p, c1, c2 и v0, такие, что для R и α, удовле-
творяющих неравенству

g(R) + h(R) 6 τ∗, α > τ−1
∗ , (5.2.17)

и любой точки x0 ∈ B1, такой что B(x0, 4R) ⊂ B1 справедлива оценка

max
x∈B(x0,R)

[ u(x) + αf(R) ] 6 K2 min
x∈B(x0,R)

[ u(x) + αf(R) ]. (5.2.18)
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5.2.2. Доказательство теоремы 5.2.1. Пусть x0 – некоторая точка из
B1, R < (1− |x0|)/4 и зафиксируем x1 ∈ B(x0,

R
2
). Определим при r < R

функцию ξ(x) ∈ C∞
0 (B(x1, r)), равную единице в B(x1, r/2), 0 6 ξ(x) 6

1,
∣∣∂ξ(x)

∂x

∣∣ 6 2/r.
Определим также при положительных α, l, δ

v(x) = [ u(x) + αf(R) ]−1, α > 0, L = B(x0, r) ∩ { v(x) > l },

λ =
(p− 1)(n− 1)

p(n− p− 1)
, k = p +

(p2 − 1)(1 + λ)

p− 1− λ
. (5.2.19)

Лемма 5.2.2. Пусть выполнены условия (5.2.2)–(5.2.4). Тогда спра-
ведлива оценка

∫

L

{ ∫ v(x)

l

(
1+

s− l

δ

)−1−λ

ds+v(x)

(
1+

v(x)− l

δ

)−1−λ } ∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx

6 γδpr−p

∫

L

u(x)

(
1 +

v(x)− l)

δ

)(1+λ)(p+1)

ξk−p(x)dx

+ γ

∫

L

vp(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsH1(x)ξk(x)dx

+ γ

∫

L

vp+1(x)

(
1 +

v(x)− l

δ

)−1−λ

H2(x)ξk(x)dx, (5.2.20)

где

H1(x) = g1(x) + g3(x) + hp(x)

+ f1(x)f−p(R)α−p + f3(x)f−1−p(R)α1−p, (5.2.21)

H2(x) = g1(x) + g
p

p+1

2 (x) + [f1(x) + f
p

p+1

2 (x) ]f−p(R)α−p. (5.2.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(5.2.9) функцию

ϕ(x) = v2p−1(x)

[ ∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

]

+

ξk(x), k > 0.

Получим
∫

L

v2p(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)gk(x)dx
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+

∫

L

v2p+1(x)

(
1 +

v(x)− l

δ

)−1−λ∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx 6 γ

5∑
j=1

Ij, (5.2.23)

где

I1 =

∫

L

v2p(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds[g1(x)up(x) + f1(x)]ξk(x)dx,

I2 =

∫

L

v2p+1(x)

(
1 +

v(x)− l

δ

)−1−λ

[ g1(x)up(x) + f1(x) ]ξk(x)dx,

I3 =
1

r

∫

L

v2p+1(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

[ ∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

+ g2(x)up−1(x) + f2(x)

]
ξk−1(x)dx,

I4 =

∫

L

h(x)v2p−1(x)

∫ v(x)

1

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

ξk(x)dx,

I5 =

∫

L

v2p−1(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds[g3(x)up−1(x) + f3(x) ]ξk(x)dx.

Далее будем использовать легко проверяемое неравенство
∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds 6 γδ. (5.2.24)

Используя определение функции v(x) и неравенство Юнга, получим

I1 6
∫

L

vp(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds[g1(x)up(x)

+ f1(x)f−p(R)α−p]ξk(x)dx, (5.2.25)

I2 6 γ

∫

L

vp+1(x)

[
1 +

v(x)− l

δ

]−1−λ

[g1(x) + f1(x)f−p(R)α−p]ξk(x)dx,

(5.2.26)

γI3 6 1

4

∫

L

v2p+1(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

v(x)− l

δ

)−1−λ∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

gk(x)dx



292 Гл. 5. Эллиптические уравнения с коэффициентами из класса Като

+γ
δp

rp

∫

L

v(x)

(
1 +

v(x)− l

δ

)(1+λ)(p−1)

ξk−p(x)dx

+γ

∫

L

vp+1(x)

[
1 +

v(x)− l

δ

]−1−λ

[g
p

p−1

2 (x) + f
p

p−1

2 (x)f−p(R)α−p]ξk(x)dx,

(5.2.27)

γI4 6 1

4

∫

L

v2p(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx

+γ

∫

L

vp(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dshp(x)ξk(x)dx, (5.2.28)

I5 6 γ

∫

L

vp(x)

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds[g3(x) + f3(x)f 1−p(R)α1−p]ξk(x)dx.

(5.2.29)

Теперь оценка (5.2.20) является непосредственным следствием нера-
венств (5.2.23), (5.2.25)–(5.2.29). ¤

Обозначим

Φ(x) =
1

δ

[ ∫ v(x)

l

s1/p

(
1 +

s− l

δ

)−(1+λ)/p

ds

]
. (5.2.30)

Лемма 5.2.3. Пусть выполняются условия (5.2.2)–(5.2.4) и (5.2.8).
Тогда существует число θ1 ∈ (0, 1), зависящее только от n, p, c1, c2 и
v0, такое, что для R, α, удовлетворяющих неравенству

g(R) + h(R) 6 θ1, α > θ−1
1 , (5.2.31)

справедлива оценка
∫

L

∣∣∣∣
∂Φ(x)

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx 6 γr−p

∫

L

v(x)

(
1 +

v(x)− 1

δ

)(1+λ)(p−1)

ξk−p(x)dx

+ γlpδ1−p

∫

L

H1(x)ξk(x)dx + γlp+1δ−p

∫

L

H2(x)ξk(x)dx. (5.2.32)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя неравенства (5.2.2), (5.2.6) и
определение функции Φ(x), заключаем, что для доказательства леммы
достаточно получить следующие оценки

2p−1γI8 6 1

4
I6 + γI7, 2pγI9 6 1

4
I6 + γI7, (5.2.33)
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где

I6 =

∫

L

{∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

+ v(x)

(
1 +

v(x)− l

δ

)−1−λ} ∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx,

I7 = δpr−p

∫

L

v(x)

(
1 +

v(x)− l

δ

)(1+λ)(p−1)

ξk−p(x)dx,

I8 =

∫

L

(v(x)− l)p

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsH1(x)ξk(x)dx,

I9 =

∫

L

(v(x)− l)p+1

(
1 +

v(x)− l

δ

)−1−λ

H2(x)ξk(x)dx.

Покажем, что второе из неравенств (5.2.33) следует из леммы 5.2.1.
Условие (5.2.15) для функции H2 следует из (5.2.31) при достаточно ма-
лом θ1, так как

∫ R

0

{
1

rn−p

∫

Br(x)

H2(z)dz

}1/(p−1)
dr

r
6 γ[g(R) + αp/(p−1)]. (5.2.34)

Поэтому при γ[g(R) + αp/(p−1)] 6 τ(ε) имеем

I9 6 ε

∫

Br(x)

∣∣∣∣
∂

∂x

{
(v(x)− l)(p+1)/p

(
1 +

v(x)− l

δ

)−(1+λ)/p

ξk/p(x)

} ∣∣∣∣dx,

и дальше, оценивая последний интеграл, приходим к неравенству (5.2.33)
для I9 при соответствующем выборе ε.

Для доказательства первого неравенства в (5.2.33) введем в рассмот-
рение вспомогательную функцию w(x) как решение задачи

−∆pw = H1(x), w(x) ∈
◦

W 1,pB(x0, R), (5.2.35)

где ∆p – p-лапласиан. Условие (5.2.8) обеспечивает включение H1(x) ∈
[
◦

W 1,p(BR)(x0) ]∗, так что существование w(x) немедленно следует из тео-
рии монотонных операторов. Для w(x) справедлива оценка

|w(x)| 6 γ[g(R) + h(R) + α−
p

(p−1) + α−1], (5.2.36)
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вытекающая из [59].
Используя определение решения задачи (5.2.35), имеем

I8 =
n∑

i=1

∫

L

∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣
p−2

∂w

∂xi

× ∂

∂xi

{
(v(x)− l)p

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsξk(x)

}
dx. (5.2.37)

Вычисляя производную выражения в фигурной скобке и применяя нера-
венство Юнга приходим к оценке

2p−1γI8 6 1

8
I6 + γ(I7 + I10), (5.2.38)

где

I10 =

∫

L

(v(x)− l)p

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx.

Снова используя интегральное тождество для решения задачи
(5.2.35), получаем

I10 =

∫

L

w(x)(v − l)p

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsH1(x)ξk(x)dx

−
n∑

i=1

∫

L

∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣
p−2

∂w

∂xi

∂

∂xi

{
(v − l)p

∫ v(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsξk(x)

}
dx.

Оценивая последний интеграл аналогично оценке правой части (5.2.37),
приходим к следующему неравенству

I10 6 γ max {|w(x)|x ∈ BR(x0)}[̇I8 + I6 + I7 + I10]. (5.2.39)

Используя оценку (5.2.36), можем выбрать θ1 столь малым числом,
чтобы неравенства (5.2.31), (5.2.38) и (5.2.39) обеспечивали выполнение
первой оценки в (5.2.33). ¤

Рассмотрим последовательность чисел Rj = R2−j, j = 0, 1, 2, . . . , и
последовательность функций ξj(x) ∈ C∞

0 (Bj), j = 0, 1, 2, ..., такую, что
ξj(x) = 1 в Bj+1 = B(x1, Rj+1), ξj(x) = 0 вне Bj, 0 6 ξj(x) 6 1,

∣∣∂ξj

∂x

∣∣ 6
2R−1

j .
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Пусть l0 = 0 и определим для любого j > 1

κ =
1

Rn
j

∫

Lj

v(x)

lj+1

(
v(x)− lj
lj+1 − lj

)(1+λ)(p−1)

ξk−p
j (x)dx, (5.2.40)

Lj = Bj ∩ {v(x) > lj}, k > p – некоторое фиксированное число, которое
определим позже. Равенство (5.2.40) определяет lj+1, если lj известно.
Задав l0, тем самым определим последовательность {lj}.

Положим

δj = lj+1 − lj, Φj(x) =

[ ∫ v(x)

lj

s1/p

(
1 +

s− lj
δj

)−(1+λ)/p

ds

]

+

.

Лемма 5.2.4. Пусть выполняются условия (5.2.2)–(5.2.4), (5.2.8)
и неравенство (5.2.31). Тогда существует κ, зависящее только от n, p,
c1, c2 и v0, такое, что для любого j > 1 справедлива оценка

δj 6 1

2
δj−1 + γlj

{
Rp−n

j

∫

Bj

H1(x)ξj(x)dx

}1/(p−1)

+ γ

{
Rp−n

j lp−1
j

∫

Bj

H2(x)ξj(x)dx

}1/p

. (5.2.41)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что δj > δj−1/2, в противном
случае неравенство (5.2.41) очевидно.

Представим Lj виде

Lj = L′j ∪ L′′j , L′j =

{
v(x)− lj

δj

6 ε

}
∩ Lj, L′′j = Lj\L′j,

где ε ∈ (0, 1) будет выбрано в дальнейшем. Имеем

1

R′′
j

∫

L′j

v(x)

(
v(x)− lj

δj

)(1+λ)(p−1)

ξk−p
j (x)dx

6 2n

Rn
j−1

ε(1+λ)(p−1)

∫

Lj−1∩{v>lj}
v(x)ξk−p

j (x)dx

6 2n

Rn
j−1

ε(1+λ)(p−1)

∫

Lj−1

v(x)

(
v(x)− lj−1

δj−1

)(1+λ)(p−1)

ξk−p
j−1 (x)dx

6 2nε(1+λ)(p−1)κlj. (5.2.42)
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Далее воспользуемся просто проверяемым неравенством

Φj(x) > γ(ε)v
1
p (x)

(
v(x)− lj

δj

)1−(1+λ)/p

(5.2.43)

при v(x)−lj > δj ε с постоянной γ(ε), зависящей от известных параметров
и ε.

Используя теорему вложения, в силу выбора λ получаем

1

R′′
j

∫

L′′j

v(x)

(
v(x)− lj

δj

)(1+λ)(p−1)

ξk−p
j (x)dx

6 γ(ε)l
pλ

p−1−λ

j R−n
j

∫

Lj

[Φj(x)]p
(1+λ)(p−1)

p−1−λ ξ
(k−p)
j (x)dx

6 γ(ε)l
pλ

p−1−λ

j

[
Rp−n

j

∫

Lj

∣∣∣∣
∂Φj(x)

∂x

∣∣∣∣
p

ξ
(k−p) p−1−λ

(p−1)(1+λ)

j dx

+ R−n
j

∫

Lj

Φp
j(x)ξ

(k−p) p−1−λ
(p−1)(1+λ)

−p

j dx

] (1+λ)(p−1)
p−1−λ

. (5.2.44)

Используя лемму 5.2.3 и выбирая k из условия (k−p) p−1−λ
(p−1)(1+λ)

= p+1,
из (5.2.44) получим

R−n
j

∫

L′′j

v(x)

(
v(x)− lj

δj

)(1+λ)(p−1)

ξk−p
j (x)dx

6 γ(ε)l
pλ

p−1−λ

j

[
R−n

l

∫

Lj

v(x)

(
1 +

v(x)− lj
δj

)(1+λ)(p−1)

ξj(x)dx

+ Rp−n
j δ1−p

j lpj

∫

Bj

H1(x)ξj(x)dx + Rp−n
j δ−p

j lp+1
j

∫

Bj

H2(x)ξj(x)dx

] (1+λ)(p−1)
p−1−λ

.

(5.2.45)

Здесь также была использована непосредственно проверяемая оценка

Φj(x) 6 γv
1
p (x)

(
1 +

v(x)− lj
δj

)1−(1+λ)/p

при x ∈ Lj. (5.2.46)
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Аналогично (5.2.42) в силу неравенства δj > δj−1/2 имеем

R−n
j

∫

Lj

v(x)

(
1 +

v(x)− lj
δj

)(1+λ)(p−1)

ξj(x)dx

6 2nR−n
j−1

∫

Lj−1∩{v>lj}
v(x)

(
3
v(x)− lj−1

δj−1

)(1+λ)(p−1)

ξk−p
j−1 (x)

6 2n3(1+λ)(p−1)κlj. (5.2.47)

Используя равенство (5.2.30) и оценки (5.2.42), (5.2.45) и (5.2.47),
получим

κ 6 2nε(1+λ)(p−1)κ + γ(ε)κ
(1+λ)(p−1)

p−1−λ

+ γ(ε)

{
δ−p
j l−1

j Rp−n
j

∫

Bj

[δjl
p
jH1(x) + lp+1

j H2(x)]ξj(x)dx

} (1+λ)(p−1)
p−1−λ

. (5.2.48)

Выбираем сначала ε, а затем κ так, чтобы выполнялись равенства

2nε(1+λ)(p−1) = 1/4, γ(ε)κλp/(p−1−λ) = 1/4,

получаем из (5.2.48), что выполнено хотя бы одно из неравенств

δ1−p
j lp−1

j Rp−n
j

∫

Bj

H1(x)ξj(x)dx > 1

2

[
κ

4γ(ε)

] p−1−λ
(1+λ)(p−1)

,

δ−p
j lpjR

p−n
j

∫

Bj

H2(x)ξj(x)dx > 1

2

[
κ

4γ(ε)

] p−1−λ
(1+λ)(p−1)

.

Отсюда следует, что δj удовлетворяет неравенству (5.2.41). ¤
Лемма 5.2.5. Пусть выполняются условия (5.2.2)–(5.2.4), и (5.2.8).

Тогда существует θ2 ∈ (0, θ1), зависящее только от n, p, c1, c2 и v0,
такое, что при g(R) + h(R) < θ2 и α > θ−1

2 справедлива оценка

max
B(x0, R

2
)
v(x) 6 γ

{
R−n

∫

B(x0,R)

vp+λ(p−1)(x)dx

} 1
p+λ(p−1)

. (5.2.49)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Просуммируем (5.2.41) по j = 1, 2, . . . , J .
Используя неравенство (5.2.34) и аналогичную оценку для H1, получаем

lJ+1 6 δ0 + γ[g(R) + h(R) + α
p

p−1 ]lJ . (5.2.50)

Выбирая θ2 ∈ (0, θ1) так, чтобы

γ(θ2 + α
p

p−1 ) < 1/2, (5.2.51)

переходя к пределу при J →∞, в силу определения δ0, получим (5.2.49).
¤

Лемма 5.2.6. Пусть выполняются условия (5.2.2)–(5.2.4), (5.2.8),
и пусть ξ(x) – срезающая функция, определенная в начале подраздела.
Тогда для любого K > p существуют положительные постоянные τ(K)
и γ(K), зависящие только от известных параметров и K, такие, что
при 0 < s 6 K и p 6 k 6 K справедливо неравенство

∫

B(x1,r)

vs+1(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx 6 γ(K)r−p

∫

B(x1,r)

vs+1−p(x)ξk−p(x)dx,

(5.2.52)
как только g(R) + h(R) 6 τ(K), α > τ−1(K) и r 6 R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(5.2.9) функцию

ϕ(x) = vs(x)ξk(x), s, k > 0.

Получим

∫

B(x1,r)

vs+1(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx 6 γ(K)r−p

∫

B(x1,r)

vs+1−p(x)ξk−p(x)dx

+ γ(K)

∫

B(x1,r)

vs+1−p(x)(H1(x) + H2(x))ξk(x)dx, (5.2.53)

где H1(x) и H2(x) определены в (5.2.21), (5.2.22).
При s = p − 1 и k = p в силу условия (5.2.8), из (5.2.53) получим

неравенство ∫

B(x1,r)

∣∣∣∣
∂

∂x
ln v(x)

∣∣∣∣
p

dx 6 γrn−p,

которое обеспечивает возможность применения леммы Йона-Ниренберга
для функции ln v(x).
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В силу леммы 5.2.1 при любом s > p− 1 получим

γ(K)

∫

B(x1,r)

vs+1−p(x)(H1(x) + H2(x))ξk(x)dx 6

6 1

2

{∫

B(x1,r)

vs+1(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx + r−p

∫

B(x1,r)

vs+1−p(x)ξk−p(x)dx

}
,

если τ(K) достаточно мало. Отсюда и из (5.2.53) выводим (5.2.52). ¤
Теперь из лемм 5.2.4 и 5.2.5, используя лемму Йона-Ниренберга и

конечное число итераций мозеровского типа, получим теорему 5.2.1.

5.2.3. Доказательство теоремы 5.2.2. Пусть α, l, δ, λ, k и ξ(x) те же
числа и функция, что и в доказательстве леммы 5.2.2. Обозначим

u(x) = u(x) + αf(R), E = Br(x0) ∩ {u(x) > l}.

Лемма 5.2.7. Предположим, что выполняются условия (5.2.2)–
(5.2.4). Тогда справедлива оценка

∫

E

{ ∫ u(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds + u(x)

(
1 +

u(x)− l

δ

)−1−λ} ∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx

6
(

δ

r

)p ∫

E

u(x)

(
1 +

u(x)− l

δ

)(1+λ)(p−1)

ξk−p(x)dx

+ γ

∫

E

up(x)

∫ u(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)1−λ

dsH1(x)ξk(x)dx

+ γ

∫

E

up+1(x)

(
1 +

u(x)− l

δ

)−1−λ

H2(x)ξk(x)dx (5.2.54)

с функциями H1(x), H2(x), определенными равенствами (5.2.21) и
(5.2.22).

Для доказательства достаточно подставить в интегральное тожде-
ство (5.2.9) функцию

ϕ(x) = u(x)

[ ∫ u(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

]
ξk(x)
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и оценить возникающие интегралы аналогично доказательству леммы
5.2.2.

Заметим, что неравенство (5.2.54) получается из (5.2.20) заменой
v(x) и L на u(x) и E соответственно. Аналогично леммам 5.2.3 и 5.2.4
получим

Лемма 5.2.8. Предположим, что выполняются условия (5.2.2)–
(5.2.4) и (5.2.8). Тогда при R и α, удовлетворяющих условию леммы 5.2.5,
справедлива оценка

max
B(x0, R

2
)
u(x) 6 γ

{
R−n

∫

B(x0,R)

up+λ(p−1)(x)dx

} 1
p+λ(p−1)

. (5.2.55)

Теперь оценка (5.2.18) является непосредственным следствием нера-
венств (5.2.13) и (5.2.55). Этим закончено доказательство теоремы 5.2.1.

5.3. Устранимость изолированных особенностей

5.3.1. Формулировка предположений и основных результатов. Без
ограничения общности считаем, что {0} ∈ Ω и {0} – особая точка реше-
ния u(x) уравнения

−
n∑

i=1

d

dxi

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
= a0(x, u), x ∈ Ω\{0}. (5.3.1)

Предполагаем, что функции a0(x, u), ai(x, u, ξ), i = 1, 2, . . . , опре-
делены при x, u ∈ R, ξ ∈ Rn, удовлетворяют условиям Каратеодори и
справедливы неравенства (5.3.2), (5.3.3) и

|a0(x, u) 6 g3(x)|u|p−1 + f3(x). (5.3.2)

Кроме того, в дальнейшем считаем, что

g1, f1, g
p/(p−1)
1 , f

p/(p−1)
2 ∈ K̃p, (5.3.3)

g3, f3 ∈ Kp при p > 2 и g3, f3 ∈ K2,p при 1 < p < 2. (5.3.4)

Говорим, что u(x) – решение уравнения (5.3.1) в Ω\{0}, если для
любой функции ϕ(x) ∈ W 1,p(Ω), равной нулю вблизи границы множе-
ства Ω\{0}, имеет место включение u(x)ϕ(x) ∈ W 1,p(Ω) и справедливо
равенство

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
∂ϕ

∂xi

− a0(x, u)ϕ

}
dx = 0. (5.3.5)
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Пусть R0 – произвольное число, удовлетворяющее неравенству

0 < R0 < min {1, dist ({0}, ∂Ω)}
Обозначим для 0 < r 6 R0

M(r) = max {|u(x)| : r < |x| 6 R0}. (5.3.6)

Из результатов предыдущего раздела следует, что функция u(x)
непрерывна при x ∈ {r 6 |x| 6 R0}, поэтому M(r) < ∞.

Основным результатом данного раздела является следующая теоре-
ма.

Теорема 5.3.1.Пусть u(x) – решение уравнения (5.3.1) в Ω\{0}.
Предположим, что выполняются неравенства (5.2.2), (5.2.3) и (5.3.2) и
условия (5.3.3) и (5.3.4). Тогда если

lim
r→0

M(r)r(n−p)/(p−1) = 0, (5.3.7)

то особенность в {0} для решения уравнения (5.3.1) устранима.

Пример 5.3.1. Функция u(x) = |x|2−n ln−α 1
|x| является решением

уравнения
−∆u + gu = 0 в B(0, 1)\{0},

где
g(x) = α(2− n)|x|−2 ln−1 1

|x| + α(α + 1)|x|−2 1

|x| .

Решение u(x) имеет неустранимую особенность в {0}. При этом g /∈ K2,
хотя |x|−2 ln−1−ε 1

|x| ∈ K2 при любом ε > 0.

Аналогично, u(x) = |x| p−n
p−1 ln−α 1

|x| удовлетворяет уравнению

−∆pu + gup−1 = 0 в B(0, 1)\{0},
где g(x) в окрестности нуля ведет себя как c|x|−p ln−1 1

|x| , при этом g̃(x) =

c|x|−p ln−p 1
|x| принадлежит Kp при β > p − 1 и принадлежит K2,p при

β > 1. Это показывает, что наши условия являются оптимальными при
1 < p 6 2.

Теорема 5.3.1 является следствием некоторых поточечных оценок,
аналогичных тем, которые получены в главе 3, и следующей теоремы.

Теорема 5.3.2. Пусть u(x) – решение уравнения (5.3.1) в Ω\{0}.
Предположим, что выполнены условия теоремы 5.3.2 и, кроме того,

M(r) 6 γr−a+(n−p)/(p−1) (5.3.8)
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с некоторым a > 0. Тогда

max {|u(x)| : x ∈ Ω} 6 K, (5.3.9)

с некоторой постоянной K, зависящей только от n, p, c1, c2, v0 и a.

5.3.2. Доказательство Теоремы 5.3.2. Пусть x0 – произвольная точ-
ка Ω, 0 < R1 < 1

2
min {1, dist({x0}, ∂Ω)}

λ = min

{
1

2
a

p− 1

1 + p−1
p

,
(p− 1)(n− 1)

p(n− p + 1)

}
,

k = p +
(p2 − 1)(1 + λ)

p− 1− λ
, δ, l > 0. (5.3.10)

Зафиксируем x1 ∈ B(x0, R1). Определим при R 6 R1, функцию
ξ(x) ∈ C∞

0 (B(x1, R)), равную единице в B(x1,
R
2
), | ∂ξ

∂x
| 6 4

R
; ψr(x) = ψ

( |x|
r

)
,

r > 0, где функция ψ(t) ∈ C∞(R), удовлетворяет условиям

ψ(t) = 0 при t 6 1, ψ(t) = 1 при t > 2,

−2 6 dψ

dt
6 0 при t ∈ [1, 2].

Положим v(x) = u(x) + θf(R1), где θ – некоторое число, зависящее
только от n, p, c1 и c2, которое определим позже.

Лемма 5.3.1. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 5.3.2. Тогда для любых α и β > 0 справедливо

∫

L

{
vα−1

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

+ vα+β−1

(
1 +

vβ − l

δ

)−1−λ} ∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣
p

ξkψk
r dx

6 γR−pδp

∫

L

vα−(β−1)(p−1)

(
1 +

vβ(x)− 1

δ

)(1+λ)(p−1)

ξk−pψk
r dx
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+ γr−pδp

∫

L∩K(r)

vα−(β−1)(p−1)

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)(1+λ)(p−1)

ξkψk−p
r ds

+
δ

r

∫

L∩K(r)

vα

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dx[g2(x)up−1(x) + f2(x)]ξkψk−1
r dx

+ γ

∫

L

vp−1+α

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsH1(x)ξkψk
r dx

+ γ

∫

L

vp−1+α+β

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ

H2(x)ξkψk
r dx. (5.3.11)

где L = BR(x1) ∩ {vβ(x) > l}, K(r) = {r 6 |x| 6 2r},

H1(x) = g1(x) + g3(x) + f1(x)f−p(R)θ−p + f3(x)f 1−p(R)θ1−p, (5.3.12)

H2(x) = g1(x) + g
p/(p−1)
2 (x) + [f1(x) + f

p/(p−1)
2 (x)]f−p(R)θ−p. (5.3.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставив в интегральное тождество (5.3.5)
функцию

ϕ(x) = vα(x)

[ ∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

]

+

ξk(x)ψk
r (x),

и проведя рассуждения, аналогичные изложенным в лемме 5.2.2, полу-
чим (5.3.11). ¤

Обозначим

Φ(x) =
1

δ

( ∫ vβ(x)

l

s
α−(β−1)(p−1)

βp

(
1 +

s− l

δ

)−(1+λ)/p

ds

)

+

. (5.3.14)

Лемма 5.3.2. Предположим, что выполняются все условия теоре-
мы 5.3.2. Пусть α + p− 1− βp > 0, тогда существует число v1 ∈ (0, 1),
зависящее только от n, p, c1, c2 и v0, такое, что для θ и R, удовлетво-
ряющих неравенствам

g(R) < v1, θ > v−1
1 , (5.3.15)
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справедлива оценка

∫

L

∣∣∣∣
∂Φ(x)

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)dx

6 γR−p

∫

l

vα−(β−1)(p−1)

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)(1+λ)(p−1)

ξk−p(x)ψk
r (x)dx

+ γr−p

∫

L∩K(r)

vα−(β−1)(p−1)

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)(1+λ)(p−1)

ξk(x)ψk−p
r (x)dx

+ γδ1−pr−1

∫

L∩K(r)

vα

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds[g2(x)up−1(x) + f2(x)]dx

+γδ1−pl
p−1+α

β

∫

L

H1(x)ξk(x)ψk
r (x)dx+γδ−pl

p−1+α+β
β

∫

L

H2(x)ξk(x)ψk
r (x)dx.

(5.3.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

∫

L

vp−1+α−β

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ

H2(x)ξk(x)ψk
r (x)dx 6

6 γ

∫

L

(vβ − l)
p−1+α−β

β

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ

H2(x)ξk(x)ψk
r (x)dx

+ γl
p−1+α−β

β

∫

L

H2(x)ξk(x)ψk
r (x)dx. (5.3.17)

В силу определения H2(x) и (5.3.15)

∫ R

0

(
1

rn−p

∫

Br(x)

H1(z)dz

)1/(p−1)
dr

r

6 γ

[
g(R) + θ−p/(p−1)

]
6 γ

[
v1 + v

p/(p−1)
1

]
. (5.3.18)
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Поэтому из леммы 5.3.1 и условия α + p− 1− βp > 0 вытекает, что

∫

L

(vβ − l)
p−1+α+β

β

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ

H2(x)ξk(x)ψk
r (x)dx

6 1

8

∫

L

vα+β−1

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ∣∣∣∣
∂v(x)

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)ψk
r (x)dx

+ γδp

∫

L

vα−(β−1)(p−1)

(
1 +

vβ − l

δ

)p−1−λ

×
∣∣∣∣
∂(ξ(x)ψr(x))

∂x

∣∣∣∣
p

ξk−p(x)ψk−p
r (x)dx. (5.3.19)

Далее,

∫

L

vα+p−1

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsH1(x)ξk(x)ψk
r (x)dx

6 γ

∫

L

(vβ − l)
p−1+α

β

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsH1(x)ξk(x)ψk
r (x)dx

+ γδl
p−1+α

β

∫

L

H1(x)ξk(x)ψk
r (x)dx. (5.3.20)

Рассмотрим задачу (5.2.35). В силу определения решения имеем

I1 =

∫

L

(vβ − l)
p−1+α

β

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsH1(x)ξk(x)ψk
r (x)dx

=
n∑

i=1

∫

L

∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣
p−2

∂w

∂xi

× ∂

∂xi

{
(vβ − l)

p−1+α
β

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dxξk(x)ψk−p
r (x)

}
. (5.3.21)
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Вычисляя производную выражения в фигурной скобке и применяя
неравенство Юнга, приходим к оценке

I1 6 1

8

∫

L

{
vα−1

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

+ vα+β−1

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ}∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)ψk
r (x)dx

+ γδp

∫

L

vα−(β−1)(p−1)

(
vβ(x)− l

δ

)p−1∣∣∣∣
∂

∂x
(ξ(x)ψr(x))

∣∣∣∣
p

ξk−p(x)ψk−p
r (x)dx

+ I2 + I3, (5.3.21)

где

I2 = γ

∫

L

(vβ − l)
p−1+α

β

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)ψk
r (x)dx,

I3 = γ

∫

L

(vβ − l)
p+α

β vβ−1

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ

ds

∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣
p

ξk(x)ψk
r (x)dx.

Снова, используя интегральное тождество для решения задачи
(5.3.35), получаем

I2 = γ

∫

L

H1(x)w(x)(vβ − l)
p−1+α

β

×
∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsξk(x)ψk
r (x)dx− γ

n∑
i=1

∫

L

w

∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣
p−2

∂w

∂xi

× ∂

∂xi

{
(vβ − l)

p−1+α
β

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

dsξk(x)ψk
r (x)

}
dx. (5.3.22)

Отсюда следует, что

I2 6 γ

∫

L

[
wH1(x) +

∣∣∣∣
∂

∂x
(ξ(x)ψr(x))

∣∣∣∣wp

]
(vβ − l)

p−1+α
β
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×
∫ vβ(x)

l

(
1 + s− l

δ

)−1−λ

dsξk−p(x)ψk−p
r dx

+ γ

∫

L

wp

{
vα−1

∫ vβ(x)

l

(
1 +

s− l

δ

)−1−λ

ds

+ vα+β−1

(
1 +

vβ − l

δ

)−1−λ} ∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣
p

ξkψk
r dx + I3. (5.3.23)

Вновь воспользуемся интегральным тождеством для задачи (5.2.35).
Получим

I3 = γ

∫

L

H1(x)w(vβ − l)
p+α

β vβ−1

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ

ξk(x)ψk
r (x)dx

− γ

n∑
i=1

∫

L

w

∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣
p−1

∂w

∂xi

× ∂

∂xi

{
(vβ − l)

p+α
β vβ+1

(
1 +

vβ − l

δ

)−1−λ

ξk(x)ψk
r (x)

}
dx. (5.3.24)

Отсюда вытекает, что

I3 6 γ

∫

L

wH1(x)(vβ − l)
p+α

β vβ−1

(
1 +

vβ(x)− l

δ

)−1−λ

ξk(x)ψk
r (x)dx

+ γδp

∫

L

wpvα−(β−1)(p−1)

(
vβ − l

δ

)p−1∣∣∣∣
∂

∂x
(ξ(x)ψr(x)

∣∣∣∣ ξk−1(x)ψk−1
r (x)dx.

(5.3.25)

Первый интеграл в правой части (5.3.25) оценивается аналогично
(5.3.19). Теперь, используя оценку (5.2.36) для w(x), из (5.3.17)–(5.3.25)
получим (5.3.16). ¤

Рассмотрим последовательности чисел Rj = 2−jR, j = 0, 1, 2, . . . и
функций ξj(x) ∈ C∞

0 (Bj), ξj(x) = 1 в Bj+1 = B(x1, Rj+1), ξj(x) = 0 вне
Bj, 0 6 ξj(x) 6 1,

∣∣∂ξj/∂x
∣∣ 6 γR−1

j .
Пусть l0 = 0. Определим для любого j > 1

κ =
1

Rn
j

∫

Lj

(
v(x)

l
1/β
j+1

)α−(β−1)(p−1)(
vβ(x)− lj
lj+1 − lj

)(1+λ)(p−1)

ξk−p
j (x)dx, (5.3.26)
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где Lj = BJ ∩ {v(x) > l
1/β
j }, β = (p − 1)/p, α = λ. В силу (5.3.8) и

условий на α, β и λ интеграл в правой части (5.3.26) конечен. Положим
δj = lj+1 − lj.

Аналогично (5.2.49) получаем оценку

κ 6 2nε(1+λ)(p−1)κ

+ γ(ε)

{
κ + γδ1−p

j lp−1
j

∫

L1

H1(x)dx + κ + γδ1−p
j lp−1

j

∫

Lj

H1(x)dx

+ γr−p

∫

Lj∩K(r)

(
v(x)

l
1/β
j

)α−(β−1)(p−1)(
1 +

vβ(x)− l

δj

)(1+λ)(p−1)

dx

+ γδ1−p
j l

α−(β−1)(p−1)
β

j r−1

∫

Lj∩K(r)

vα(x)[g2(x)up−1(x) + f2(x)]dx

} (1+λ)(p−1)
p−1−λ

.

(5.3.27)

В силу выбора α, β и λ и неравенства (5.3.8) получим

lim
r→0

r−p

∫

Lj∩K(r)

(
v(x)

l
1/β
j

)α−(β−1)(p−1)(
1 +

vβ(x)− lj
δj

)(1+λ)(p−1)

dx = 0,

(5.3.28)

lim
r→0

δ1−p
j l

α−(β−1)(p−1)
β

j r−1

∫

Lj∩K(r)

vα(x)[g2(x)up−1 + f2(x)]dx = 0. (5.3.29)

Из (5.3.27)–(5.3.29) аналогично лемме 5.2.5 получим

max
B(x0, R

2
)
v(x) 6 γ

{
R−n

∫

B(x0,R)

vp−1+α+βλ(p−1)(x)dx

} 1
p−1+α+βλ(p−1)

. (5.3.30)

Правая часть неравенства (5.3.30) конечна в силу (5.3.8) и выбора λ, α и
β. Это приводит к завершению доказательства теоремы 5.3.2.

5.3.3. Доказательство теоремы 5.3.1.

Лемма 5.3.3. Пусть выполняются все условия теоремы 5.3.1. То-
гда ∫

E(R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ{Mp(r)rn−p + 1}, (5.3.31)
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где E(R) = {x ∈ B(R)\{0} : u(x) > M(R)}, а функция ψr(x) определена
в подразделе 5.3.2.

Эта лемма доказывается аналогично лемме 3.2.1.
В дальнейшем полагаем , что r и ρ удовлетворяют условиям

0 < r < p < R < R0, M(ρ) > max
{
2M(R),M

(
R/2

)}
. (5.3.32)

Лемма 5.3.4. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 5.3.1. Тогда
∫

E(ρ,R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ[M(ρ)−M(R)] {Mp−1(r)rn−p + v0}+ γ, (5.3.33)

где E(ρ, R) = {x ∈ Ω : 0 < uR(x) < M(ρ) − M(R)}, а v0 определено в
(5.2.13).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставив в интегральное тождество (5.3.5)
функцию

ϕ(x) = min {uR(x), M(ρ)−M(R)}ψp
r(x),

получим

∫

E(ρ,R)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ[M(ρ)−M(R)] {Mp−1(r)rn−p + vp−1

0

+ γ[M(ρ)−M(R)]

∫

E(ρ)

g3(x)up−1(x)ψp
r (x)dx + γ. (5.3.34)

В силу (5.3.7) и (5.2.13) имеем
∫

E(ρ)

g3(x)up−1(x)ψp
r (x)dx 6 γ

∫

E(ρ)

g3(x)|x|p−nψp
r(x)dx

6 γ

∞∑
i=0

ρp−n
i

∫

K(ρi)

g3(x)dx 6 γv0, (5.3.35)

где ρi = 2−iρ и K(ρi) = {ρi < |x| < ρi−1}. Отсюда и из (5.3.34) получим
требуемое неравенство (5.3.33). ¤

Аналогично (5.3.30) получаем оценку

[M(ρi)−M(R)]p 6 γiρ
−n

∫

Gi

(up
R(x) + 1)dx, (5.3.36)
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где

Gi =

{
ρi − ρ

2
(1− 2−i) < |x| < ρ

(1)
i +

ρ

2
(1− 2−i)

}
,

ρi =
ρ

2
(1 + 2−i), ρ

(1)
i = |xi|, i = 1, 2, . . . ,

а xi – некоторая точка, удовлетворяющая условию

ρi 6 |xi| 6 R0/2, |u(xi)| = M(ρi).

Используя (5.3.33), из неравенства (5.3.36) получаем

(M(ρi)−M(R))p 6 γi[M(ρi+1)−M(R)]

×
(

Mp−1(r)

(
r

ρ

)n−p

+ v0ρ
p−n

)
+ γiρp−n. (5.3.37)

Итерируя последнее неравенство, получим

M(ρ) 6 γM(r)

(
r

ρ

)n−p
p−1

+ γρa−n−p
p−1 + γv

1
p−1

0 ρ−
n−p
p−1 , (5.3.38)

где a = n−p
p(p−1)

. Устремляя r → 0, в силу (5.3.7) получим

M(ρ) 6 γρa−n−p
p−1 + γv

1
p−1

0 ρ−
n−p
p−1 (5.3.39)

для любого 0 < ρ < R1.
Можно считать, что

ρa 6 v0, (5.3.40)

так как в противном случае, в силу теоремы 5.3.2, получим, что функция
u(x) ограничена в Ω.

Итак, получим оценку

M(ρ) 6 γv0ρ
−n−p

p−1 . (5.3.41)

Повторяя предыдущие рассуждения, на I-ом шаге придем к оценке

M(ρ) 6 γρa−n−p
p−1 + γIvI

0ρ
−n−p

p−1 . (5.3.42)

После этого выбирая I из условия

I =

[
a log ρ−1

log (γv0)−1

]
+ 1, (5.3.43)
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приходим к оценке

M(ρ) 6 γρa−n−p
p−1 , 0 < ρ < R1, (5.3.44)

которая в силу теоремы 6.2.2 влечет ограниченность решения u(x) в Ω.
Дальнейшие рассуждения при доказательстве теоремы 5.3.1 аналогичны
[113].

5.4. Устранимость изолированных особенностей решений
квазилинейных эллиптических уравнений
с абсорбцией

5.4.1. Формулировка предположений и основных результатов. Рас-
смотрим уравнение вида

−
n∑

i=1

d

dxi

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
+ g(x, u) = a0(x, u), x ∈ Ω\{0}. (5.4.1)

Предполагаем, что функции a0(x, u), g(x, u), ai(x, u, ξ), i = 1, . . . , n
удовлетворяют условию Каратеодори, для функций a0(x, u), ai(x, u, ξ),
i = 1, . . . , n, выполнены неравенства (5.2.2), (5.2.3) и (5.3.2), и, кроме
того,

|g(x, u)| 6 c2|u|q + f4(x), g(x, u)sign u > c1|u|q − f4(x), (5.4.2)

где f4(x) > 0, f4(x) ∈ Kp, p > 2, f4(x) ∈ K2,p при 1 < p < 2.

Определение 5.4.1. Говорим, что u(x) – решение уравнения (5.4.1)
в Ω\{0}, если для любой функции ϕ(x) ∈ W 1,p(Ω), равной нулю вблизи
границы множества Ω\{0}, имеет место включение u(x)ϕ(x) ∈ W 1,p(Ω)
и справедливо тождество

∫

Ω

{ n∑
i=1

ai

(
x, u,

∂u

∂x

)
∂ϕ

∂xi

− a0

(
x, u,

∂u

∂x

)
ϕ + g(x, u)ϕ

}
dx = 0. (5.4.3)

Определение 5.4.2. Будем говорить, что решение u(x) уравнения
(5.4.1) имеет устранимую особенность в точке {0}, если u(x) ∈ W 1,p(Ω)∩
Lq+1(Ω) и тождество (5.4.3) справедливо для любой функции ϕ(x) ∈
◦

W 1,p(Ω) ∩ Lq(Ω).

Основным результатом данного раздела является следующая теоре-
ма.
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Теорема 5.4.1. Пусть выполняются неравенства (5.2.2), (5.2.3),
(5.3.2) и (5.4.2), и пусть u(x) – решение уравнения (5.4.1) в Ω\{0}. Пред-
положим, что справедливо неравенство

q > n(p− 1)

n− p
. (5.4.4)

Тогда особенность u(x) в точке {0} устранима.

Сначала докажем такой результат.

Теорема 5.4.2. Пусть выполняются условия теоремы 5.4.1. Тогда
справедлива оценка

|u(x)| 6 γ|x|−p/(q−p+1), 0 < |x| 6 R0. (5.4.5)

5.4.2. Доказательство Теоремы 5.4.2. Будем считать, что
lim
r→0

M(r) = ∞. (5.4.6)

В противном случае теорема 5.4.1 следует из результатов предыдущего
раздела.

Зафиксируем число R1 ∈ (0, R0) такое, что
M(R1) > 1. (5.4.7)

Определим при ρ > 0 и σ ∈ (0, 1) функцию ϕρ,σ(x) условиями:
ϕρ,σ(x) = 1 при ρ 6 |x| 6 2ρ, ϕρ,σ(x) = 0 вне множества {(1 − σ)ρ <
|x| < (2 + σ)ρ} и выполнена оценка

∣∣∂ϕρ,σ(x)/∂x
∣∣ 6 2/σρ.

Лемма 5.4.1. Предположим, что выполняются условия теоремы
5.4.2. Тогда при 0 < σ < 1 и 0 < ρ < R1/3 выполнена оценка

∫

Ω

(∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

+ |u|q+1

)
ϕp

ρ,σ(x)dx 6 γρn−pMp(ρ− σρ). (5.4.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(5.4.3) пробную функцию

ϕ(x) = u(x)ϕp
ρ,σ(x).

Используя неравенства (5.2.2)–(5.2.3), (5.3.2) и (5.4.2) и неравенство Юн-
га, получаем оценку

∫

Ω

(∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
)p

+ |u|q+1

)
ϕp

ρ,σ(x)dx 6 γ

∫

Ω

|u(x)|pH(x)ϕp
ρ,σ(x)dx

+

∫

Ω

|u(x)|p
∣∣∣∣
∂ϕρ,σ

∂x

∣∣∣∣
p

dx + γ

∫

Ω

[f1(x) + f3(x) + f4(x)]ϕp
ρ,σ(x)dx, (5.4.9)
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где H(x) = 1+ g1(x)+ [g2(x)]p/(p−1) + [f2(x)]p/(p−1) + g3(x)+ f3(x)+ f4(x)+
hp(x).

Интегралы в правой части (5.4.9) оцениваем, применяя неравенство
Гельдера и учитывая определения функций ϕρ,σ(x) и M(r). В итоге име-
ем

∫

Ω

|u(x)|pH(x)ϕp
ρ,σ 6 1

8

∫

Ω

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ϕp
ρ,σ(x)dx + γ

∫

Ω

|u(x)|p
∣∣∣∣
∂ϕρ,σ

∂x

∣∣∣∣
p

dx

∫

Ω

|u(x)|p
∣∣∣∣
∂ϕρ,σ

∂x

∣∣∣∣
p

dx 6 γσ−pρn−pMp(ρ− σρ),

∫

Ω

[f1(x) + f3(x) + f4(x)] ϕp
ρ,σ(x)dx 6 γρn.

Теперь оценка (5.4.8) следует из (5.4.9) и трех последних неравенств. ¤
Зафиксируем число R2 из интервала

(
0, R1/2

)
так, чтобы M(R2) >

M
(
R1/2

)
и пусть ρ – произвольное число из интервала (0, R2). Опреде-

лим числовые последовательности {ρj}, {σj} равенствами

ρj = (2−1 + 2−j)ρ, σj = 2−(j+1), j = 1, 2, ....

Выберем точку xj так, чтобы M(ρj) = |u(xj)|, ρj 6 |xj| 6 R2 и обозначим
ρ′j = |xj|. Определим ϕj(x) = ϕρ′j ,σj

(x).
Аналогично лемме 5.2.5, получаем оценку

[M(ρj)]
p+1 = |u(xj)|p+1 6 γ2jp/σρ−n

∫

Ω

(1 + |u(x)|)q+1ϕp
j(x)dx. (5.4.10)

Далее, оценим интеграл в (5.4.10), используя неравенство (5.4.8). Полу-
чим

[M(ρj)]
q+1 6 γρ−paj[M(ρ′j − σjρ

′
j)]

p 6 γajρ−p[M(ρj+1)]
p, (5.4.11)

где a = 4p.
Последовательно применяя оценку (5.4.11), устанавливаем неравен-

ство

M(ρj) 6 C

1
q+1

j∑
j=0

(
p

q+1

)j

8 a
1

q+1

j∑
j=0

(j+1)
(

p
q+1

)j

ρ
1

q+1

j∑
j=0

(
p

q+1

)j

[M(ρj+1)]

(
p

q+1

)j+1

.
(5.4.12)
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Устремляя j → ∞ и пользуясь ограниченностью последовательности
M(ρ), из (5.4.12) выводим, что

M(ρ) 6 γρ
p

q−p+1 ,

что и заканчивает доказательство теоремы 5.4.2.

5.4.3. Интегральные и поточечные оценки градиента решения.
Определим при r ∈ (0, 1) функцию ψr : RN → R, ψr(x) = ψ̃r(|x|), где
ψ̃r : R → R – функция, определенная равенствами: ψ̃r(t) ≡ 0 при t 6
r, ψ̃r(t) ≡ 1 при t > R(r),

ψ̃r(t) =
1

(1− θ) ln ln 1
r

∫ t

r

dt

t ln 1
t

при r 6 t 6 R(r), (5.4.13)

θ – выбираемое далее число из интервала (0, 1), R(r) – число, опреде-
ленное равенством

ln
1

R(r)
=

(
ln

1

r

)θ

. (5.4.14)

Определим при ρ ∈ (0, R0) функции uρ(x), F1(r, ρ), F2(r, ρ) и множе-
ство E(ρ) равенствами

uρ(x) =[u(x)−M(ρ)]+, E(ρ) = {x ∈ B(ρ)\{x0)} : u(x) > M(ρ)},
(5.4.15)

p =
qp

q − p + 1
, λ =

(
p

q − p + 1
− n− p

p− 1

)
(p− 1) > 0,

(5.4.16)

F1(r, ρ) =





ρn−p , если g > n(p−1)
n−p

,

[
ln 1

r

]2−n
p

, если q = n(p−1)
n−p

, n < 2p,

ln ln 1
r

, если q = n(p−1)
n−p

, n = 2p,

[
ln 1

ρ

]2−n
p

, если q = n(p−1)
n−p

, n > 2p.

(5.4.17)

F2(r, ρ) =





ρλ[g(ρ) + f(ρ) + h(ρ)]p−1

(
ln 1

ρ

)p

, если q > n(P−1)
n−p

,

ln 1
r
[1 + g(ρ) + f(ρ)]p−1, если q = n(p−1)

n−p
.

(5.4.18)
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Лемма 5.4.2. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 5.4.1. Тогда при r ∈ (0, 1) и R(r) < ρ < R2 справедлива оценка

∫

E(ρ)

1

u(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ

{[
ln ln

1

r

]p

F1(r, ρ) + F2(r, ρ)

}
. (5.4.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество
(5.4.3) пробную функцию

ϕ(x) = ln+
u(x)

M(ρ)
ψp

r (x).

После очевидных преобразований получим
∫

E(ρ)

{
1

u(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

+ uq ln
u

M(ρ)

}
ψp

r (x)dx 6 γ(I1 + I2), (5.4.20)

где

I1 =

∫

E(ρ)

ln
u

M(ρ)
·
∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1 ∣∣∣∣

∂ψr

∂x

∣∣∣∣ ψp−1
r (x)dx,

I2 =

∫

E(ρ)

up−1(x)

{
f1(x) + g1(x) + (f2(x) + g2(x)) ln

u

M(ρ)
·
∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣

+ (f3(x) + g3(x) + f4(x)) ln
u

M(ρ)

}
ψp−1

r (x)dx.

Используя неравенство Юнга, находим, что

γI1 6 1

2

∫

E(ρ)

{
1

u

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1

+ uq ln
u

M(ρ)

}
ψp−1

r (x)dx + γI3, (5.4.21)

где

I3 =

∫

E(ρ)

[
ln

u

M(ρ)

](1−(p−1)/qp)p∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣
p

dx.

Используя теорему 5.4.2, получаем

I3 6 γ

[
ln ln

1

r

]−p

F1(r, ρ). (5.4.22)
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Далее, в случае q = n(p−1)
n−p

имеем

I2 6 γ ln
1

r

∞∑
i=1

(
ρ

2i

)p−n ∫

K(ρi)

H(x)dx 6 γF2(r, ρ), (5.4.23)

а в случае q > n(p−1)
n−p

имеем

I2 6 γ

∞∑
i=1

(
ρ

2i

)p−n+λ

×
∫

K(ρi)

[
f1(x) + g1(x) + (f3(x) + g3(x) + f4(x)) ln

1

|x|
]

6 γF2(r, ρ),

(5.4.24)

где K(ρi) = {ρi < |x| < ρi−1}, ρi = ρ
2i .

Собирая оценки (5.4.20)–(5.4.24), получаем (5.4.19). ¤
Определим функцию u(ρ)(x) и множество E(ρ, 4ρ) следующим обра-

зом:

u(ρ)(x) = min{[u(x)−M(4ρ)]+, M(ρ)−M(4ρ)},
E(ρ, 4ρ) = {x ∈ BR0(x0) : M(4ρ) < u(x) < M(ρ)}.

Лемма 5.4.3. Предположим, что выполняются все условия тео-
ремы 5.4.1. Тогда справедлива оценка

∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

dx 6 v0(M(ρ)−M(4ρ))ρλ, (5.4.25)

где v0 определено в (5.4.13).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в интегральное тождество

(5.4.3) функцию

ϕ(x) = u(ρ)(x)ψp
r (x) при r ∈ (0, 1), R(r) < ρ < R1.

Используя неравенства (5.2.2)–(5.2.3), (5.3.2) и (5.4.2), получим

∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx +

∫

E(4ρ)

uq(x)u(ρ)(x)ψp
r(x)dx 6 γ

6∑
i=4

Ii, (5.4.26)
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где

I4 =(M(ρ)−M(4ρ))

∫

E(4ρ)

up−1(x)H(x)ψp
r (x)dx, (5.4.27)

I5 =

∫

E(4ρ)

u(ρ)(x)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−1∣∣∣∣

∂ψr

∂x

∣∣∣∣ψp−1
r (x)dx, (5.4.28)

I6 =

∫

E(4ρ)

u(ρ)(x)up−1(x) [f2(x) + g2(x)]

∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣ψp−1
r (x)dx. (5.4.29)

Имеем

I4 6 γ(M(ρ)−M(4ρ))

×
∞∑
i=1

(
ρ

2i

)p−n+λ ∫

K(ρi)

H(x)dx 6 γv0(M(ρ)−M(ρ))ρλ (5.4.30)

γI5 6 1

2

∫

E(4ρ)

u(ρ)(x)uq(x)ψp
r (x)dx + γI7I8, (5.4.31)

где

I7 =

{∫

E(4ρ)

1

u

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx

} q(p−1)
qp−p+1

,

I8 =

{∫

E(4ρ)

[u(ρ)(x)]

(
1+ p−1

pq

)
p

∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣
p

dx

} q−p+1
qp−p+1

.

Далее, используя вид функции ψr(x), получим

I8 6 γ(M(ρ)−M(4ρ))

[
ln ln

1

r

] qp
qp−p+1

×
[ ∫ R(r)

r

|x|n−1d|x|[
ln 1

|x|
]p|x|p

} q−p+1
qp−p+1

6 γ(M(ρ)−M(4ρ))F3(r), (5.4.32)

где

F3(r) =





[R(r)](n−p) q−p+1
qp−p+1 , если q > n(p−1)

n−p
,

[
ln 1

R(r)

]−p q−p+1
qp−p+1

, если q = n(p−1)
n−p

,
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а R(r) определено равенством (5.4.15),

I6 6 γ[M(ρ)−M(4ρ)]

( ∫

r<|x|<R(r)

up−1(x)(f2(x) + g2(x))
p

p−1 dx

) p−1
p

.

×
( ∫

r<|x|<R(r)

up−1(x)

∣∣∣∣
∂ψr

∂x

∣∣∣∣
p

dx

) 1
p

6 γ(M(ρ)−M(4ρ))v0

×
( ∫ R(r)

r

(
ln

1

|x|
)−p

|x|−1d|x|
) 1

p

6 (M(ρ)−M(4ρ))v0

(
ln

1

R(r)

)1−p

.

(5.4.33)

Теперь из неравенств (5.4.26)–(5.4.33) и (5.4.19) получим
∫

E(ρ,4ρ)

∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p

ψp
r (x)dx 6 γ

{
(M(ρ)−M(4ρ))ρλv0 + M(ρ)

[
ln

1

R(r)

]1−p

+ M(ρ)F3(r)

[(
ln ln

1

r

)−p

F1(r, ρ) + F2(r, ρ)

] q(p−1)
qp−p+1

}
. (5.4.34)

Выберем теперь θ ∈ (0, 1), введенное в (5.4.14), из условий

− θ(n− 1)(q − p + 1) + (1− n

p
)q(p− 1) < 0, если q =

n(p− 1)

n− p
,

(5.4.35)

− θ(n− 1)(q − p + 1) + q(p− 1) < 0, если q =
n(p− 1)

n− p
, (5.4.36)

θ =
1

2
, если q >

n(p− 1)

n− p
. (5.4.37)

Возможность выбора такого θ обеспечивает условие на q. Зафиксируем
в дальнейшем число θ ∈ (0, 1), удовлетворяющее (5.4.35)–(5.4.37). Те-
перь можно перейти к пределу при r → 0 в неравенстве (5.4.34). При
этом второе и третье слагаемые правой части стремятся к нулю. Отсюда
получаем (5.4.25). ¤

Аналогично лемме 5.2.5 получаем неравенство

[M(ρ)−M(4ρ)]p

6 γρ−n

∫

E(2ρ)

maxp{(u(x)−M(2ρ), M(ρ/2)−M(2ρ)}dx. (5.4.38)



5.4. Устранимость особенностей решений уравнений с абсорбцией 319

Теперь используя лемму 5.4.3, из (5.4.38) выводим, что

[M(ρ)−M(2ρ)]p 6 γρp−n+λv0[M(ρ/2)−M(2ρ)]. (5.4.39)

Итерируя последнее неравенство, получим

M(ρ)−M(2ρ) 6 γρ
λ+p−n

p−1 v
1

p−1

0 . (5.4.40)

Рассмотрим последовательность ρi = 2i−1ρ, i = 1, . . . , I, где I опре-
деляется условием R1/4 < 2Iρ 6 R1/2. Суммируя неравенство (5.4.40) по
i, получим

M(ρ) 6 M(R1/4) + ρ
λ+p−n

p−1 v
1

p−1

0 . (6.4.41)

Повторим все предыдущие рассуждения на j-ом шаге. В результате по-
лучим

M(ρ) 6 M(R1/4) + (γv
1

p−1

0 )jρ
λ+p−n

p−1 , (5.4.42)

и выбирая j из условия

j =
a log ρ

log (γv0)
, (5.4.43)

приходим к неравенству

M(ρ) 6 M

(
R1

4

)
+ ρa+λ+p−n

p−1 . (5.4.44)

Далее устранимость особенности в точке {0} устанавливается стандарт-
ными рассуждениями, аналогичными [113].





ЧАСТЬ III

ГРАНИЧНЫЕ РЕЖИМЫ С ОБОСТРЕНИЕМ

ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ





ГЛАВА 6

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

ЛОКАЛИЗОВАННЫХ РЕЖИМОВ С ОБОСТРЕНИЕМ ДЛЯ

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

6.1. Введение: локализованные и нелокализованные
сингулярные граничные режимы

В этой главе мы начинаем изучение структуры особенностей реше-
ний начально-краевых задач для широких классов дивергентных квази-
линейных параболических уравнений (как второго, так и высоких по-
рядков), порождаемых сингулярно обостряющимся в окрестности неко-
торого значения времени t = T < ∞ граничными данными. В каче-
стве простейшего модельного примера таких задач, на котором можно
проследить историю вопроса и выявить основные эффекты и структуру
возможных результатов, рассмотрим следующую задачу Коши-Дирихле
для одномерного уравнения пористой среды (или нелинейной теплопро-
водности):

ut = (um)xx ∀(t, x) ∈ (0, T )× (0,∞), m > 1, 0 < T < ∞; (6.1.1)

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0,∞); (6.1.2)

u(t, 0) = ψ(t) ∀ t ∈ [0, T ), ψ(t) →∞ при t → T. (6.1.3)

В предположении, что u0 является непрерывной, ограниченной, неотри-
цательной функцией, а ψ(t) – неотрицательной и непрерывной на [0, T )
с ψ(0) = u0(0), задача (6.1.1)–(6.1.2) имеет единственное непрерывное
обобщенное решение u(t, x) (см. [103], [144]), которое является классиче-
ским решением (6.1.1) на множестве точек (t, x) : u(t, x) > 0 и может не
быть классическим в точках, где u(t, x) = 0. Если u0 имеет компактный
носитель, то обобщенное решение u задачи (6.1.1)–(6.1.3) также имеет
компактный носитель по x для любого t ∈ (0, T ) (см. [135], [136]), ко-
торый не может уменьшаться с ростом t и при t → ∞ заполняет всю
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полуось Ω = [0,∞) (см. [54], [10], [11]). Следовательно, корректно опре-
деляется свободная граница (термальный фронт, см. [139]):

ζ(t) = sup{x ∈ Ω : u(t, x) > 0} ∀ t ∈ [0, T ). (6.1.4)

Эта функция является непрерывной и монотонно возрастающей (см. [53],
[103], [143]). Граничное условие (6.1.3) определяет так называемый гра-
ничный режим с обострением с временем обострения t = T . Наличие та-
кого режима приводит к необходимости изучения предельного поведения
решения u(t, x) и свободной границы ζ(t) при t → T . Такие исследова-
ния были начаты в начале 60-х годов прошлого века (см. [110], [84], [86],
[109], [137] и имеющуюся там литературу) и были связаны, в частности, с
поисками условий локализации граничных режимов с обострением, опи-
санием множеств интенсификации.

Определение 6.1.1. Граничный режим ψ(t) в задаче (6.1.1)–(6.1.2)
называется локализованным, если при любой непрерывной, ограничен-
ной, неотрицательной начальной функции u0 с компактным носителем
supp u0 для соответствующего решения u(t, x) выполняется:

lim
t→T

ζu(t) := lim
t→T

ζ(t) < ∞, ζ(t) из (6.1.4). (6.1.5)

Определение 6.1.2. Для произвольного решения u(t, x) задачи
(6.1.1)–(6.1.2) множествами интенсификации (или множествами "blow-
up") называются:

Ωs = Ωs(u) = {x : lim sup
t→T

u(t, x) = ∞}, (6.1.6)

Ω∗
s = Ω∗

s(u) = {x : lim sup
t→T

∫ ∞

x

u(t, y) dy = ∞}. (6.1.7)

Следуя концепции локализации из [141], [109], [50] введем также следу-
ющее

Определение 6.1.3. Решение u(t, x) некоторой задачи с обостряю-
щимся при t = T граничным режимом называется эффективно локали-
зованным, если ω := sup{x ∈ Ωs(u)} < ∞, и метастабильно локализован-
ным, если ω∗ := sup{x ∈ Ω∗

s(u)} < ∞, где Ωs(u) и Ω∗
s(u) из определения

6.1.2.

Первые общие точные результаты о локализации решений задачи
(6.1.1)–(6.1.3) были получены В.А. Галактионовым и А.А. Самарским
[42]. Ими было установлено, что в классе сингулярно обостряющихся
граничных режимов ψ(t) таких, что

ψ ∈ C2(0, T ), ψ′(t) > 0 ∀ t ∈ (0, T ), (6.1.8)
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и существует
lim
t→T

(ψ/ψ′)′(t) := l, (6.1.9)

необходимым и достаточным условием локализации является выполне-
ние соотношения:

l = −∞ либо ψm/ψ′ ∈ L∞(0, T ). (6.1.10)

При этом размер области интенсификации удовлетворяет равенству:

ω =





0, если l = −∞
C lim sup

t→T
(ψm(t)/ψ′(t))

1
2 если l > −∞,

(6.1.11)

где C – положительная постоянная, зависящая только от l. В частности,
C = (2m(m + 1))

1
2 /(m− 1), если l = −(m− 1). Ранее [137] этот результат

был установлен для модельного, предельного с точки зрения выполнения
условия (6.1.10) граничного режима

ψ(t) = ψ0(T − t)−
1

m−1 ∀ t < T, ψ0 = const > 0. (6.1.12)

Б. Гилдинг и М. Херреро установили [50], что для произвольного непре-
рывного монотонного режима с обострением ψ(t) необходимым и доста-
точным условием локализации является выполнение лишь одного усло-
вия:

ρ := lim sup
t→T

(
ψ(t)−1 ·

∫ t

0

ψm(s) ds

) 1
2

< ∞. (6.1.13)

Кроме того в [50] показано, что
1) если имеет место локализация, то

lim sup
t→T

(T − t)
1

m−1 u(t, x) < ∞ ∀ x > 0,

2) если нет локализации, то

lim sup(T − t)
1

m−1 u(t, x) = ∞ ∀ x > 0,

3) для произвольного x ∈ Ωs(u) lim inf
t→T

u(t, x) = ∞ и Ωs(u) является
связным интервалом содержащим точку x = 0,

4) для величины ω области интенсификации Ωs справедливы оценки:

C1ρ 6 ω 6 C2ρ, (6.1.14)
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где

ρ из (6.1.13), C1 =

(
(m + 1)(2m + 1)

m2

) 1
2

, C2 =

(
2m

2m+1
m (m + 1)

1
m

(m− 1)2

) 1
2

,

5) на классе "гладких" режимов с обострением, определяемом усло-
виями (6.1.8), (6.1.9) критерии локализации (6.1.10) и (6.1.13) являются
эквивалентными.

В работе [34] К. Кортазар и М. Элгуета на более широком, чем в [50]
классе непрерывных сингулярных граничных режимов ψ(t) (без условия
монотонности), установили критерии локализации в виде:

ρ∗ := lim sup
t→T

(T − t)
1

m−1

∫ t

0

ψm(s) ds < ∞, (6.1.15)

который эквивалентен (6.1.13) на подклассе монотонных режимов. В [34]
с то же полнотой, что и задачи Дирихле, изучена локализация решений
задачи Неймана для уравнения (6.1.1) с сингулярно обостряющимися
граничными данными:

(um)x(t, 0) = −h(t), h(t) →∞ при t →∞ (6.1.16)

Установлено, в частности, что критерием локализации этого режима яв-
ляется условие:

σ∗ := lim sup
t→T

(T − t)
1

m−1

∫ t

0

h(s) ds < ∞. (6.1.17)

Теперь о зависимости характеристик локализации граничных режимов
с обострением от структуры уравнения. Сначала об уравнении (6.1.1)
при m = 1. В этом случае задача (6.1.1)–(6.1.3) решается явно. Так при
u0 = 0

u(t, x) =
x

2π
1
2

∫ t

0

(t− s)−
3
2 · exp

(
− x2

4(t− s)

)
ψ(s) ds. (6.1.18)

Понятно, что у этого решения отсутствует термальный фронт, следова-
тельно, нет локализации в смысле определения 6.1.1 ни при каком ре-
жиме ψ(t). Но, как показано в [141], может наблюдаться метастабильная
локализация (см. определение 6.1.3). Если

ψ(t) = (T − t)α exp(γ(T − t)−β) ∀ t < T, α > 0, γ > 0, β > 0,
(6.1.19)
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то при β < 1 имеет место метастабильная локализация с ω = 0 (LS –
режим в терминологии из [109]). При β = 1 имеет место метастабильная
локализация с ω = 2γ

1
2 (S – режим), причем u(t, x) → ∞ при t → T

для всех x < 2γ
1
2 и u(t, 2γ

1
2 ) → ∞ при t → T , если α 6 2−1. При β > 1

u(t, x) →∞ при t → T для всех x > 0 (HS – режим).
Естественно ожидать, что локализация граничных режимов с обо-

стрением возникает в широком классе уравнений структуры отличной
либо более общей, чем (6.1.1) (см. [109]). Так для уравнения нелинейной
теплопроводности с градиентной нелинейностью

ut = (|ux|p−1ux)x, p > 1, (6.1.20)

в [109] были найдены автомодельные решения, соответствующие гранич-
ному условию Дирихле (6.1.3) с

ψ(t) = ψ0(T − t)−l, l > 0, ψ0 > 0. (6.1.21)

Структура этого решения говорит о том, что предельный локализован-
ный граничный режим (S-режим) соответствует значению

l = (p− 1)−1. (6.1.22)

В [49] изучена локализация решений осесимметрических задач Дирихле
и Неймана с сингулярным обострением граничных данных для n-мерного
уравнения нелинейной теплопроводности, то есть, фактически, для сле-
дующего "одномерного" уравнения с переменным коэффициентом:

ut = r1−n(rn−1(um)r)r, u = u(t, r), r ∈ (1,∞), n ∈ N. (6.1.23)

Показана эквивалентность для этого уравнения эффективной и метаста-
бильной локализации, установлены аналогичные (6.1.15), (6.1.17) крите-
рии локализации граничных режимов с обострением, получены точные
оценки сверху и снизу для области интенсификации.

Теперь о существующих методах изучения локализации граничных
режимов с обострением. Все исследования в этой области, начиная с [110]
и до конца 90-х годов, основывались на различных вариантах барьерной
техники, сравнении изучаемых решений с различными специальными
автомодельными решениями, построении так называемых аппроксима-
ционных (приближенных) автомодельных решений (см. [42], [109], [49]).
Особо важную роль при этом играли следующие два класса решений:

1) впервые построенные А.С. Калашниковым [54] решения уравне-
ния (6.1.1), продемонстрировавшие эффект временной задержки (waiting
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time) распространения носителей:

U(t, x, τ, a) =





Aa
2

m−1 (τ − t)−
1

m−1 (1− x
a
)

2
m−1 ∀x < a, ∀ t < τ,

0 ∀x > a, ∀ t < τ ; A :=
(

m−1
2m(m+1)

) 1
m−1

,

(6.1.24)
где a > 0, τ 6 T – произвольные параметры (аналоги этого решения для
уравнения (6.1.23) построены в [49]);

2) так называемые решения Баренблатта (или Баренблатта -Паттла
(см. [135], [145], [10], [11], [17])), которые в частных случаях уравнения
(6.1.23) при n = 1 и n = 3 были впервые построены Я.Б. Зельдовичем и
А.С. Компанейцем [139].

В [116], [118] был предложен принципиально другой, не связанный с
барьерной техникой, метод исследования локализации граничных режи-
мов с сингулярным обострением для общих квазилинейных дивергент-
ных параболических уравнений второго порядка в произвольных мно-
гомерных областях. Этот метод является комбинацией идей, развивав-
шихся в рамках метода локальных энергетических оценок (см. [39], [6]),
метода априорных оценок типа принципа Сен-Венана в изучении асимп-
тотических свойств и свойств единственности энергетических обобщен-
ных решений линейных эллиптических и параболических уравнений (см.
[127], [61], [102], [104], [142]), нелинейного варианта метода оценок ти-
па принципа Сен-Венана (см. [115], [2]) и состоит в эффективной оцен-
ке перетоков энергии, связанной с изучаемым решением, в бесконечном
семействе подобластей-полос, накапливающихся в окрестности времени
обострения граничного режима.

В настоящей главе (§6.2, §6.3) приводятся усовершенствованные по
сравнению с [116], [118] доказательства результатов о достаточных усло-
виях локализации обостряющихся граничных режимов Дирихле для об-
щих квазилинейных параболических уравнений типа медленной ньюто-
новско-неньютоновской диффузии (теплопроводности) (модельный при-
мер: уравнение (6.1.1) с m > 1). Затем проводится (§6.4) адаптация этих
методов к общим уравнениям типа "нейтральной" (постоянной) диффу-
зии (теплопроводности) (модельный пример: уравнение (6.1.1) с m = 1),
а в §6.5 устанавливаются характеристики локализации для уравнений
типа "быстрой" диффузии (уравнение (6.1.1) с m < 1).

Итак, пусть Ω – ограниченная область в Rn, n > 1, с C1-гладкой
границей ∂Ω = ∂0Ω ∪ ∂1Ω, где

∂0Ω = {x : |x| = 1}, ∂1Ω ⊂ {x ∈ Rn : |x| > R1}, R1 = const > 1.
(6.1.25)

В цилиндрической области Q = Q(T ) = (0, T ) × Ω, 0 < T < ∞, рассмат-
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ривается следующая начально-краевая задача:

(|u|q−1u)t −
n∑

i=1

(ai(t, x, u, Dxu))xi
= 0 в Q, q = const > 0; (6.1.26)

u(t, x) = f(t, x) на (0, T )× ∂0Ω; (6.1.27)

∂u

∂N
:=

n∑
i=1

ai(t, . . . , Dxu)νi = 0 на (0, T )× ∂1Ω; (6.1.28)

u(0, x) = u0 ∈ Lq+1(Ω). (6.1.29)
Здесь ν = (ν1, . . . , νn) = ν(x) – единичный вектор внешней нормали

к ∂1Ω в точке x, непрерывные функции всех своих аргументов ai(t, x, s, ξ)
удовлетворяют следующим условиям коэрцитивности и роста:

d0|ξ|p+1 6
n∑

i=1

ai(t, x, s, ξ)ξi ∀ (t, x, s, ξ) ∈ Q× R1 × Rn, p = const > 0,

(6.1.30)
ai(t, . . . , ξ) 6 d1|ξ|p ∀ (t, . . . , ξ) ∈ Q× R1 × Rn, i = 1, . . . , n, (6.1.31)

где постоянные d0 > 0, d1 < ∞ не зависят от (t, x, s, ξ). Предполагаем,
что функция f(t, x), определяющая граничный режим (6.1.27), является
следом на (0, T ) × ∂0Ω функции f̄(t, x), удовлетворяющей следующим
условиям гладкости:

f̄(t, ·) ∈ C loc([0, T ); Lq+1(Ω)) ∩ Lp+1, loc([0, T ); W 1
p+1(Ω)); (6.1.32)

f̄t(t, ·) ∈ L1,loc([0, T ), Lq+1(Ω)) ∩ L p+1
p−q+1

,loc([0, T ), L p+1
p−q+1

(Ω)). (6.1.33)

Через W 1
m(Ω, S) обозначим, как обычно, замыкание в норме простран-

ства Соболева W 1
m(Ω) множества функций из C∞(Ω), обращающихся в

нуль в окрестности множества S ⊂ ∂Ω, а через 〈·, ·〉-операцию спари-
вания элементов пространств (W 1

p+1(Ω, ∂0Ω))∗ и W 1
p+1(Ω, ∂0Ω). Характер

обострения граничного режима при t → T будем описывать функцией

F (t) := sup
0<τ<t

∫

Ω

|f̄(τ, x)|q+1 dx +

∫ t

0

∫

Ω

|Dxf̄(τ, x)|p+1 dx dτ

+

( ∫ t

0

( ∫

Ω

|f̄τ (τ, x)|q+1 dx

) 1
q+1

dτ

)q+1

→∞ при t → T. (6.1.34)

Определение 6.1.4. Функция u(t, x) ∈ Cloc([0, T ); Lq+1(Ω)) назы-
вается обобщенным (энергетическим) решением задачи (6.1.26)–(6.1.29),
если:
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1) u(t, ·)− f(t, ·) ∈ Lp+1,loc([0, T ); W 1
p+1(Ω, ∂0Ω));

2) (|u(t, ·)|q−1u(t, ·))t ∈ L p+1
p

,loc([0, T ); (W 1
p+1(Ω, ∂0Ω))∗);

3) выполняется интегральное тождество:

∫ T

0

〈(|u|q−1u)t, η〉 dt +

∫ T

0

∫

Ω

n∑
i=1

ai(t, x, . . . , Dxu)ηxi
dx dt = 0 (6.1.35)

для произвольного T < T и произвольной функции η(t, x) ∈ Lp+1((0, T );
W 1

p+1(Ω, ∂0Ω));
4) выполняется начальное условие (6.1.29).

Замечание 6.1.1. Уравнение (6.1.26) с структурными условиями
(6.1.30), (6.1.31) принадлежит к классу квазилинейных "дважды вырож-
дающихся" (или дважды нелинейных) параболических уравнений. Изу-
чение разрешимости начально-краевых задач для уравнений из этого
класса было инициировано книгой Ж.-Л. Лионса [89] и активно прово-
дилось в дальнейшем многими математиками (см., например, [54], [14]
и имеющуюся там литературу). В програмной работе [3] впервые изу-
чена начально-краевая задача с неоднородными начальными и гранич-
ными данными Дирихле. Из результатов этой работы следует, в частно-
сти, существование обобщенного (в смысле определения (6.1.4)) решения
uj(t, x) задачи (6.1.26)–(6.1.31) в области Qj := (0, Tj) × Ω с произволь-
ным Tj < T при дополнительном условии монотонности для функций
ai(t, x, s, ξ):

M)
n∑

i=1

(ai(t, x, s, ξ)− ai(t, . . . , η))(ξi − ηi) > c0|ξ − η|p+1 ∀ ξ, η ∈ Rn,

где c0 > 0 не зависит от (t, x, s, ξ, η). Отметим, что для функций ai(. . . ) из
(6.1.30), (6.1.31) условие M) может быть выполненным только при p > 1.

Замечание 6.1.2. В качестве области Ω в задаче (6.1.26)–(6.1.29)
выбрана область с модельной "внутренней" границей ∂0Ω = {x ∈ Rn :
|x| = 1} только для простоты обозначений и построений. Как это будет
видно из дальнейших построений, в качестве исходной области Ω может
быть взята любая область с C1-гладкой "внутренней" границей ∂0Ω, яв-
ляющейся границей некоторой выпуклой ограниченной области в Rn.

Замечание 6.1.3. Все выше упоминавшиеся уравнения нелинейной
теплопроводности ((6.1.1), (6.1.20), (6.1.23)) являются частными случая-
ми общего уравнения (6.1.26). Так, уравнение (6.1.1), переписанное отно-
сительно новой неизвестной функции v := |u|m−1u, соответствует урав-
нению (6.1.26) с p = 1, q = m−1, ai(t, x, s, ξ) = ξi, n = 1.
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Как хорошо известно (см., например, [6], [39]), уравнение (6.1.26) в
случае медленной диффузии, то есть при

0 < q < p. (6.1.36)

обладает свойством конечности скорости распространения носителя про-
извольного энергетического решения u(t, x). В частности, если

suppu0 ⊂ B0(R) := {x : |x| < R}, 1 < R, Ω \B0(R) 6= ∅, (6.1.37)

то существует непрерывная неубывающая функция ζ(t), ζ(0) = R, такая
что

suppu(t, ·) ⊂ B0(ζ(t)) ∀ t < T. (6.1.38)
Поэтому естественно ввести следующее аналогичное 6.1.1

Определение 6.1.5. Решение u задачи (6.1.26)–(6.1.29), (6.1.36),
(6.1.37) (или соответствующий граничный режим f (или F )) является
локализованным, если найдется такое R̄ > R, что Ω\B0(R̄) 6= ∅ и ζu(t) :=
ζ(t) < R̄ для всех t < T .

Теперь приведем определение множества интенсификации решения
u задачи (6.1.26)–(6.1.29), (6.1.30)–(6.1.34), адаптированное к используе-
мым нами интегральным характеристикам поведения решения в окрест-
ности времени обострения t = T .

Определение 6.1.6.Множеством интенсификации (blow-up множе-
ством) Ωs(u) обобщенного решения u задачи (6.1.26)–(6.1.29) называется
множество точек x ∈ Ω таких, что

sup
t<T

{ ∫

{|y−x|<ε}∩Ω

|u(t, y)|q+1dy +

t∫

0

∫

{|y−x|<ε}∩Ω

|Dyu(τ, y)|p+1dydτ

}
= ∞

(6.1.39)
для произвольного ε > 0.

Замечание 6.1.4. Несложно проверить, что приведенное опреде-
ление соответствует определению множества интенсификации Ω∗

s(u) из
(6.1.7).

Следующее определение является естественным обобщением опре-
деления 6.1.3.

Определение 6.1.7.Обобщенное решение u задачи (6.1.26)–(6.1.29)
(и соответствующий граничный режим f) называем эффективно лока-
лизованным (или S-режимом), если

Ω \ Ωs 6= ∅,
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где Ωs := Ωs(u) – множество интенсификации этого решения. Локализо-
ванный режим f с Ωs ⊂ ∂0Ω будем, следуя [109], называть LS-режимом.
Соответственно, нелокализованные режимы с обострением будем назы-
вать HS-режимами.

6.2. Достаточные условия локализации граничных
режимов с обострением

Теорема 6.2.1.([116], [118]) Пусть в задаче (6.1.26)–(6.1.29) допол-
нительно к условиям (6.1.30)–(6.1.33) выполнены также условия (6.1.36),
(6.1.37). Пусть сингулярно обостряющаяся в момент времени t = T
граничная функция f(t, x) обладает следующим свойством: существу-
ет такое ее продолжение f̄(t, x) в область (0, T ) × Ω , что соответ-
ствующая функция F (t), определяемая (6.1.34), удовлетворяет оценке:

F (t) 6 ω0(T − t)−α0 ∀ t < T, α0 =
q + 1

p− q
, ω0 = const > 0. (6.2.1)

Тогда существуют положительные постоянные L1, L2, зависящие
только от параметров n, p, q, такие, что для носителя произвольного
обобщенного решения u(t, x) рассматриваемой задачи справедливо сле-
дующее включение:

suppu(t, ·) ⊂ {
x ∈ Ω : |x| 6 L1h

b1
0 + L2ω

b2
0

} ∀ t < T, (6.2.2)

где

b1 =
(p− q)(n + q) + (q + 1)2

(p− q)(n + q + 1) + (q + 1)2
, b2 =

p− q

(q + 1)(p + 1) + n(p− q)
,

h0 =

∫

Ω

|u0(x)|q+1 dx.

Следовательно, граничный режим (6.2.1) является локализованным, ес-
ли

L1h
b1
0 + L2ω

b2
0 < 2−1diamΩ. (6.2.3)

В частности, если Ω – неограниченная область, то режим (6.2.1) лока-
лизован при любом ω0 < ∞, причем при h0 = 0 для радиуса R∗ области
локализации справедлива оценка:

R∗ 6 L2ω
b2
0 . (6.2.4)
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Замечание 6.2.1. Оценка (6.2.4) является точной параметру ω0 из
(6.2.1). Действительно, пусть u(t, x) – решение задачи (6.1.1)–(6.1.3) с
u0(x) = 0, ψ(t) = ψ0(T − t)−

1
m−1 = ψ̄(t, 0), где

ψ̄(t, x) = U

(
t, x, T,

(ψ0

A

)m−1
2

)
∀x > 0, A из (6.1.24). (6.2.5)

Здесь U(t, x, τ, a) – решение из (6.1.24). В соответствии с (6.1.11)–(6.1.14)
для величины ω области интенсификации Ωs(u) справедлива оценка:

ω 6 C2(m− 1)1/2 · ψ
m−1

2
0 . (6.2.6)

Теперь отметим, что новая неизвестная функция v(t, x) = u(t, x)m явля-
ется решением задачи (6.1.26), (6.1.27), (6.1.29) с

q = m−1, p = 1, n = 1, Ω = (0,∞), u0(|x|) = 0, f(t, x) = ψ̄(t, x)m,
(6.2.7)

причем для соответствующей функции F (t) из (6.1.34) имеем представ-
ление:

F (t) = F1(t) + F2(t) + F3(t) :=

∫

Ω

ψ̄(t, x)m+1 dx

+

∫ t

0

∫

Ω

(ψ̄m(τ, x))2
x dx dτ +

(∫ t

0

(∫

Ω

|(ψ̄m(τ, x))τ |m+1
m dx

) m
m+1

dτ

)m+1
m

.

Простые вычисления, использующие явный вид функции ψ̄(t, x) из
(6.2.5), приводят к оценкам:

Fi(t) 6 ciψ
3m+1

2
0 (T − t)−

m+1
m−1 ∀ t < T, i = 1, 2, 3, (6.2.8)

где ci – явно вычисляемые константы, зависящие только от m. Заметим,
что при значениях p, q из (6.2.7) q+1

p−q
= m+1

m−1
. Поэтому оценка (6.2.8)

соответствует оценке (6.2.1) с ω0 = cψ
3m+1

2
0 , c = c1+c2+c3. Следовательно,

оценка (6.2.4) в силу (6.2.7) может быть записана так:

R∗ 6 L2c
m−1
3m+1 ψ

(3m+1)(m−1)
2(3m+1)

0 = L2c
m−1
3m+1 ψ

m−1
2

0 ,

что соответствует точному соотношению (6.2.6).

Замечание 6.2.2. Если uj(t, x) – произвольная последовательность
решений задачи (6.1.26)–(6.1.31) с необостряющимися граничными дан-
ными в областях (0, Tj) × Ω, Tj → T при j → ∞ (такая последователь-
ность упоминалась в замечании 6.1.1), то теорема 6.2.1 гарантирует рав-
номерную по j ограниченность носителей этих решений:

supp uj(t, ·) ⊂ {|x| 6 L1h
b1
0 + L2w

b2
0 } ∀ t < T, ∀ j ∈ N.
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Предваряя непосредственное доказательство теоремы 6.2.1, устано-
вим ряд вспомогательных утверждений. Сначала выведем при произ-
вольных p > 0, q > 0 глобальную интегральную оценку решения u
задачи (6.1.26)–(6.1.29), (6.1.30)–(6.1.34) в слоях Q(τ) := Q ∩ {0 < t < τ}
∀ τ < T в терминах функции граничного режима F (τ).

Лемма 6.2.1. Для произвольного энергетического решения задачи
(6.1.26)–(6.1.29) имеет место следующая интегральная априорная оцен-
ка: ∫

Ω

|u(τ, x)|q+1 dx +

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxu|p+1 dx dt 6

6 C1

∫

Ω

|u0|q+1 dx + C2F (τ) ∀ τ ∈ (0, T ), (6.2.9)

где постоянные C1, C2 зависят только от известных параметров за-
дачи (6.1.26)–(6.1.29) и не зависят от решения u.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу формулы интегрирования по частям
(см. [3]) имеет место соотношение

∫ τ

0

〈(|u|q−1u)t, u− f〉 dt =
q

q + 1

∫

Ω

(
|u(τ, x)|q+1 − |u(0, x)|q+1

)
dx+

+

∫ τ

0

∫

Ω

(
|u(t, x)|q−1u(t, x)− |u(0, x)|q−1u(0, x)

)
f ′t(t, x) dx dt−

−
∫

Ω

(
|u(τ, x)|q−1u(τ, x)− |u(0, x)|q−1u(0, x)

)
f(τ, x) dx. (6.2.10)

Подставляя в интегральное тождество (6.1.35) в качестве пробной функ-
ции u(t, x) − f(t, x), получаем с учетом (6.2.10) и структурных условий
(6.1.30), (6.1.31):

q

q + 1

∫

Ω

|u(τ, x)|q+1 dx + d0

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxu|p+1 dx dt 6 q

q + 1

∫

Ω

|u0|q+1 dx+

+ d1

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxu|p|Dxf | dx dt +

∫

Ω

(|u(τ, x)|q + |u0|q)|f(τ, x)| dx+

+

∫ τ

0

∫

Ω

(
|u(t, x)|q + |u0(x)|q

)
|f ′t(t, x)| dx dt. (6.2.11)

Оценим сверху слагаемые в правой части (6.2.11). В силу неравенства
Юнга с “ε”:

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxu|p · |Dxf | dx dt 6 ε

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxu|p+1 dx dt+
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+c(ε)

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxf |p+1 dx dt, ∀ ε > 0;

∫

Ω

(
|u(τ, x)|q+|u0(x)|q

)
|f(τ, x)| dx 6 ε

( ∫

Ω

|u(τ, x)|q+1 dx+

∫

Ω

|u0|q+1 dx

)
+

+c(ε)

∫

Ω

|f(τ, x)|q+1 dx ∀ ε > 0;

∫ τ

0

∫

Ω

|u0(x)|q|ft(t, x)| dx dt 6 ‖u0‖q
Lq+1(Ω)

∫ τ

0

( ∫

Ω

|ft(t, x)|q+1 dx

) 1
q+1

dt 6

6 ε‖u0‖q+1
Lq+1(Ω) + c(ε)

( ∫ τ

0

( ∫

Ω

|ft(t, x)|q+1 dx

) 1
q+1

dt

)q+1

∀ ε > 0;

∫ τ

0

∫

Ω

|u(t, x)|q|ft(t, x)| dx dt 6 sup
0<t<τ

( ∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx

) q
q+1

.

∫ τ

0

dt

[ ∫

Ω

|ft(t, x)|q+1 dx

] 1
q+1

6 ε sup
0<t<τ

∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx+

+c(ε)

( ∫ τ

0

( ∫

Ω

|ft(t, x)|q+1 dx

) 1
q+1

dt

)q+1

∀ ε > 0.

Используя полученные оценки, выводим из (6.2.11):
(

q

q + 1
− ε

)∫

Ω

|u(τ, x)|q+1 dx + (d0 − ε)

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxu|p+1 dx dt 6

6 ε sup
0<t<τ

∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx + (
q

q + 1
+ 2ε)

∫

Ω

|u0|q+1 dx+

+c(ε)

[ ∫

Ω

|f(τ, x)|q+1 dx +

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxf |p+1 dx dt+

+

( ∫ τ

0

( ∫

Ω

|ft(t, x)|q+1 dx

) 1
q+1

dt

)q+1]
(6.2.12)

Для любого ε > 0 найдется значение tε = tε(τ) 6 τ такое, что

(1− ε) sup
t<τ

∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx 6
∫

Ω

|u(tε, x)|q+1 dx.
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Тогда оценка (6.2.12) при τ1 = tε(τ) дает:

(
q

q + 1
− ε

)
(1− ε) sup

t<τ

∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx 6
(

q

q + 1
− ε

) ∫

Ω

|u(tε, x)|q+1 dx

6 ε sup
0<t<tε

∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx +

(
q

q + 1
+ 2ε

) ∫

Ω

|u0|q+1 dx

+ c(ε)

[ ∫

Ω

|f(tε, x)|q+1 dx +

∫ tε

0

∫

Ω

|Dxf |p+1 dx dt

+

( ∫ tε

0

( ∫

Ω

|ft(t, x)|q+1 dx

) 1
q+1

dt

)q+1]
,

откуда вытекает:

[(
q

q + 1
− ε

)
(1− ε)− ε

]
sup
t<τ

∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx

6
(

q

q + 1
+ 2ε

) ∫

Ω

|u0|q+1 dx + c(ε)F (τ), F (τ) из (6.1.39). (6.2.13)

Оценивая первый член в правой части (6.2.12) при помощи (6.2.13), при-
ходим к:

(
q

q + 1
− ε

) ∫

Ω

|u(τ, x)|q+1 dx + (d0 − ε)

∫ τ

0

∫

Ω

|Dxu|p+1 dx dt 6

6
(

q

q + 1
+ 2ε

)(
1 +

ε

( q
q+1

− ε)(1− ε)− ε

) ∫

Ω

|u0|q+1 dx+

+c(ε)

(
1 +

ε

( q
q+1

− ε)(1− ε)− ε

)
F (τ),

откуда при фиксированном ε < max{d0

2
, q

2(q+1)
, 2−1} следует доказывае-

мая оценка (6.2.9). ¤
Введем семейства подобластей, связанных с рассматриваемыми об-

ластями Ω, Q:

Ω(s) := Ω ∩ {x ⊂ Rn : |x| > s} ∀ s > 1,

Qτ
r(s) := (r, τ)× Ω(s) ∀ 0 6 r < τ 6 T. (6.2.14)
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Следующий шаг является подготовительным к выводу локальных
энергетических оценок решения u в семействах подобластей Qb

a(s) для
любых s > 1, для любых a, b < T .

Лемма 6.2.2. Пусть u(t, x) – произвольное энергетическое решение
задачи (6.1.26)–(6.1.34), (6.1.36). Тогда существуют положительные по-
стоянные C3, C4, зависящие только от заданных параметров рассмат-
риваемой задачи, такие, что имеет место следующее соотношение:

∫

Ω(s)

|u(b, x)|q+1 dx +
d0(q + 1)

q

∫ b

a

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt

6
∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx +

( ∫ b

a

∫

∂0Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1dσ dt

) p
p+1

×
[
C4

( ∫ b

a

( ∫

Ω(s)

|u|q+1 dx

) p+1
q+1

dt

) 1
p+1

+ C3

( ∫ b

a

∫

Ω(s)

|Dxu|p+1 dx dt

) θ
p+1

×
( ∫ b

a

( ∫

Ω(s)

|u|q+1 dx

) p+1
q+1

dt

) 1−θ
p+1

]
(6.2.15)

для любых a, b : 0 6 a < b < T , любых s > 1, где

∂0Ω(s) := ∂Ω(s) ∩ {|x| = s}, θ =
n(p− q) + q + 1

n(p− q) + (q + 1)(p + 1)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем числа s > 1, δ > 0 и введем
липшицеву срезающую функцию ηs,δ(r):

ηs,δ(r) = 0 ∀ r < s, ηs,δ(r) = 1 ∀ r > s + δ,

ηs,δ(r) =
r − s

δ
∀ r : s < r < s + δ. (6.2.16)

Подставим в интегральное тождество (6.1.35) пробную функцию

η(t, x) = u(t, x)ηs,δ(|x|).

Запишем сначала это тождество с T = b, затем с T = a и вычтем полу-
ченные равенства. Используя формулу интегрирования по частям из [3],
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приходим к равенству

q

q + 1

∫

Ω(s)

|u(b, x)|q+1ηs,δ dx +

∫ b

a

∫

Ω(s)

n∑
i=1

ai(t, . . . , Dxu)uxi
ηs,δ dx dt

=
q

q + 1

∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1ηs,δ(|x|) dx

−
∫ b

a

∫

Ω(s)\Ω(s+δ)

n∑
i=1

ai(. . . , Dxu)u · (ηs,δ(|x|))xi
dx dt.

Переходя к пределу δ → 0 (см. [39]), получаем, что для почти всех s

существует
∫ b

a

∫

∂0Ω(s)

n∑
i=1

ai(. . .)uνidσ dt (−→ν = −→ν (x) – единичный вектор

внешней нормали к ∂0Ω(s)) и справедливо следующее соотношение:

q

q + 1

∫

Ω(s)

|u(b, x)|q+1 dx +

∫ b

a

∫

Ω(s)

n∑
i=1

ai(t, x, u, Dxu)uxi
dx dt

6 q

q + 1

∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx +

∫ b

a

∫

∂0Ω(s)

n∑
i=1

ai(. . .)uνidσ dt (6.2.17)

для почти всех s > 1. Используя структурные условия (6.1.30), (6.1.31)
и неравенство Гельдера, из последнего неравенства выводим, что

∫

Ω(s)

|u(b, x)|q+1 dx +
d0(q + 1)

q

∫ b

a

∫

Ω(s)

|Dxu|p+1 dx dt

6
∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx

+
(q + 1)d1

q

( ∫ b

a

∫

∂0Ω(s)

|Dxu|p+1dσ dt

) p
p+1

( ∫ b

a

∫

∂0Ω(s)

|u|p+1dσ dt

) 1
p+1

.

(6.2.18)

Это есть наше стартовое неравенство, справедливое для произвольных
p > 0, q > 0. Теперь в силу (6.1.36), применяя предложение 9.1.1, полу-
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чаем:
∫

∂0Ω(s)

|u(t, x)|p+1dσ 6 kp+1
1

( ∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx

)θ

×
( ∫

Ω(s)

|u(t, x)|q+1 dx

) (1−θ)(p+1)
q+1

+ kp+1
2

( ∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx

) p+1
q+1

. (6.2.19)

Интегрируя это неравенство по t и подставляя результат в (6.2.18), по-
лучаем соотношение (6.2.15) c C3 = k1d1q

−1(q + 1), C4 = k2d1q
−1(q + 1).

¤
Замечание 6.2.3. Стандартный размерностный анализ показыва-

ет, что неравенство (6.2.19) справедливо с k2 = 0, если ∂1Ω = ∅, либо
supp u(t, ·)∩∂1Ω = ∅. Поэтому неравенство (6.2.15) выполняется с C4 = 0,
если

suppu(t1, ·) ∩ ∂1Ω = ∅ ∀ t ∈ (a, b).

Введем теперь монотонно возрастающую последовательность {tj},
j = 1, 2, . . .; t0 = 0, tj → T при j → ∞, ∆j := tj − tj−1. Конкретиза-
цию выбора этой последовательности будем осуществлять в дальнейшем.
Определим теперь два семейства энергетических функций, связанных с
рассматриваемым решением u(t, x):

Ej(s) =

∫ tj

tj−1

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt ∀ s > 1, j = 1, 2, . . . ,

hj(s) = sup
t∈(tj−1,tj ]

∫

Ω(s)

|u(t, x)|q+1 dx ∀ s > 1, j = 1, 2, . . . ,

h0(s) =

∫

Ω(s)

|u0(x)|q+1 dx.

(6.2.20)

Лемма 6.2.3. Пусть u(t, x) – произвольное энергетическое решение
задачи (6.1.26)–(6.1.29), (6.1.30)–(6.1.34), (6.1.36). Тогда соответ-
ствующие энергетические функции из (6.2.20) удовлетворяют следу-
ющей системе дифференциальных неравенств:

hj(s) + Ej(s) 6 C5hj−1(s) + C6∆
ν1
j (−E ′

j(s))
1+µ1

+ C7∆
ν2
j (−E ′

j(s))
1+µ2 , (6.2.21)

hj(s) 6 (1 + γ)hj−1 + C8∆
ν1
j (−E ′

j(s))
1+µ1

+ C9∆
ν2(−E ′

j(s))
1+µ2 ∀ γ > 0, (6.2.22)
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где ν1 = (1−θ)(q+1)
q(p+1)+θ(p−q)

< 1, µ1 = (1−θ)(p−q)
q(p+1)+θ(p−q)

, ν2 = q+1
q(p+1)

, µ2 = p−q
q(p+1)

,

C8 = C8(γ) →∞, C9 = C9(γ) →∞ при γ → 0, θ из (6.2.15).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Стандартно проверяется (см. [39]), что

функция Ej(s) дифференцируема почти всюду и для почти всех s имеет
место равенство

− d

ds
Ej(s) =

∫ tj

tj−1

∫

∂0Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1dσ dt ∀ j ∈ N. (6.2.23)

Полагая в неравенстве (6.2.15) a = tj−1, b = tj, выводим в силу (6.2.23)

Ej(s) 6 c0(−E ′
j(s))

p
p+1

[
C4

( ∫ tj

tj−1

( ∫

Ω(s)

|u|q+1 dx

) p+1
q+1

dt

) 1
p+1

+C3Ej(s)
θ

p+1

( ∫ tj

tj−1

( ∫

Ω(s)

|u|q+1 dx

) p+1
q+1

dt

) 1−θ
p+1

]
+ c0

∫

Ω(s)

|u(tj−1, x)|q+1 dx

6 c0hj−1(s) + c0C3Ej(s)
θ

p+1 (−E ′
j(s))

p
p+1 hj(s)

1−θ
q+1 ∆

1−θ
p+1

j

+ c0C4(−E ′
j(s))

p
p+1 hj(s)

1
q+1 ∆

1
p+1

j , (6.2.24)

где c0 = q(q + 1)−1d−1
0 . Полагая в неравенстве (6.2.15)a = tj−1, b = tδ ∈

(tj−1, tj) : (1− δ)hj(s) =
∫

Ω(s)
|u(tδ, x)|q+1 dx, получим

(1− δ)hj(s) + c−1
0 Ej(s) 6 hj−1(s) + C3Ej(s)

θ
p+1 (−E

′
j(s))

p
p+1 hj(s)

1−θ
q+1 ∆

1−θ
p+1

j

+ C4(−E
′
j(s))

p
p+1 hj(s)

1
q+1 ∆

1
p+1

j , Ej(s) :=

∫ tδ

tj−1

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt.

(6.2.25)

Складывая неравенства (6.2.24), (6.2.25), выбирая δ достаточно малым
и замечая, что Ej 6 Ej, −E

′
j(s) < −E ′

j(s), получим с использованием
неравенства Юнга с “ε”:

hj(s) + Ej(s) 6 (1 + c0)hj−1 + ε(1 + c0)C3Ej(s)+

+ ε(1 + c0)C3hj(s) + (1 + c0)C3c1(ε)∆
ν1
j (−E ′

j(s))
1+µ1

+ (1 + c0)C4εhj(s) + (1 + c0)C4c2(ε)∆
ν2
j (−E ′

j(s))
1+µ2 ∀ ε > 0, (6.2.26)
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где c1(ε) → ∞, c2(ε) → ∞ при ε → 0. Полагая в (6.2.26) ε = ε :=
2−1(1 + c0)

−1(C3 +C4)
−1, приходим к соотношению (6.2.21) c

C5 = 2(1 + c0), C6 = 2(1 + c0)C3c1(ε), C7 = 2(1 + c0)C4c2(ε). (6.2.27)

Для получения оценки (6.2.22) применим неравенство Юнга с “ε” при
оценке членов в правой части неравенства (6.2.25):

(1− δ)hj(s) + c−1
0 Ej(s) 6 hj−1(s) + εC3Ej(s) + εC3hj(s)

+C3c1(ε)∆
ν1
j (−E

′
j(s))

1+µ1 + εC4hj(s)+ c2(ε)C4∆
ν2
j (−E

′
j(s))

1+µ2 ∀ ε > 0.

Полагая δ = ε, выводим, что

(1− ε− εC3 − εC4)hj(s) + (c−1
0 − εC3)Ej(s) 6 hj−1(s)+

+C3c1(ε)∆
ν1
j (−E

′
j(s))

1+µ1 + C4c2(ε)∆
ν2
j (−E

′
j(s))

1+µ2 .

Полагая здесь ε = ε′ := γ(1 + γ)−1(1 + C3 + C4)
−1, приходим к (6.2.22) с

C8 = C3c1(ε
′), C9 = C4c2(ε

′). (6.2.28)

Лемма доказана. ¤
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6.2.1 теперь состоит в анализе

свойств решений бесконечной системы дифференциальных неравенств
(6.2.21), (6.2.22). В этой системе имеется бесконечное количество сво-
бодных параметров, которыми мы можем управлять. Выберем снача-
ла значения параметров ∆i, i = 1, 2, . . .. Для этого зафиксируем число
ξ := 0 < ξ < 1 и определим

∆1 = T (1− ξ), ∆j = ξ∆j−1 ∀ j > 2. (6.2.29)

Очевидно, что
∞∑
i=1

∆i = T , а также:

T − tj =
∞∑

i=j+1

∆i =
ξ

1− ξ
∆j, j = 1, 2, . . . . (6.2.30)

Введем теперь нормированные энергетические функции:

Aj(s) := ∆
q+1
p−q

j Ej(s), Hj(s) := ∆
q+1
p−q

j hj(s) j = 1, 2, . . . . (6.2.31)

Легко видеть, что параметры в системе (6.2.21), (6.2.22) удовлетворяют
соотношениям:
ν1

µ1

=
ν2

µ2

=
q + 1

p− q
⇐⇒ ν1− (1+µ1)

(q + 1)

(p− q)
= ν2− (1+µ2)

(q + 1)

(p− q)
= −q + 1

p− q
.
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Поэтому система (6.2.21), (6.2.22) по отношению к новым неизвестным
функциям Aj(s), Hj(s) переписывается в виде:

Hj(s) + Aj(s) 6 C5Hj−1(s) + C6(−A′
j(s))

1+µ1

+ C7(−A′
j(s))

1+µ2 , (6.2.32)

Hj(s) 6 (1 + γ)ξ
q+1
p−q Hj−1(s)

+ C8(−A′
j(s))

1+µ1 + C9(−A′
j(s))

1+µ2 j = 1, 2, . . . , (6.2.33)

где H0(s) =

(
T (1−ξ)

ξ

) q+1
p−q

h0(s), C5 = C5ξ
q+1
p−q . Теперь конкретизируем вы-

бор параметра γ в (6.2.33) Зафиксируем некоторое число λ:

ξ
q+1
p−q < λ < 1, ξ из (6.2.29), (6.2.34)

и положим

0 < γ = γ(λ) := λξ−
q+1
p−q − 1 ⇐⇒ (1 + γ)ξ

q+1
p−q = λ < 1. (6.2.35)

Теперь воспользуемся дополнительными условиями из теоремы 6.2.1,
условиями (6.1.36), (6.1.37). В силу этих условий, как хорошо известно
(см., например, [39]), носитель решения u(t, ·) распространяется непре-
рывно и, следовательно, существует такое T 6 T , что

supp u(t, ·) ∩ ∂1Ω = ∅ ∀ t < T 6 T. (6.2.36)

Тогда в силу леммы 6.2.2 в (6.2.15) C4 = 0 при b < T и, следователь-
но, в силу (6.2.27), (6.2.28) система (6.2.32), (6.2.33) имеет “укороченную
форму”:

Hj(s) + Aj(s) 6 C5Hj−1(s) + C6(−A′
j(s))

1+µ1 ∀ j 6 j, (6.2.37)

Hj(s) 6 λHj−1(s) + C8(−A′
j(s))

1+µ1 , (6.2.38)

где j := max{j : ∆1
1−ξj

1−ξ
6 T}. Теперь, как легко видеть, для доказатель-

ства теоремы 6.2.1 достаточно показать, что при выполнении ограниче-
ния (6.2.1) на граничный режим, а, следовательно, в силу леммы 6.2.1,
при выполнении соответствующих оценок сверху на начальные значения
Aj(1), Hj(1), все решения системы (6.2.37), (6.2.38) обладают следующим
свойством равномерной по j ограниченности носителей:

sup{s : Aj(s) > 0} 6 R1, sup{s : Hj(s) > 0} 6 R1 ∀ j ∈ N, (6.2.39)
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где R1 из условия (6.1.25). Доказательство (6.2.39) мы теперь и проведем.
Итерируя соотношение (6.2.38), получаем:

Hj(s) + Aj(s) 6 C̄5Hj−1(s) + C6(−A′
j(s))

1+µ1 6 C̄5λHj−2(s)

+C̄5C8(−A′
j−1(s))

1+µ1+C6(−A′
j(s))

1+µ1 6 C̄5λ
2Hj−3+C̄5C8λ(−A′

j−2(s))
1+µ1

+ C̄5C8(−A′
j−1(s))

1+µ1 + C6(−A′
j(s))

1+µ1 6 . . . 6 C̄5λ
j−1H0(s)

+ C10

j∑
i=1

λj−i(−A′
i(s))

1+µ1 , ∀ j 6 j, C10 = λ−1 max(C6λ, C̄5C8).

В силу выпуклости функции g(s) = s1+µ1 , µ1 > 0, из последнего нера-
венства вытекает:

Hj(s) + Aj(s) 6 C11λ
j−1h0(s) + C10

( j∑
i=1

λ
j−i

1+µ1 (−A′
i(s))

)1+µ1

, ∀ j 6 j,

(6.2.40)
где C11 = C5(T (1−ξ)ξ−1)

q+1
p−q . Введем еще одно семейство энергетических

функций:

Uj(s) :=

j∑
i=1

λ
j−i

1+µ1 Ai(s), j = 1, 2, . . . , U0(s) = 0. (6.2.41)

Очевидно, имеют место равенства:

Uj(s)− λ
1

1+µ1 Uj−1(s) = Aj(s), ∀ j > 1.

Поэтому соотношения (6.2.40) могут быть записаны в виде:

Uj(s) 6 λ
1

1+µ1 Uj−1(s) + C10(−U ′
j(s))

1+µ1 + C11λ
j−1h0(s) ∀ j : 1 6 j 6 j.

(6.2.42)
Оценим сверху начальное значение Uj(1).

Uj(1) =

j∑
i=1

λ
j−i

1+µ1 Ai(1) =

j∑
i=1

λ
j−i

1+µ1 ∆
q+1
p−q

i Ei(1) ∀ j ∈ N.

В силу леммы 6.2.1 имеем:

Ei(1) 6 C1h0(1) + C2F (ti) 6 C1h0(1) + C2ω0(T − ti)
−α0 . (6.2.43)
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Следовательно, учитывая (6.2.30), получаем:

Uj(1) 6 C1h0(1)

j∑
i=1

λ
j−i

1+µ1 ∆
q+1
p−q

i + C2ω0

(
1− ξ

ξ

) q+1
p−q

j∑
i=1

λ
j−i

1+µ1 6

6 C12λ
j

1+µ1 h0(1) + C13ω0, (6.2.44)

где C12 = C1∆
q+1
p−q

1 λ
− 1

1+µ1 (1 − λ
µ1

1+µ1 )−1, C13 = C2

(
1−ξ

ξ

) q+1
p−q

(1 − λ
1

1+µ1 )−1.

Значит, учитывая условие (6.1.37), устанавливаем, что функции Uj(s)
являются решением задачи Коши для следующей бесконечной системы
дифференциальных неравенств:

Uj(s) 6 λ1Uj−1(s) + C10(−U ′
j(s))

1+µ1 ∀ s : 1 < s < R1,

Uj(1) 6 C12λ
j
1h0(1) + C13ω0, λ1 = λ

1
1+µ1 < 1, 1 6 j 6 j.

(6.2.45)

Применяя лемму 9.2.1 для анализа системы (6.2.45), получаем заключе-
ние теоремы 6.2.1 c

L1 = a2C
1

1+µ1
10 C

µ1
1+µ1
12 , L2 = a2C

1
1+µ1
10 C

µ1
1+µ1
13 ¤

Замечание 6.2.4. Специфический вид части границы ∂0Ω, несущей
на себе обостряющиеся граничные данные, был использован лишь при
определении исчерпывающего семейства подобластей Ω(s) из (6.2.14).
Очевидно, что это семейство может быть определено следующей общей
формулой:

Ω(s) := {x ∈ Ω : ρ(x, ∂0Ω) > s− 1} ∀ s > 1,

где ρ(x, S) – расстояние от точки x до компактного множества S. Очевид-
но, что в таком виде определение семейства Ω(s), подходящего для целей
нашего рассмотрения, может быть реализовано для гораздо более широ-
кого класса областей, чем (6.1.25). В частности, несложно проверить,
что такие семейства подобластей корректно определяются для областей
из замечания 6.1.2. Более того, приведенное доказательство показывает,
что аналогичным образом может быть рассмотрена локализация носи-
теля решения (а в дальнейшем и эффективная локализация) в случае
неоднородного исходного уравнения с финитной правой частью, сингу-
лярно обостряющейся на некотором компактном подмножестве S ⊂ Ω.
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6.3. Точные условия эффективной локализации граничных
режимов: случай медленной диффузии p > q

Теорема 6.3.1. ([116], [118]) Пусть u(t, x) – произвольное энергети-
ческое решение задачи (6.1.26)–(6.1.29), (6.1.36). Пусть граничная функ-
ция f такова, что функция F (t), определенная в (6.1.34), удовлетворя-
ет оценке

F (t) 6 ω(T − t)−α0 ∀ t < T, α0 =
q + 1

p− q
, ω = const > 0. (6.3.1)

Тогда существует постоянная δ = δ(ω), δ(ω) → 0 при ω → 0, за-
висящая также и от других известных параметров исходной задачи,
такая, что множество интенсификации

Ωs = Ωs(u) ⊂ Ω ∩ {x : |x| 6 1 + δ}. (6.3.2)

То есть, граничный режим (6.3.1) и соответствующее решение u эф-
фективно локализованы, если ω < ω0, где ω0 определяется равенством:
1 + δ(ω0) = sup{|x| : x ∈ ∂1Ω}.

Следствие 6.3.1. Пусть в условиях теоремы 6.3.1 граничный ре-
жим таков, что выполняется более сильная, чем (6.3.1) оценка

F (t) 6 ω(t)(T − t)−α0 ∀ t < T, ω(t) → 0 при t → T. (6.3.3)

Тогда для произвольного решения u Ωs(u) ⊂ ∂0Ω = {|x| = 1}, то есть
граничный режим (6.3.3) является локализованным LS-режи-
мом.

Предварительно докажем следующее утверждение.

Лемма 6.3.1. В условиях теоремы 6.3.1 для произвольного α1 :
p−1 < α1 < α0 = q+1

p−q
существует значение s0 = s0(ω) > 0, (s0(ω) → 0

при ω → 0), такое, что для любого решения u имеет место оценка:

max
τ6t

∫

Ω(s)

|u(τ, x)|q+1 dx +

t∫

0

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt

6 C(T − t)−α1 ∀ t < T, ∀ s > 1 + s0(ω), (6.3.4)

где C = C(α1) не зависит от s.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Стартуем с дифференциальной системы

(6.2.20), (6.2.21), установленной в лемме 6.2.3. Положим в ней в качестве
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смещений ∆i значения, определенные в (6.2.29). Но в качестве новых
вспомогательных энергетических функций введем другие, отличные от
(6.2.30) функции, а именно, положим

Aj(s) := ∆α1
j Ej(s), Hj(s) := ∆α1

j hj(s), j = 1, 2, . . . , (6.3.5)

где α1 > 0 – произвольное число из интервала:
ν2

1 + µ2

=
1

p
< α1 < α0 :=

ν1

µ1

=
q + 1

p− q
. (6.3.6)

При этом система (6.2.20), (6.2.21) по отношению к новым неизвестным
функциям (6.3.5) переписывается в виде

Hj(s) + Aj(s) 6 C̃5Hj−1(s) + C6∆
ν1−α1µ1

j (−A′
j(s))

1+µ1

+ C7∆
ν2−α1µ2

j (−A′
j(s))

1+µ2 , (6.3.7)

Hj(s) 6 (1 + γ)ξα1Hj−1(s) + C8∆
ν1−α1µ1

j (−A′
j(s))

1+µ1

+ C9∆
ν2−α1µ2

j (−A′
j(s))

1+µ2 . (6.3.8)

где

C̃5 = C5 · ξα1 , H0(s) =

(
T (1− ξ)

ξ

)α1

h0(s), а ξ из (6.2.29).

Наложим сейчас первое ограничение на выбор параметров γ, ξ, а именно,

(1 + γ)ξα1 := λ < 1. (6.3.9)

Итерируя теперь оценку (6.3.7) с использованием (6.3.8), получаем

Hj(s) + Aj(s) 6 C̃5λ
j−1H0(s) + C̃10

j∑
i=1

λj−i∆ν1−α1µ1

i (−A′
i(s))

1+µ1

+ C12

j∑
i=1

λj−i∆ν2−α1µ2

i (−A′
i(s))

1+µ2 , (6.3.10)

где C̃10 = λ−1 max(C6λ, C̃5C8), C12 = λ−1 max(C7λ, C̃5C9). Отсюда непо-
средственно вытекает неравенство

Hj(s) + Aj(s) 6 C̃5λ
j−1H0(s)

+ C̃10

[ j∑
i=1

λ
j−i

1+µ1

(
∆i

∆j

) ν1−α1µ1
1+µ1

(−A′
i(s))

]1+µ1

∆ν1−α1µ1

j
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+C12

[ j∑
i=1

λ
j−i

1+µ2

(
∆i

∆j

) ν2−α1µ2
1+µ2

(−A′
i(s))

]1+µ2

∆ν2−α1µ2

j , j = 1, 2, . . . .

(6.3.11)
Введем еще два семейства функций

U
(1)
j (s) =

j∑
i=1

λ
j−i

1+µ1

(
∆i

∆j

) ν1−α1µ1
1+µ1

(Ai(s) + Hi(s)), j = 1, 2, . . . ,

U
(2)
j (s) =

j∑
i=1

λ
j−i

1+µ2

(
∆i

∆j

) ν2−α1µ2
1+µ2

(Ai(s) + Hi(s)), j = 1, 2, . . . .

(6.3.12)

Очевидны соотношения

U
(1)
j (s)− Aj(s)−Hj(s) = U

(1)
j−1(s) · θ1, j = 1, 2, . . . ,

U
(2)
j (s)− Aj(s)−Hj(s) = U

(2)
j−1(s) · θ2, j = 1, 2, . . . ,

(6.3.13)

где

θ1 = λ
1

1+µ1

(
∆j−1

∆j

) ν1−α1µ1
1+µ1

= (1 + γ)
1

1+µ1 · ξα1− ν1
1+µ1 ,

θ2 = λ
1

1+µ2

(
∆j−1

∆j

) ν2−α1µ2
1+µ2

= (1 + γ)
1

1+µ2 · ξα1− ν2
1+µ2 .

Здесь мы воспользовались дополнительно равенством (6.3.9). Наложим
следующие более жесткие, чем (6.3.9) ограничения на выбор параметров
γ, ξ:

θ1 := (1 + γ)
1

1+µ1 · ξα1− ν1
1+µ1 < 1,

θ2 := (1 + γ)
1

1+µ2 · ξα1− ν2
1+µ2 < 1.

(6.3.14)

Так как в силу условия (6.3.6) α1 − ν1

1+µ1
> 0, α1 − ν2

1+µ2
> 0, то для

любого ξ < 1 неравенства (6.3.14) имеют место для достаточно малых
γ < γ0(ξ), γ0(ξ) > 0. Очевидно, что все функции Hj(s), j = 1, 2, . . . ,
являются абсолютно непрерывными убывающими функциями. Поэтому
из неравенства (6.3.11) в силу равенств (6.3.13) вытекают соотношения

U
(1)
j (s) 6 C̃5λ

j−1H0(s) + θ1U
(1)
j−1(s) + C̃10

(
− d

ds
U

(1)
j (s)

)1+µ1

∆ν1−α1µ1

j

+ C12

(
− d

ds
U

(2)
j (s)

)1+µ2

∆ν2−α1µ2

j , j = 1, 2, . . . , (6.3.15)
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U
(2)
j (s) 6 C̃5λ

j−1H0(s) + θ2U
(2)
j−1(s) + C̃10

(
− d

ds
U

(2)
j (s)

)1+µ1

·∆ν1−α1µ1

j

+ C12

(
− d

ds
U

(2)
j (s)

)1+µ2

·∆ν2−α1µ2

j , j = 1, 2, . . . . (6.3.16)

Оценим сверху значения U
(1)
j (1) и U

(2)
j (1). Очевидно, что

U
(1)
j (1) =

j∑
i=1

θj−i
1 (Ai(1) + Hi(1)) =

j∑
i=1

θj−i
1 ∆α1

i (Ei(1) + hi(1)).

В силу леммы 6.2.1

hi(1) + Ei(1) 6 C1h0(1) + C2F (ti) 6 C1h0(1) + C2ω(T − ti)
−α0

6 C1h0(1) + C2

(
ξ

1− ξ

)−α0

ω∆−α0
i .

Поэтому

U
(1)
j (1) 6 C1h0(1)

j∑
i=1

θj−i
1 ∆α1

i + C2

(
1− ξ

ξ

)α0

ω

j∑
i=1

θj−i
1 ∆

−(α0−α1)
i

6 C̃1θ
j
1h0(1) + C̃2ω∆

−(α0−α1)
j , (6.3.17)

где

C̃1 =
C1∆

α1
1

θ1 − ξα1
, C̃2 =

C2(1− ξ)α0

ξα0(1− θ1ξα0−α1)
.

Аналогично,

U
(2)
j (1) 6

j∑
i=1

θj−i
2 (Ai(1) + Hi(1)) 6 Ĉ1θ

j
2h0(1) + Ĉ2ω∆

−(α0−α1)
j , (6.3.18)

где

Ĉ1 =
C1∆

α1
1

θ2 − ξα1
, Ĉ2 =

C2(1− ξ)α0

ξα0(1− θ2ξα0−α1)
.

Из соотношений (6.3.15), (6.3.16), (6.3.17), (6.3.18) вытекает следующая
“объединенная” система:

Uj(s) := U
(1)
j (s) + U

(2)
j (s) 6 2C̃5λ

j−1H0(s) + θUj−1(s)
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+ max

[
C̃10∆

(α0−α1)µ1

j

(
− d

ds
Uj(s)

)1+µ1

, C12∆
µ2(α0−α1)
j

(
− d

ds
Uj(s)

)1+µ2
]
,

(6.3.19)

Uj(1) 6 (C̃1 + Ĉ1)θ
jh0(1) + (C̃2 + Ĉ2)ω∆

−(α0−α1)
j , j = 1, 2, . . . , (6.3.20)

где θ = max(θ1, θ2) < 1. Обозначив,

b := max{(1− θ)−12C̃5H0(1), (C̃1 + Ĉ1)h0(1)},
из (6.3.19), (6.3.20) легко выводим, что

U j(s) := Uj(s)−b 6 θ U j−1(s)+max

{
kj,1(−U

′
j(s))

1+µ1 , kj,2(−U
′
j(s))

1+µ2

}
,

U j(1) 6 Kj := (C̃2 + Ĉ2)∆
−(α0−α1)
j ω, (6.3.21)

где kj,1 = C̃10∆
µ1(α0−α1)
j , kj,2 = C12∆

µ2(α0−α1)
j . Следующим шагом в дока-

зательстве леммы является анализ системы (6.3.21) и вывод следующей
оценки сверху функций U j(s), удовлетворяющих этой системе:

U j(s) 6 M j(s− 1) := max{M j,1(s− 1), M j,2(s− 1)} ∀ s > 1, (6.3.22)

где M j,1(s), M j,2(s) – это функции M1(s), M2(s) из (9.2.14), вычислен-
ные при следующих значениях параметров: k1 =

kj,1

1−θ
, k2 =

kj,2

1−θ
, K = Kj,

γ1 = µ1, γ2 = µ2. Доказательство проведем по индукции. При j = 1
оценка (6.3.22) проверяется непосредственным применением леммы 9.2.2.
Пусть оценка (6.3.22) справедлива для всех j 6 l−1. Покажем ее справед-
ливость при j = l. Сначала убедимся, что последовательность функций
M j(s) является неубывающей последовательностью. Очевидно, что

k2K
γ2 = (1− θ)−1kj,2K

µ2

j = (1− θ)−1C12(C̃2 + Ĉ2)
µ2ωµ2 не зависит от j,

k1K
γ1 = (1− θ)−1kj,1K

µ1

j = (1− θ)−1C̃10(C̃2 + Ĉ2)
µ1ωµ1 не зависит от j,

s1 = sj,1 =





a
(1)
2

(
kj,1K

µ1
j

1−θ

) 1
1+µ1

= g1ω
µ1

1+µ1 , если ω 6 g3,

a
(2)
2

(
kj,2K

µ2
j

1−θ

) 1
1+µ2

+ µ2−µ1

µ1µ2

(
k

µ2
j,1

k
µ1
j,2

) 1
µ2−µ1

= g2ω
µ2

1+µ2 + g4,

если ω > g3,

(6.3.23)
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где

g1 =
1 + γ1

γ1

(
C̃10(C̃2 + Ĉ2)

µ1

1− θ

) 1
1+µ1

, g3 = (C̃2 + Ĉ2)
−1

(
C̃1+µ2

10

C1+µ1

12

) 1
µ2−µ1

,

g2 =
1 + µ2

µ2

(
C12(C̃2 + Ĉ2)

µ2

1− θ

) 1
1+µ2

, g4 =
(µ2 − µ1)

µ2µ1

(
C̃µ2

10

Cµ1

12

) 1
µ2−µ1

,

то есть значения sj,1 также не зависят от j. Теперь необходимая моно-
тонность последовательностей функций {M j,1(s)}, {M j,2(s)} вытекает из
монотонности последовательностей {kj,1}, {kj,2}. Возвращаемся к дока-
зательству оценки (6.3.22) при j = l. Предположив, что эта оценка не
имеет места, то есть, что существует интервал (s1, s2) такой, что

U l(s) > M l(s− 1) ∀ s ∈ (s1, s2), U l(s1) = M l(s1), s1 > 1, (6.3.24)

мы получим для любого s ∈ (s1, s2):

(1− θ)U l−1(s) 6 (1− θ)M l−1(s−1) 6 (1− θ)M l(s−1) 6 (1− θ)Ul(s).

Следовательно, в силу (6.3.21) имеем

U l(s) 6 (1− θ)U l(s) + max{kj,1(−U
′
j(s))

1+µ1 ,

kj,2(−U
′
j(s))

1+µ2}, U l(s1) = M l(s1 − 1).

Отсюда в силу леммы 9.2.2 следует неравенство

U l(s) 6 M l(s− 1) ∀ s ∈ (s1, s2),

противоречащее допущению (6.3.24). Тем самым оценка (6.3.22) доказа-
на. Отметим теперь, что в силу (6.3.23)

suppM j ⊂ [0, s1], s1 6 g5 max(ω
µ1

1+µ1 , ω
µ2

1+µ2 ) = s1,0 ∀ j ∈ N, (6.3.25)

g5 = max(g1, g2 + g4g
− µ2

1+µ2
3 ). Следовательно, в силу (6.3.21)

Uj(s) 6 b = max{(1− θ)−12C̃5H0(1), (C̃1 + Ĉ1)h0(1)}
∀ ∈ N, ∀ s > s1,0 + 1, (6.3.26)

где s1,0 из (6.3.25). Вспоминая теперь определение (6.3.19) функций Uj(s),
из (6.3.26) выводим следующую оценку:

hj(s) + Ej(s) 6 b∆−α1
j ∀ s > 1 + s1,0, ∀ j ∈ N, (6.3.27)
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где α1 из (6.3.5), (6.3.6). Суммируя неравенства (6.3.27) по j от j = 1 до
j = i и учитывая (6.2.28), (6.2.29)получаем

hti(s) + E(ti, s) := max
t6ti

∫

Ω(s)

|u(t, x)|q+1 dx + +

ti∫

0

∫

Ω(s)

|Dxu|p+1 dx dt

6 b

i∑
j=1

∆−α1
j 6 b ξα1

(1− ξ)α1(1− ξα1)
(T − ti)

−α1 ∀ i ∈ N. (6.3.28)

Отсюда в силу (6.2.30) следует оценка

ht(s) + E(t, s) 6 b1(T − t)−α1

∀ t < T, ∀ s > 1 + g5 max(ω
µ1

1+µ1 , ω
µ2

1+µ2 ) := 1 + s0(ω), (6.3.29)

где b1 = b(1− ξ)−α1(1− ξα1)−1. Тем самым лемма доказана. ¤
Переходим теперь непосредственно к доказательству теоремы 6.3.1.

Снова обращаемся к системе (6.2.20), (6.2.21) при s > 1 + s0(ω). Но те-
перь выбор смещений ∆i в произвольной точке s > 1 + s0(ω) будет опре-
деляться самим исследуемым решением u, вернее, его энергетическими
функциями E(t, s), ht(s). Для этого зафиксируем числа ξ, η:

0 < ξ < 1; α1 < η < α0 =
q + 1

p− q
, (6.3.30)

где α1 из (6.3.6). Затем зафиксируем произвольную точку s > 1 + s0(ω),
в которой выполнено неравенство

E(T, s) + sup
0<t<T

h(t, s) > b1T
α1ξ−α1 (6.3.31)

Если бы таких точек не оказалось, то это бы значило, что для всех
s > 1 + s0(ω) выполняется противоположное к (6.3.31) неравенство, и,
следовательно, утверждение теоремы 6.3.1 уже доказано. Теперь заме-
тим, что, в силу монотонности функции E(T, s)+ sup

0<t<T
h(t, s) := RT (s) по

s, вытекает справедливость неравенства (6.3.31) для всех s из некоторого
интервала (1 + s0, s

′), s′ > 1 + s0. То есть, будем полагать, что 1 + s0 <
s < s′. Теперь определим непрерывную функцию Γs(t) : [0, t′] → [t1, T ]
равенством

(Γs(t)− t)−η =
ξη

b1T η−α1
(E(Γs(t), s)− E(t, s) + sup

t<τ<Γs(t)

h(τ, s)), (6.3.32)
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где t1 = Γs(0) определяется равенством

t−η
1 =

ξη

b1T η−α1
(E(t1, s) + sup

τ<t1

h(τ, s)),

а t′ определяется из соотношения

(T − t′)−η =
ξη

b1T η−α1
(E(T, s)− E(t′, s) + sup

t′<τ<T
h(τ, s)).

Легко видеть, что из условия (6.3.31) вытекает: t1 < T . Кроме того из
определения числа t′ очевидно, что

a) t′ < T, если sup
t→T

(E(t, s) + h(t, s)) 6 c < ∞;

b) t′ = T, если sup
t→T

(E(t, s) + h(t, s)) = ∞.

Итак, учитывая непрерывность и положительность функций E(t, s),
h(t, s) и монотонное неубывание функции E(t, s) заключаем, что равен-
ство (6.3.32) определяет непрерывную строго монотонно возрастающую
функцию Γs(t) : [0, t′] → [t1, T ]. Поэтому анонсированную выше последо-
вательность ∆i := ti− ti−1 можем определить следующим рекуррентным
соотношением:

ti := Γs(ti−1), i = 1, 2, . . . ; t0 = 0. (6.3.33)

Причем, эта последовательность является бесконечной в случае b): ti →
T при i →∞; в случае a) эта последовательность является конечной, ее
построение обрывается на некотором номере i′ таком, что

ti′ = Γs (ti′−1) > t′, ti′−1 6 t′. (6.3.34)

Проверим, что построенная последовательность смещений {∆i} удовле-
творяет условию квалифицированной монотонности типа (6.2.28).

Из (6.3.32), (6.3.33) в силу оценки (6.3.29) вытекает неравенство

∆−η
i 6 ξη

T η−α1
(T − ti)

−α1 .

Следовательно,

∆i > T 1−α1
η

ξ
(T − ti)

α1
η =

T 1−a1
η

ξ

(
T − ti

T

)α1
η

T
α1
η

> T

ξ

(
T − ti

T

)
> ξ−1∆i+1.
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То есть,

∆i+1 < ξ∆i ∀ i 6 i∞ :=

{
i′, если a)
∞, если b).

(6.3.35)

По построенной последовательности {ti} определим новые энергетиче-
ские функции Ej(s), hj(s) при s > s по формулам (6.2.19). Понятно,что
для этих новых энергетических функций также справедливы неравен-
ства (6.2.20), (6.2.21), доказанные в лемме 6.2.3. Введем теперь энерге-
тические функции Aj(s), Hj(s) равенствами (6.3.5), (6.3.6), где теперь
{∆j} – это новые смещения из (6.3.35), (6.3.33), а параметр α1 из оцен-
ки (6.3.29), установленной в лемме 6.3.1. Несложно проверить, что эти
новые функции удовлетворяют следующим неравенствам, аналогичным
(6.3.7), (6.3.8):

Hj(s) + Aj(s) 6 C5
∆j

∆j−1

Hj−1(s) + C6∆
ν1−α1µ1

j (−A′
j(s))

1+µ1

+ C7∆
ν2−α1µ2

j (−A′
j(s))

1+µ2 , (6.3.36)

Hj(s) 6 λjHj−1(s) + C8∆
ν1−α1µ1

j (−A′
j(s))

1+µ1

+ C9∆
ν2−α1µ2

j (−A′
j(s))

1+µ2 , (6.3.37)

где H0(s) = h0(s)∆
α1
0 , ∆0 := ξ−1∆1,

λj := (1 + γ)

(
∆j

∆j−1

)α1

6 (1 + γ)ξα1 := λ < 1, j = 1, 2, . . . . (6.3.38)

Очевидно следующее соотношение:

λjλj−1 . . . λi+1∆
ν−α1µ
i = (1 + γ)j−i∆ν−α1µ

j

(
∆j

∆i

)(1+µ)α1−ν

∀ j > i. (6.3.39)

Учитывая это соотношение, после итерирования неравенств (6.3.36),
(6.3.37) получаем

Hj(s) + Aj(s) 6 C5(1 + γ)j−1

(
∆j

∆0

)α1

H0(s)

+ ∆ν1−α1µ1

j C̃10

[ j∑
i=1

(1 + γ)j−i

(
∆j

∆i

)(1+µ1)α1−ν1

(−A′
i(s))

1+µ1

]

+ ∆ν2−α1µ2

j C12

[ j∑
i=1

(1 + γ)j−i

(
∆j

∆i

)(1+µ2)α1−ν2

(−A′
i(s))

1+µ2

]

∀ j 6 i∞, ∀ s > s. (6.3.40)
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Неравенство (6.3.40) определяет структуру новых энергетических функ-
ций:

U
(1)
j (s) =

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1

(
∆j

∆i

)α1− ν1
1+µ1

×(Ai(s) + Hi(s)), j = 1, 2, . . . ,

U
(2)
j (s) =

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ2

(
∆j

∆i

)α1− ν2
1+µ2

×(Ai(s) + Hi(s)), j = 1, 2, . . . .

(6.3.41)

Очевидны соотношения

U
(1)
j (s)− Aj(s)−Hj(s) = θ

(j)
1 U

(1)
j−1(s),

j = 1, 2, . . . ; U
(1)
0 (s) = 0,

U
(2)
j (s)− Aj(s)−Hj(s) = θ

(j)
2 U

(2)
j−1(s),

j = 1, 2, . . . ; U
(2)
0 (s) = 0,

(6.3.42)

где
θ

(j)
1 := (1 + γ)

1
1+µ1 ·

(
∆j

∆j−1

)α1− ν1
1+µ1

6 (1 + γ)
1

1+µ1 · ξα1− ν1
1+µ1 := θ1,

θ
(j)
2 := (1 + γ)

1
1+µ2 ·

(
∆j

∆j−1

)α1− ν2
1+µ2

6 (1 + γ)
1

1+µ2 · ξα1− ν2
1+µ2 := θ2.

(6.3.43)

Отметим, что величины θ1, θ2 из (6.3.43) совпадают с θ1, θ2 из (6.3.13).
Потребуем снова, чтобы параметры γ, ξ удовлетворяли ограничениям
(6.3.14). Теперь из неравенств (6.3.40) в силу (6.3.42), (6.3.43) получаем
справедливость соотношений (6.3.15), (6.3.16) при всех s > s. Но конечно
же, начальные значения U

(1)
j (s), U

(2)
j (s) теперь оцениваются иначе, чем

в (6.3.17), (6.3.18). А именно, используя определение (6.3.33), получаем

U
(1)
j (s) =

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1

(
∆j

∆i

)α1− ν1
1+µ1

∆α1
i (Ei(s) + hi(s))

= b1ξ
−ηT η−α1

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1

(
∆j

∆i

)α1− ν1
1+µ1

∆α1−η
i
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= b1ξ
−ηT η−α1∆

−(η−α1)
j

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1

(
∆j

∆i

)η− ν1
1+µ1

6 b1ξ
−ηT η−α1∆

−(η−α1)
j

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1 ξ
(j−i)(α1− ν1

1+µ1
)

= b1ξ
−ηT η−α1∆

−(η−α1)
j

j∑
i=1

θj−i
1

6 b1ξ
−ηT η−α1(1− θ1)

−1∆
−(η−α1)
j ∀ j 6 i∞. (6.3.44)

Аналогично получаем

U
(2)
j (s) 6 b1ξ

−ηT η−α1(1− θ2)
−1∆

−(η−α1)
j ∀ j 6 i∞. (6.3.45)

Складывая полученные неравенства, получаем, что энергетические
функции Uj(s) = U

(1)
j (s) + U

(2)
j (s) удовлетворяют при всех s > s диф-

ференциальному неравенству (6.3.19) и начальному условию

Uj(s) 6 2(1− θ)−1b1ξ
−ηT η−α1∆

−(η−α1)
j

∀ j 6 i∞, θ = max (θ1, θ2). (6.3.46)

Обозначив, b(j) = (1− θ)−12C̃5λ
j−1H0(s), приходим к системе

Ũj(s) := Uj(s)− b(j)

6 θŨj−1(s) + max{kj,1(−Ũ ′
j(s))

1+µ1 , kj,2(−Ũ ′
j(s))

1+µ2} ∀ s > s,

Ũj(s) 6 Kj := b2∆
−(η−α1)
j ∀ j 6 i∞, b2 = 2(1− θ)−1b1ξ

−ηT η−α1 ,
(6.3.47)

где kj,1, kj,2 те же, что и в (6.3.21), но с новыми значениями ∆j (опреде-
ляемыми в (6.3.33)). Применяя леммы 9.2.5 и 9.2.6 для анализа системы
(6.3.47), получаем следующую равномерную оценку:

Ũj(s) 6 max{D1U0(s− s), D2} ∀ s > s, ∀ j 6 i∞, (6.3.48)

где U0(s) = s
− (1+µ1)(η−α1)

µ1(α0−η) , постоянные D1, D2:

D1 = 2ba
(1)
1 (a

(1)
2 )

1+µ1
µ1

(
α0 − η

α0 − α1

) 1+µ1
µ1

(
η − α1

α0 − α1

) (1+µ1)(η−α1)
µ1(α0−η)

× ξ−ηT η−α1(1− θ)−1(1− ξ)−α1(1− ξα1)−1,
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D2 =
(2b)

α0−α1
α0−η a

(1)
1 (a

(1)
2 )

1+µ1
µ1

(1− θ)(1− ξ)
α1(α0−α1)

α0−η (1− ξα1)
α0−α1
α0−η

(
C1+µ1

12

C̃1+µ2

10

) η−α1
(α0−η)(µ2−µ1)

,

а постоянная b из (6.3.26). Из (6.3.48) следует, что

Uj(s) 6 max{D1U0(s− s), D2 + b(1)} ∀ j 6 i∞,

b(1) = (1− θ)−12C5H0(s). (6.3.49)

Определим число δ0 > 0 равенством

U0(δ0) = (D2 + b(1))D−1
1 . (6.3.50)

Тогда, очевидно, из (6.3.49) вытекает, что

Uj(s) 6 D1U0(s− s) ∀ s : s < s < s + δ0, ∀ j 6 i∞. (6.3.51)

Вспоминая определение функций Uj(s) и выбор смещений ∆j согласно
(6.3.33), из (6.3.51) получаем

hj(s) + Ej(s) 6 D1U0(s− s)∆−α1
j

= D3U0(s− s)(hj(s) + Ej(s))
α1
η ∀ j 6 i∞, (6.3.52)

где
D3 = D1ξ

α1b
−α1

η

1 T−α1(η−α1)
η .

Отметим, что соотношение (6.3.52) имеет место для произвольных s, s
таких, что

1 + s0 < s < s < s + δ0, где s0 = s0(ω) из (6.3.29). (6.3.53)

Теперь зафиксируем произвольное i < i∞ и просуммируем неравен-
ства (6.3.52) по j от 1 до i. Используя дополнительно свойство (6.3.35)
последовательности {∆j}, получаем

hti(s) + E(ti, s) 6 D1U0(s− s)
i∑

j=1

∆−α1
j 6 D1U0(s− s)∆−α1

i

i∑
j=1

ξ(j−1)α1

6 D1(1− ξα1)−1U0(s− s)∆−α1
i = D3(1− ξα1)−1U0(s− s)(hi(s) + Ei(s))

α1
η

6 D3(1− ξα1)−1U0(s− s)(hti(s) + E(ti, s))
α1
η ,

∀ i ∈ N, ∀ s : s < s < s + δ0. (6.3.54)
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Следующей нашей целью является получение оценки типа (6.3.54)
не только для t = ti, i = 1, 2, . . . , но и для произвольной точки t < T .
Для этого возвращаемся к отображению Γs из (6.3.32) и определяемой
им последовательности {ti}. В силу непрерывности и строгой монотон-
ности этой последовательности Γs отображает непрерывно, монотонно и
взаимно однозначно отрезок [ti−1, ti] на [ti, ti+1] для любых i > 1 в случае
b), и для любых i : 1 6 i 6 i′ − 1 в случае a). Кроме того в случае a)
непрерывно и взаимооднозначно отображается [ti′−1, t

′] на [ti′ , T ]. Пусть
теперь t – произвольная точка из интервала [t1, T ), для определенности,
t := tk ∈ (tk, tk+1] при некотором k ∈ N. Тогда, очевидно, единственным
образом восстанавливается последовательность {ti}, i = 0, 1, 2, . . . , k− 1,
такая, что

ti+1 = Γ(ti), ∀ i 6 k − 1, ti ∈ (ti, ti+1], t0 ∈ (0, t1].

Тем самым определяются новые смещения ∆j:

∆
−η

j = (tj − tj−1)
−η

=
ξη

b1T η−α1

(
E(tj, s)− E(tj−1, s) + sup

t∈(tj−1,tj ]

h(t, s)

)
. (6.3.55)

Также как и выше проверяется, что

∆i+1 < ξ∆i ∀ i 6 k − 1.

По этим новым смещениям определяем соответствующие функции Ej(s),
hj(s), затем Aj(s), Hj(s) и систему (6.3.36), (6.3.37) для этих последних
функций. Отличие состоит только в том, что теперь в качестве начальной
выступает функция

h0(s) := h(t0, s) =

∫

Ω(s)

|u(t0, x)|q+1 dx =⇒ H0(s) = h0(s)∆1ξ
−1.

Оценим эту новую начальную функцию сверху. Для положения точки t0
могут реализоваться две возможности:

a) t0 < 2−1T ; б) t0 > 2−1T.

В первом случае имеем в силу оценки (6.3.29): h(t0, s) 6 b12
α1T−α1 .

В случае б) в силу определения (6.3.33) имеем

h(t0, s) 6 sup
t∈(0,t1)

h(t, s) 6 b1T
η−α1ξ−ηt−η

1 6 b1T
η−α1ξ−ηt

−η
0 6 b1(2ξ)

−ηT−α1 .
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То есть справедлива оценка

H0(s) = h0(s)ξ
−1∆1 6 ξ−1Th0(s) 6 ξ−1b1T

1−α1 max(2α1 , (2ξ)−η). (6.3.56)

Далее, действуя совершенно аналогично выводу оценки (6.3.51), для
функций U j(s), определяемых по последовательности {∆j}, получаем
универсальную оценку

U j(s) 6 D1U0(s− s) ∀ s : s < s < s + δ0, ∀ j 6 k, (6.3.57)

где число δ0 определяется равенством

U0(δ0) = (D2 + b
(1)

)D−1
1 , (6.3.58)

a постоянные D1, D2 и функция U0(s) те же, что и в оценке (6.3.51). Здесь
постоянная b

(1) зависит от новой начальной функции H0(s), а именно

b
(1)

= (1− θ)−12C̃5H0(s), H0(s) из (6.3.56).

Из оценки (6.3.57) теперь стандартно выводим оценку (6.3.54) для t = tk.
Так как в качестве tk может быть взята произвольная точка t < T , то
имеем

ht(s) + E(t, s) = sup
0<τ<t

∫

Ω(s)

|u(τ, x)|q+1 +

t∫

0

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt

6 D3(1− ξα1)−1U0(s− s)(E(t, s) + ht(s))
α1
η

∀ t < T, ∀ s, s : 1 + s0 6 s < s < s + δ0. (6.3.59)

Вспоминая, что U0(s) = s
− (1+µ1)(η−α1)

µ1(α0−η) , убеждаемся, что семейство функ-
ций ft(s) := ht(s) + E(t, s), зависящих от аргумента s и параметра t,
удовлетворяет в силу установленного соотношения (6.3.59) всем услови-
ям леммы 9.3.2. Следовательно, в силу этой леммы для всех функций
из указанного семейства справедлива универсальная априорная оценка
сверху

ht(s) + E(t, s) 6 C(s− 1− s0)
− (1+µ1)η

µ1(α0−η) ∀ s > 1 + s0(ω), (6.3.60)

где C < ∞ – постоянная, зависящая только от известных параметров
задачи, но не зависящая от t, s. Следовательно, множество интенсифика-
ций рассматриваемого решения u(t, x) целиком содержится в
{x : |x| < 1 + s0(ω)}, где s0(ω) из (6.3.29). Тем самым утверждение тео-
ремы 6.3.1 справедливо с δ = δ(ω) := s0(ω), где s0(ω) из (6.3.29) ¤
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6.4. Эффективная локализация сингулярных
граничных режимов для квазиоднородных
параболических уравнений

В настоящем разделе рассматривается задача (6.1.26)–(6.1.29) в наи-
более трудном для анализа случае

p = q > 0. (6.4.1)

когда предельный эффективно локализованный граничный режим не по-
рождает автомодельное решение даже для простейшего уравнения. От-
метим, что в этот класс уравнений (6.4.1) попадает при p = q = 1 и
стандартное уравнение теплопроводности.

Теорема 6.4.1. Пусть в задаче (6.1.26)–(6.1.29) выполняются усло-
вия (6.1.30), (6.1.31), (6.4.1) и сингулярно обостряющая в момент t =
T граничная функция f такова, что функция F (t), определяемая в
(6.1.34), удовлетворяет следующей оценке:

F (t) 6 exp(ω(T − t)−p−1

) := F0(t) ∀ t < T, ω > 0. (6.4.2)

Тогда существует постоянная c > 0, зависящая только от известных
параметров задачи (6.1.26)–(6.1.29) (но не зависящая от ω) такая, что
для множества интенсификации произвольного решения u(t, x) имеет
место включение:

Ωs(u) ⊂ Ω ∩ {|x| < 1 + c ω
p

p+1},
и, следовательно, граничный режим (6.4.2) эффективно локализован,
если

cω
p

p+1 < sup{|x| : x ∈ ∂1Ω} − 1.

Следствие 6.4.1. Пусть в условиях теоремы 6.4.1 выполняется
более сильная, чем (6.4.2) оценка

F (t) 6 exp [ω(t)(T − t)−
1
p ] ∀ t < T, ω(t) → 0 при t → T. (6.4.3)

Тогда для произвольного решения u имеем Ωs(u) ⊂ ∂0Ω, то есть режим
(6.4.3) является локализованным LS-режимом.

Замечание 6.4.1. Условие (6.4.2) эффективной локализации при
p = q = 1 соответствует точному условию эффективной локализации
в стандартном уравнении теплопроводности, полученному в [141] (см.
также (6.1.18), (6.1.19) и комментарии к ним).
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6.4.1 также базируется на
анализе свойств бесконечной системы дифференциальных неравенств
(6.2.21), (6.2.22). В силу (6.4.1) теперь µ1 = µ2 = 0. Так как при этом
ν1 = 1

p+1
< ν2 = 1

p
, то из системы (6.2.21), (6.2.22) легко следует, что

hj(s) + Ej(s) 6 C5hj−1(s) + C6∆
1

p+1

j (−E ′
j(s)) ∀ j > 1,

hj(s) 6 (1 + γ)hj−1(s) + C8∆
1

p+1

j (−E ′
j(s)) ∀ γ > 0, ∀ s > 1,

(6.4.4)

где

C6 = C6 + C7T
ν2−ν1 = C6 + C7T

1
p(p+1) , C8 = C8 + C9T

1
p(p+1) .

Для произвольных L > 0 и p > 0 обозначим

σ = σ(L, p) :=
∞∑
i=1

(i + L)−(p+1). (6.4.5)

Зафиксируем теперь постоянные γ > 0, L0 > 0 и ν > 0 так, что выпол-
няется соотношение

θ0 :=
(1 + γ)(L0 + 1)

L0

exp

[
− L0

(1 + ν)(1 + L0)

]
< 1. (6.4.6)

В качестве первого шага докажем следующее утверждение.

Лемма 6.4.1. Пусть u(t, x) – произвольное решение уравнения
(6.1.26) в области (0, T )× Ω(s0), s0 > 1, удовлетворяющее оценке

ht(s0) + E(t, s0) 6 D1 exp(ω(T − t)−
1
p ) ∀ t < T. (6.4.7)

Пусть параметр ω удовлетворяет следующему техническому ограни-
чению

ω > ω̃ := (1 + ν)

(
T

pσ0

) 1
p

, (6.4.8)

где σ0 := σ(L0, p), σ из (6.4.5), ν > 0 из (6.4.6). Тогда существуют
постоянные c1 > 0 и c2 > 0, зависящие только от n, p, γ, L0 и ν, такие,
что имеет место оценка

ht(s1) + E(t, s1) 6 c1D1 exp
( ω

1 + ν
(T − t)−

1
p

)
∀ t < T, (6.4.9)

где s1 = s0 + c2ω
p

p+1 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим смещения {∆i} в системе
дифференциальных неравенств (6.4.4) следующим способом:

∆i = pωp(i + L1)
−(p+1), ti = ti−1 + ∆i, i = 1, 2, . . . , t0 = 0, (6.4.10)

где L1 > 0 определяется следующим обязательным свойством последо-
вательности {∆i}:

T =
∞∑
i=1

∆i = pωp

∞∑
i=1

(i + L1)
−(p+1) := p ωpσ(L1, p),

то есть L1 должно удовлетворять уравнению

σ(L1, p) = Tp−1ω−p. (6.4.11)

Убедимся в разрешимости этого уравнения. Из определения (6.4.5) сле-
дует, что функция σ(L, p) является монотонно убывающей функцией ар-
гумента L и σ(L, p) → 0 при L → ∞. Поэтому для разрешимости урав-
нения (6.4.11) достаточно обеспечить неравенство

Tp−1ω−p < σ(L0, p) = σ0.

Но последнее неравенство очевидным образом выполняется в силу усло-
вия (6.4.8). Следовательно, существует решение L1 = L1(T, ω) уравнения
(6.4.11) и определение (6.4.10) корректно. В силу очевидных неравенств

∫ j

j−1

ds

sp+1
>

1

jp+1
>

∫ j+1

j

ds

sp+1
∀ j ∈ N,

из определения (6.4.10) вытекает, что

ωp(j + L1 + 1)−p 6 T − tj =
∞∑

i=j+1

∆i 6 ωp(j + L1)
−p. (6.4.12)

Поэтому выполняются соотношения

exp
[
ω(T − tj)

− 1
p
]

6 e · exp(j + L1). (6.4.13)

Введем теперь весовые энергетические функции

Ai(s) = βiEi(s), Hi(s) = βihi(s), i = 1, 2, . . . ; H0(s) = β0h0(s), (6.4.14)

где

βi = λi+L1
0 = exp

[
− (i + L1)L0

(1 + ν)(1 + L0)

]
, λ0 := exp[−L0(1 + ν)−1(1 + L0)

−1],
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ν из (6.4.8). По отношению к этим функциям система (6.4.4) переписы-
вается в виде

Hj(s) + Aj(s) 6 λ0C5Hj−1(s) + C6∆
1

p+1

j (−A′
j(s)) ∀ j > 1, ∀ s > 1,

Hj(s) 6 (1 + γ)λ0Hj−1(s) + C8∆
1

p+1

j (−A′
j(s)) ∀ j > 1. (6.4.15)

Итерируя эти неравенства, получаем

Hj(s) + Aj(s) 6 C5(1 + γ)−1λj
1H0(s) + C9∆

1
p+1

j

j∑
i=1

λj−i
1

(∆i

∆j

) 1
p+1

(−A′
i(s)),

λ1 := (1 + γ)λ0, C9 = max{C6, (1 + γ)−1C5C8}. (6.4.16)
Выбор свободного параметра γ подчиним ограничению λ = (1 + γ)λ0 <
1 ⇐⇒ γ < λ−1

0 − 1. Введем теперь по аналогии с (6.3.12), семейство
функций

Uj(s) =

j∑
i=1

λj−i
1

(∆i

∆j

) 1
p+1

(
Ai(s) + Hi(s)

)
, j = 1, 2, . . . . (6.4.17)

Очевидны следующие, аналогичные (6.3.13), соотношения:

Uj(s)− Aj(s)−Hj(s) = θjUj−1(s), j = 1, 2, . . . , U0(s) = 0, (6.4.18)

где в силу (6.4.6) и (6.4.10),

θj = λ1

(∆j−1

∆j

) 1
p+1

= (1 + γ)λ0

(
j + L1

j − 1 + L1

)

6 (1 + γ)λ0

(
1 + L0

L0

)
= θ0. (6.4.19)

Поэтому из (6.4.1)в силу (6.4.18) вытекает соотношение

Uj(s) 6 C5(1 + γ)−1λj
1H0(s) + θ0Uj−1(s) + C9∆

1
p+1

j (−U ′
j(s)). (6.4.20)

Используя (6.4.7), (6.4.13), (6.4.6), оценим значение Uj(s0):

Uj(s0) =

j∑
i=1

λj−i
1

(∆i

∆j

) 1
p+1

βi

(
hi(s0) + Ej(s0)

)

6 eD1

j∑
i=1

λj−i
1

(∆i

∆j

) 1
p+1

exp
[
(1− ln λ−1

0 )(i + L1)
]
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6 eD1

j∑
i=1

θj−i
0 exp

[
(1− ln λ−1

0 )(i + L1)
]

6 eD1(1− θ0)
−1 exp

[
(1− ln λ−1

0 )(j + L1)
]
. (6.4.21)

Неравенства (6.4.20) и (6.4.21) приводят к системе

U j(s) := Uj(s)− b0

1− θ0

6 θ0U j−1(s) + C9∆
1

p+1

j (−U
′
j(s)) ∀ s > 1,

U j(1) 6 D1

1− θ0

exp
[
(1− ln λ−1

0 )p
1

p+1 ω
p

p+1 ∆
− 1

p+1

j

]
j = 1, 2, . . . ,

(6.4.22)
где b0 := D1C5(1 + γ)−1λ1β0 exp(ωT− 1

p ). В силу леммы 9.2.7 для решений
системы (6.4.22) справедлива следующая равномерная оценка:

U j(s) 6 M j(s) =
D1e

1− θ0

exp

[
(1− θ0)

C9∆
1

p+1

j

(
(1− ln λ−1

0 )C9p
1

p+1 ω
p

p+1

(1− θ0)
+ s0 − s

)]

∀ j > 1, ∀ s : s0 6 s 6 s1 := s0 + (1− θ0)
−1C9p

1
p+1 (1− ln λ−1

0 )ω
p

p+1 .
(6.4.23)

Следовательно,

Uj(s1) 6 D1

( e

1− θ0

+
C5λ1β0 exp(ωT− 1

p )

1 + γ

)
:= D1C10. (6.4.24)

Отсюда в силу (6.4.14), (6.4.17) вытекает оценка для исходных энергети-
ческих функций

Ej(s1) + hj(s1) 6 D1C10 exp
[
ln λ−1

0 (j + L1)
]

∀ j > 1. (6.4.25)

Суммируя оценки (6.4.25) по j от 1 до i, получаем

hti(s1) + E(ti, s1) 6 D1C11 exp
[
ln λ−1

0 (i + L1)
]

∀ i > 1,

где C11 = C10(1− λ0)
−1. Продолжая последнюю оценку с учетом опреде-

ления (6.4.12), получаем

hti(s1) + E(ti, s1) 6 D1C11 exp
[
ln λ−1

0 ω(T − ti)
− 1

p

]
∀ i > 1.

Наконец, еще раз используя неравенство (6.4.12) и соотношение (6.4.6)
на введенные постоянные, приходим к оценке



364 Гл. 6. Энергетические методы исследования локализованных режимов

ht(s1) + E(t, s1) 6 D1C11 exp

[
(L1 + 1)

L1

ln λ−1
0 ω(T − t)−

1
p

]

6 D1C11 exp
(
ω1(T − t)−

1
p

)
∀ t < T, ω1 =

ω

1 + ν
,

s1 = 1 +
C9p

1
p L0

(1− θ0)(1 + L0)
(1 + ν)−1ω

p
p+1 . (6.4.26)

Тем самым установлена оценка (6.4.9) с

c1 = C11, c2 =
C9p

1
p L0

(1− θ0)(1 + L0)(1 + ν)
.

¤
Лемма 6.4.2. В условиях теоремы 6.4.1 существуют постоянные

c3 > 0, c4 > 0 и α1 > 0, зависящие только от n, p, d0, d1, такие, что
для произвольного решения u(t, x) выполняется оценка

ht(s̃) + E(t, s̃) 6 c3(T − t)−α1 ∀ t < T, где s̃ = 1 + c4ω
p

p+1 . (6.4.27)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что в силу условия (6.4.2) из
оценки (6.2.9) следует справедливость неравенства (6.4.7) при s0 = 1 с

D1 = D1 := C2 + C1h0(1) exp(−ωT− 1
p ). (6.4.28)

Зафиксируем теперь постоянные γ > 0, L0 > 0 и ν > 0 так, чтобы
выполнялось соотношение (6.4.6). Предположим, что для постоянной ω
из условия (6.4.2) выполняется оценка снизу (6.4.8). При этом мы ока-
зываемся в условиях применимости леммы 6.4.1, которая гарантирует
следующую оценку решения:

ht(s1) + E(t, s1) 6 c1D1 exp

[
ω1(T − t)−

1
p

]
∀ t < T,

ω1 = (1 + ν)−1ω, s1 = 1 + c2ω
p

p+1 . (6.4.29)

Если теперь для ω1 выполняется условие (6.4.8): ω1 > ω̃ ⇐⇒ ω >

(1+ν)2(Tp−1σ−1
0 )

1
p , то мы снова можем применить лемму 6.4.1 с исходным

неравенством (6.4.29) вместо (6.4.7). В результате приходим к оценке

ht(s2) + E(t, s2) 6 c2
1D1 exp

[
ω2(T − t)−

1
p

]
∀ t < T,
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ω2 = (1 + ν)−2ω, s2 = s1 + c2ω
p

p+1 = 1 + c2ω
p

p+1 (1 + (1 + ν)−
p

p+1 ).

Понятно, что такая итеративная процедура может повторяться пока
ωk = ω

(1+ν)k > ω̃, то есть k :=
[
ln(ω(T−1p σ0)

1
p ) · (ln(1 + ν))−1

]
(здесь

[a] – целая часть числа a) раз. В результате получаем

ht(sk) + E(t, sk) 6 ck
1D1 exp

(
ω

(1 + ν)k
(T − t)−

1
p

)
∀ t < T, (6.4.30)

где

sk = 1 + c2

k∑
i=1

(1 + ν)−
ip

p+1 ω
p

p+1 .

Причем непосредственное дальнейшее применение леммы 6.4.1 в точ-
ке s = sk невозможно, так как не выполнено соответствующее условие
(6.4.8), то есть, выполняется строго обратное неравенство

ω < ω̃k+1 =: (1 + ν)k+1

(
T

p σ0

) 1
p

⇐⇒ T > p

(
ω

(1 + ν)k+1

)p

σ0.

Определим теперь новую начальную точку t
(k)
0 :

t
(k)
0 := T − p σ0

(
ω

(1 + ν)k+1

)p

⇐⇒ ωk(T − t
(k)
0 )−

1
p = (1 + ν)p−

1
p σ

− 1
p

0 ,

(6.4.31)
где ωk = ω(1 + ν)−k. При этом из (6.4.30) и (6.4.31) следует

ht(sk) + E(t, sk) 6 ck
1D1 exp (ωk(T − t)−

1
p ), t

(k)
0 6 t 6 T, (6.4.32)

ht(s) + E(t, s) 6 ck
1D1 exp

(
1 + ν

(p σ0)
1
p

)
, 0 6 t 6 t

(k)
0 , ∀ s > sk. (6.4.33)

Оценку (6.4.33) будем рассматривать как финальную оценку для всех
s > sk, 0 6 t 6 t

(k)
0 . В области же Qk(sk) = {|x| > sk, t

(k)
0 < t < T}

продолжим итеративное оценивание энергетических функций решения
u(t, x). В силу определения (6.4.31) имеем

ωk = (1 + ν)

(
Tk

pσ0

) 1
p

, где Tk = T − t
(k)
0 .

Поэтому для решения u(t, x), рассматриваемого только в области Qk(sk),
в силу (6.4.32) выполнено условие (6.4.8), обеспечивающее применимость
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в этой области леммы 6.4.1. В силу этой леммы имеем

ht(sk+1) + E(t, sk+1) 6 ck+1
1 D1 exp

[
ωk

1 + ν
(T − t)−

1
p

]
∀ t

(k)
0 < t < T,

(6.4.34)
где sk+1 = sk + c2ω

p
p+1

k .
Далее определим следующую начальную точку:

t
(k+1)
0 := T − p σ0

(
ω

(1 + ν)k+2

) 1
p

> t
(k)
0

и запишем следствия оценки (6.4.34):

ht(sk+1) + E(t, sk+1) 6 ck+1
1 D1 exp

[
ωk+1(T − t)−

1
p

]
∀ t

(k+1)
0 6 t 6 T,

ht(s) + E(t, s) 6 ck+1
1 D exp

[
1 + ν

(p σ0)
1
p

]
∀ s > sk+1, 0 < t 6 t

(k+1)
0 .

Первая из этих оценок по аналогии с выводом (6.4.34) из (6.4.32)
приводит к неравенству:

ht(sk+2) + E(t, sk+2) 6 ck+2
1 D1 exp [ωk+2(T − t)−

1
p ] ∀ t > tk+1

0 ,

где sk+2 = sk+1 + c2ω
p

p+1 . Эту оценку используем для следующего цикла
оценивания. После i таких циклов приходим к

ht(sk+i) + E(t, sk+i) 6 Rk+i(t), sk+i = 1 + c2ω
p

p+1

k+i∑
j=0

1

(1 + ν)
jp

p+1

,

Rk+i(t) =





ck+i
1 D1 exp

[
ω

(1+ν)k+i (T − t)−
1
p
] ∀ t : t

(k+i−1)
0 < t < T,

ck+i−j
1 D1 exp

[
1+ν

(p σ0)1/p

] ∀ t : tk+i−j−1
0 < t 6 tk+i−j

0 ,

j = 1, . . . , i,

(6.4.35)

где tk+i−j
0 := T − p σ0ω

1
p

k+i−j, ωk+i−j = ω(1 + ν)−(k+i−j).
Определим теперь значение s̃:

s̃ := lim
j→∞

sj = 1 + c4ω
p

p+1 , c4 = c2
(1 + ν)

p
p+1

(1 + ν)
p

p+1 − 1
. (6.4.36)
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Для произвольной точки t < T оценим сверху значение ht(s̃)+E(t, s̃). Так
как построенная выше последовательность точек t

(j)
0 → T при j → ∞,

то для любой выбранной точки t < T можно найти номер j ∈ N такой,
что

t ∈ Γj :=
(
t
(j−1)
0 , t

(j)
0

]
. (6.4.37)

Из оценки (6.4.35) в силу монотонного невозрастания функций ht(s),
E(t, s) по s при произвольном t < T выводим, что

ht(s̃) + Et(s̃) 6 ht(sj+1) + E(t, sj+1) 6 Rj+1(t) = A1c
j
1,

∀ t ∈ (
t
(j−1)
0 , t

(j)
0

]
A1 := D1 exp

[
1 + ν

(p σ0)
1
p

]
. (6.4.38)

Легко проверить соотношение

A1c
j
1 = c3

(
T − t

(j−1)
0

)−α1 , α1 =
p ln c1

ln(1 + ν)
, c3 = A1(p σ0ω)

α1
p . (6.4.39)

С учетом этого соотношения из (6.4.38) вытекает окончательная оценка

ht(s̃) + E(t, s̃) 6 c3(T − t)−α1 ∀ t < T,

где

c3 = A1(p σ0ω)
α1
p = D1 exp

[
(1 + ν)

(p σ0)
1
p

]
(p σ0ω

ln c1
ln(1+ν) ), α1 =

p ln c1

ln(1 + ν)
.

Тем самым, требуемая оценка (6.4.27) получена. ¤
Заключительная часть доказательства теоремы 6.4.1 проводится

аналогично последнему этапу доказательства теоремы 6.3.1. Пусть
s′ : s′ > s̃ – произвольная точка, в которой имеет место неравенство
структуры (6.3.31) с s′ вместо s̄. Без ограничения общности будем по-
лагать, что постоянная α1 из оценки (6.4.27) удовлетворяет неравенству
α1 > (p + 1)−1. Зафиксируем числа 0 < ξ < 1, η > 0 и γ > 0 так, что

(1 + γ)ξα1− 1
p+1 := θ0 < 1;

1

p + 1
< α1 < η. (6.4.40)

Теперь для произвольной точки s ∈ [s̃, s′] определим последовательность
{ti} = {ti}(s) следующим, аналогичным (6.3.33), соотношением:

(
ti − ti−1

)−η
:=

ξη

c3T η−α1

[
E(ti, s)− E(ti−1, s) + sup

ti−1<t6ti

h(t, s)
]
. (6.4.41)
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Также как ранее из определения (6.3.33), выводим теперь из (6.4.41), что
новая последовательность {ti} удовлетворяет в силу оценки (6.4.27) соот-
ношению (6.3.35). По этой последовательности определяем новые энер-
гетические функции Ej(s) и hj(s) при s > s по формулам (6.2.20). Далее
введем новые функции Aj(s) и Hj(s) по формулам (6.3.5), где теперь α1

определяется в (6.4.27) (или (6.4.39)), а смещения {∆i} – в (6.4.41). Эти
новые функции удовлетворяют, как несложно убедиться, системе

Hj(s) + Aj(s) 6 C5

( ∆j

∆j−1

)α1

Hj−1(s) + C6∆
1

p+1

j (−A′
j(s)) ∀ j > 1,

Hj(s) 6 λjHj−1(s) + C8∆
1

p+1

j (−A′
j(s)) ∀ s > s,

(6.4.42)
где

∆0 = ξ−1∆1, H0(s) = ∆α1
0 h0(s), λj = (1 + γ)

( ∆j

∆j−1

)α1

.

Очевидно соотношение

λjλj−1 . . . λi+1∆
1

p+1

i = (1 + γ)j−i∆
1

p+1

j

(∆j

∆i

)α1− 1
p+1

.

В силу этого соотношения, итерируя систему (6.4.42), получаем

Hj(s) + Aj(s) 6 C5(1 + γ)j−1
(∆j

∆0

)α1

H0(s) + C9∆
1

p+1

j

×
[ j∑

i=1

(1 + γ)j−i
(∆j

∆i

)α1− 1
p+1

(−A′
j(s))

]
, C9 = max

{
C6,

C5C8

(1 + γ)

}
.

(6.4.43)

По аналогии с (6.3.41) введем новые энергетические функции Uj(s):

Uj(s) :=

j∑
i=1

(1 + γ)j−i

(
∆j

∆i

)α1− 1
p+1 (

Ai(s) + Hi(s)
)
, j = 1, 2, . . . .

Очевидны следующие аналоги неравенств (6.3.42):

Uj(s)− Aj(s)−Hj(s) = θ(j)Uj−1(s), j = 1, 2, . . . , U0(s) = 0,

где

θ(j) := (1 + γ)
( ∆j

∆j−1

)α1− 1
p+1 6 (1 + γ)ξα1− 1

p+1 = θ0 < 1.
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Из последнего неравенства в силу (6.4.43) следует такой аналог соотно-
шения (6.4.20):

Uj(s) 6 C5T
α1λ

j−1
h0(s) + θ0Uj−1(s) + C9∆

1
p+1

j (−U ′
j(s)), ∀ s > s, (6.4.44)

где λ = (1 + γ)ξα1 < 1. Начальное значение Uj(s) оцениваем с учетом
определения (6.4.41):

Uj(s) =

j∑
i=1

(1 + γ)j−i
(∆j

∆i

)α1− 1
p+1

∆α1
i

(
Ei(s) + hi(s)

)

= c3T
η−α1ξ−η∆

−(η−α1)
j

j∑
i=1

(1 + γ)j−i
(∆j

∆i

)η− 1
p+1

6 c3(1− θ0)
−1T η−α1ξ−η∆

−(η−α1)
j . (6.4.45)

Из неравенств (6.4.44) и (6.4.45) в силу леммы 9.2.9 вытекает универ-
сальная оценка

Uj(s) 6 C5T
α1h0(1) + D4U0(s− s) ∀ j > 1, ∀ s > s, (6.4.46)

где

U0(s) = s−(η−α1)(p+1), D4 =
c3T

η−α1

(1− θ0)ξη

[
eC9(η − α1)(p + 1)

(1− θ0)

](η−α1)(p+1)

.

Следовательно,

Uj(s) 6 2D4U0(s− s) ∀ j > 1, ∀ s : s < s 6 s + δ0, (6.4.47)

где δ0 определяется равенством: U0(δ0) = C5D
−1
4 T α1h0(1). Из неравенства

(6.4.47) в силу (6.4.41) следует:

hj(s) + Ej(s) 6 2D4U0(s− s)∆−α1
j

= D5U0(s− s)
(
hj(s) + Ej(s)

)α1
η

∀ s ∈ [s, s + δ0], где D5 = 2D4ξ
α1c

−α1
η

3 T− (η−α1)α1
η .

(6.4.48)

Фиксируем произвольный номер i ∈ N и суммируя неравенства (6.4.48)
по j от 1 до i, аналогично (6.3.54) получаем неравенство
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hti(s) + E(ti, s) 6 2D4U0(s− s)
i∑

j=1

∆−α1
j 6 2D4(1− ξα1)−1∆−α1

i U0(s− s)

= D5(1− ξα1)−1U0(s− s)
(
hi(s) + Ei(s)

)α1
η , ∀ s ∈ [s, s + δ]. (6.4.49)

Рассуждая также как в доказательстве теоремы 6.3.1 при выводе соот-
ношения (6.3.59) из неравенства (6.3.54), мы получаем на основе (6.4.49)
следующее неравенство:

ht(s)+E(t, s) 6 D5(1−ξα1)−1U0(s−s)
(
ht(s̄)+E(t, s̄)

)α1
η ∀ t < T. (6.4.50)

Из неравенства (6.4.51) в силу леммы 9.3.2 вытекает окончательная оцен-
ка

ht(s) + E(t, s) 6 C(s− s̃)−η(p+1) ∀ s > s̃ = 1 + C4ω
p

p+1 , ∀ t < T.

Тем самым теорема 6.4.1 доказана.

6.5. Эффективная локализация сингулярных
граничных режимов для уравнений типа
нестационарной быстрой диффузии

Теперь рассмотрим последний возможный вариант соотношения
между параметрами p и q в уравнении (6.1.26), случай “быстрой” неста-
ционарной диффузии:

0 < p < q. (6.5.1)

Покажем, что для таких уравнений любой сингулярный граничный ре-
жим является локализованным и, более того, локализованным на грани-
це области LS-режимом.

Теорема 6.5.1. Пусть u(t, x) – произвольное энергетическое реше-
ние задачи (6.1.26)–(6.1.29), (6.5.1). Тогда независимо от степени сингу-
лярности граничного режима, то есть, независимо от функции F (t),
множество интенсификации решения u(t, x) Ωs(u) ⊂ ∂0Ω, то есть
любой граничный режим является локализованным LS-режи-
мом. Причем справедлива следующая универсальная оценка:

h(τ, s) + E(τ, s) :=

∫

Ω(s)

|u(τ, x)|q+1 dx +

∫ τ

0

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt

6 D1h0(1) + D2(s− 1)−
pq+2p+1

q−p ∀ s > 1,∀ τ < T, (6.5.2)
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где постоянные D1, D2 зависят только от p, q, n, T .

Замечание 6.5.1. Оценка (6.5.2) является точной на всем классе
сингулярных граничных режимов. В этом можно убедиться следующим
образом. Рассмотрим следующую модельную задачу Коши-Дирихле:

vt = (vm)xx ∀ (t, x) ∈ (0, T )× R1
+, 0 < m < 1,

v(t, 0) = ∞, ∀ t > 0,

v(0, x) = 0 ∀x ∈ R1
+.

(6.5.3)

Эта задача имеет явное решение, так называемое решение структуры
“razor blade” (см. [129]):

V (t, x) =
( x√

t

)− 2
1−m

. (6.5.4)

Введя новую неизвестную функцию: u := vm, уравнение (6.5.3) можно
переписать в виде

(
u

1
m

)
t
− uxx = 0, U(t, x) := V (t, x)m.

Это уравнение соответствует уравнению структуры (6.1.26) с q = 1
m
, p =

1. При этом энергетическая функция h(t, s), соответствующая решению
(6.5.4), имеет вид

h(t, s) =

∫

Ω(s)

U(t, x)q+1 dx =

∫

Ω(s)

V (t, x)m(q+1) dx =

∫

Ω(s)

V 1+m dx

= t
m+1
1−m

∫

x>s

s−
2(1+m)
1−m dx = t

m+1
1−m s−

1+3m
1−m . (6.5.5)

Легко замечаем, что для рассматриваемого уравнения pq+2q+1
q−p

= 1+3m
1−m

.
Следовательно, асимптотика решения U(t, x) в окрестности множества
интенсификации точно соответствует максимальному росту, допускаемо-
му общей оценкой (6.5.2).

Для доказательства теоремы 6.5.1 выведем сначала основную систе-
му дифференциальных неравенств, управляющую поведением энергети-
ческих функций, связанных с соответствующим решением u(t, x).

Лемма 6.5.1. Пусть u(t, x) – произвольное энергетическое решение
задачи (6.1.26)–(6.1.34), (6.5.1). Тогда соответствующие энергетические
функции Ej(s) и hj(s) из (6.2.20) удовлетворяют следующей системе
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дифференциальных неравенств:

hi(s) 6 (1 + γ)hi−1(s) + C1∆
1

p+1

i (−E ′
i(s))

1− q−p
(q+1)(p+1)

+ C2∆
q+1

(p+1)q

i (−E ′
i(s))

1− q−p
q(p+1) , ∀ s > 1, ∀ γ > 0, ∀ i ∈ N;

C1 = C1(γ) →∞, C2 = C2(γ) →∞ при γ → 0, (6.5.6)

hi(s) + Ei(s) 6 2(1 + c0)hi−1(s) + C3∆
1

p+1

i (−E ′
i(s))

1− q−p
(q+1)(p+1) +

+ C4∆
q+1

(p+1)q

i (−E ′
i(s))

1− q−p
q(p+1) ∀ s > 1, ∀ i ∈ N, (6.5.7)

где C0 из (6.2.24), постоянные C1, C2, C3 и C4 не зависят от s.
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 6.5.1 начнем с промежуточного

соотношения (6.2.18) из леммы 6.2.2, справедливого при произвольных
p > 0 и q > 0. Но теперь будем оценивать второй сомножитель во вто-
ром слагаемом справа другим способом. А именно, в силу неравенства
Гёльдера имеем

∫

∂0Ω(s)

|u(t, x)|p+1dσ 6 (meas ∂0Ω(s))
r−p
r+1

( ∫

∂0Ω(s)

|u(t.x)|r+1dσ

) p+1
r+1

, (6.5.8)

где r = p(q + 1)(p + 1)−1. Применим теперь неравенство из п. 1) предло-
жения 9.1.1 к функции v := |u|ru. Получим

∫

∂0Ω(s)

|u(t, x)|r+1dσ6 k0

(
(r+1)

∫

Ω(s)

n∑
i=1

|u|r|Dxi
u| dx+

∫

Ω(s)

|u(t, x)|r+1 dx

)
.

Отсюда, учитывая, что r(p+1)
p

= q +1, в силу неравенства Гёльдера полу-
чаем ∫

∂0Ω(s)

|u(t, x)|r+1dσ 6 k0

[(∫

Ω(s)

|Dxu|p+1 dx

) 1
p+1

×
( ∫

Ω

|u(t, x)|q+1 dx

) p
p+1

+

∫

Ω(s)

|u(t, x)|r+1 dx

]
, (6.5.9)

где k0 зависит только от k0, n, p, q. Интегрируя неравенство (6.5.9) по t,
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получаем

∫ t̃i

ti−1

∫

∂0Ω(s)

|u(t, x)|r+1dσ dt 6 k0 sup
t∈(ti−1,t̃i]

( ∫

Ω(s)

|u(t, x)|q+1 dx

) p
p+1

×
( ∫ t̃i

ti−1

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt

) 1
p+1

∆̃
p

p+1

i + k0

(
measΩ(s)

) q−r
q+1 ∆̃i

×
(

sup
t∈(ti−1,t̃i]

∫

Ω(s)

|u(t, x)|q+1 dx

) r+1
q+1

, (6.5.10)

где {ti} – последовательность из (6.2.20), t̃i – произвольная точка из
интервала (ti−1, ti], ∆̃i := t̃i − ti−1. Теперь оценка (6.2.18) в силу (6.5.8) и
(6.5.10) порождает соотношение:

h(t̃i, s) + c−1
0 Ẽi(s) :=

∫

Ω(s)

|u(t̃i, x)|q+1 dx + c−1
0

∫ t̃i

ti−1

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt

6 h(ti−1, s) +
q + 1

q
d1(−Ẽ ′

i(s))
p

p+1
(
meas ∂0Ω(s)

) r−p
(r+1)(p+1) · ∆̃

r−p
(r+1)(p+1)

i

×
[
k0 sup

t∈(ti−1,t̃i]

h(t, s)
p

p+1 · Ẽi(s)
1

p+1 ∆̃
p

p+1

i

+ k0(measΩ(s))
q−r
q+1 ∆̃i · sup

t∈(ti−1,t̃i]

h(t, s)
r+1
q+1

] 1
r+1

, c0 =
q

(q + 1)d0

(6.5.11)

Для произвольного δ > 0, произвольного номера i и произвольного s > 1
мы можем найти такое t̃i = t̃i(δ, s), что

(1− δ)hi(s) =

∫

Ω(s)

|u(t̃i, x)|q+1 dx. (6.5.12)

При этом из соотношения (6.5.11) следует неравенство

(1− δ)hi(s) + c−1
0 Ẽi(s)

6 hi−1(s) + c1(−Ẽ ′
i(s))

p
p+1 ∆̃

r
(r+1)(p+1)

i Ẽi(s)
1

(p+1)(r+1) hi(s)
p

(p+1)(r+1)

+ c2(−Ẽ ′
i(s))

p
p+1 ∆̃

1
p+1

i hi(s)
1

q+1 , (6.5.13)
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где

c1 =
(q + 1)d1

q
k

1
r+1

0

(
max
s>1

(meas ∂0Ω(s))
) r−p

(r+1)(p+1)
, c2 = c1(measΩ)

q−r
(q+1)(r+1) .

Применяя при оценке слагаемых в правой части (6.5.13) неравенствоЮн-
га с “ε”, получаем

(1− δ)hi(s) + c−1
0 Ẽi(s) 6 hi−1(s) + εẼi(s) + εhi(s)

+ c3(ε)∆̃
1

p+1

i ·
(
−Ẽ ′

i(s))
p(r+1)
(p+1)r + εhi(s) + c4(ε)∆̃

(q+1)
q(p+1)

i · (−E ′
i(s)

) p(q+1)
(p+1)q

,

(6.5.14)

где c3(ε) →∞, c4(ε) →∞ при ε → 0. Из (6.5.14) следует, что

(1− δ − 2ε)hi(s) + (c−1
0 − ε)Ẽi(s) 6 hi−1(s) + c3∆̃

1
p+1

i

(
−Ẽ ′

i(s)
) p(r+1)

(p+1)r

+ c4∆̃
q+1

q(p+1)

i · (−Ẽ ′
i(s))

p(q+1)
(p+1)q . (6.5.15)

Так как −Ẽ ′
i(s) 6 −E ′

i(s), то из (6.5.15) в силу произвольности δ > 0,
ε > 0 следует требуемое соотношение (6.5.6).

Вернемся теперь снова к соотношению (6.5.11) и положим в нем t̃i :=
ti. В результате по аналогии с (6.5.13) имеем

Ei(s) 6 c0hi−1(s) + c0c1(−E ′
i(s))

p
p+1 ∆

r
(r+1)(p+1)

i Ei(s)
1

(p+1)(r+1) hi(s)
p

(p+1)(r+1)

+ c0c2(−E ′
i(s))

p
p+1 ∆

1
p+1

i hi(s)
1

q+1 , (6.5.16)

где постоянные c1, c2 те же, что и в (6.5.13). Складывая (6.5.13) и (6.5.16),
получаем

(1− δ)hi(s) + Ei(s) 6 (1 + c0)hi−1(s) + (1 + c0)c1(−E ′
i(s))

p
p+1 ∆

r
(r+1)(p+1)

i

×Ei(s)
1

(p+1)(r+1) ·hi(s)
p

(p+1)(r+1) +(1+ c0)c2(−E ′
i(s))

p
p+1 ∆

1
p+1

i hi(s)
1

q+1 . (6.5.17)

Здесь мы воспользовались очевидными соотношениями: ∆̃i 6 ∆i, Ẽi(s) 6
Ei(s), (−Ẽ ′

i(s)) 6 (−E ′
i(s)). Оцениваем теперь слагаемые справа в (6.5.17)
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при помощи неравенства Юнга с “ε” так, как это делалось при получении
(6.5.14). В результате приходим к неравенству

(1− δ − 2(1 + c0)ε)hi(s) + (1− (1 + c0)ε)Ei(s)

6 (1 + c0)hi−1(s) + (1 + c0)c3∆
1

p+1

i (−E ′
i(s))

p(r+1)
(p+1)r

+ (1 + c0)c4∆
q+1

q(p+1)

i (−E ′
i(s))

p(q+1)
q(p+1) . (6.5.18)

Фиксируем теперь δ > 0 и ε > 0 так, чтобы выполнялись соотношения

δ + 2(1 + c0)ε 6 2−1, ε(1 + c0) < 2−1.

При этом из неравенства (6.5.18) вытекает необходимое соотношение
(6.5.7) с C3 = 2(1 + c0)c3 и C4 = 2(1 + c0)c4. ¤

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6.5.1 проведем, анализируя
соотношение (6.5.7). Запишем это неравенство для единого интервала
(0, τ ] с произвольным τ < T :

Jτ (s) : = sup
t∈(0,τ ]

( ∫

Ω(s)

|u(t, x)|q+1 dx

)
+

∫ τ

0

∫

Ω(s)

|Dxu(t, x)|p+1 dx dt

6 2(1 + c0)h0(1) + C3T
1

p+1

(
− d

ds
E(τ, s)

)1− q−p
(q+1)(p+1)

+ C4T
q+1

q(p+1)

(
− d

ds
E(τ, s)

)1− q−p
q(p+1) ∀ s > 1, ∀ τ < T, (6.5.19)

или иначе с учетом того, что
d

ds
E(τ, s) > d

ds
Jτ (s):

Jτ (s) := Jτ (s)− 2(1 + c0)h0(1) 6
(
C3T

1
p+1 + C4T

q+1
q(p+1)

)

×max

{(
− d

ds
Jτ (s)

)1− q−p
(q+1)(p+1)

,
(
− d

ds
Jτ (s)

)1− q−p
q(p+1)

}
. (6.5.20)

Мы рассматриваем поведение функции Jτ (s) только в области больших
значений этой не возрастающей по s функции, то есть при

s ∈ S :=
{

Jτ (s) > C5 :=
(
C3T

1
p+1 + C4T

q+1
q(p+1)

)}
. (6.5.21)
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На этом множестве, как легко видеть,

− d

ds
Iτ (s) > 1 ∀ s ∈ S.

Поэтому из (6.5.20) вытекает неравенство

Jτ (s) 6 C5

(
− d

ds
Jτ (s)

)1− q−p
(q+1)(p+1) ∀ s ∈ S. (6.5.22)

Интегрируя это дифференциальное неравенство, легко выводим следу-
ющую оценку:

Jτ (s) 6
[
Jτ (1)−µ + µC−ν

5 (s− 1)
]−µ−1

∀ s > 1 : s ∈ S. (6.5.23)

где

µ =
q − p

pq + 2p + 1
> 0, ν =

(q + 1)(p + 1)

pq + 2p + 1
> 0.

Из (6.5.23) вытекает, в частности, следующая универсальная оценка,
справедливая для любых граничных режимов:

Jτ (s) 6 2(1 + c0)h0(1) + µ−
1
µ C

ν
µ

5 (s− 1)−
1
µ ∀ s ∈ S, ∀ τ < T. (6.5.24)

Из этого неравенства следует, в частности, требуемая оценка (6.5.2). ¤



ГЛАВА 7

МЕТОД ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ
В РЕЖИМАХ С ОБОСТРЕНИЕМ
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

7.1. Граничные режимы с обострением для квазилинейных
параболических уравнений высокого порядка

Переходим теперь к рассмотрению условий локализации (эффективной
локализации) сингулярных граничных режимов для общих дивергент-
ных параболических уравнений структуры

(B(u))t + A(u) :=
(|u|q−1u

)
t
+

∑

|α|=m

(−1)mDα
xaα(t, x, u,D1

xu, . . . , Dm
x u) = 0,

(7.1.1)
где m > 1, q > 0, непрерывные функции aα(t, x, ξ) удовлетворяют следу-
ющим условиям коэрцитивности (параболичности) и роста:

∑

|α|=m

aα(t, x, ξ)ξα > d0

( ∑

|β|=m

|ξβ|
)p+1

, p > 0, d0 > 0, (7.1.2)

∣∣aα(t, x, ξ)
∣∣ 6 d1

( ∑

|β|=m

|ξβ|
)p

∀ (t, x, ξ) ∈ [0, T ]× Ω× RN(m). (7.1.3)

Здесь N(m) – число различных мультииндексов α := (α1, α2, . . . , αn) дли-
ны |α| := α1+α2+ . . .+αn, не превышающей m. Используем стандартные
обозначения:

Dα
x =

∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

, Dm
x u = {Dα

xu, |α| = m}.

Энергетические методы из главы 6 не могут быть непосредственно при-
менены к уравнениям структуры (7.1.1) при m > 1, так как в этом случае
представляется невозможным получение для соответствующих энергети-
ческих функций системы обыкновенных дифференциальных неравенств
типа (6.2.21), (6.2.22). Естественным аппаратом при построении аналога
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метода локальных энергетических оценок в качественной теории эллип-
тических и параболических уравнений высокого порядка оказались не
обыкновенные дифференциальные уравнения и неравенства, а специфи-
ческие функциональные неравенства (см. [114], [115]). Адаптация метода
функциональных неравенств к изучению асимптотических свойств ре-
шений в окрестности времени сингулярного обострения граничных дан-
ных, связанная с введением бесконечного семейства подобластей-полос в
окрестности времени обострения, была предложена в работах [117], [43].

Итак, пусть снова Ω – произвольная ограниченная область в Rn, n >
1, с границей ∂Ω = ∂0Ω∪∂1Ω, удовлетворяющей (6.1.25). На протяжении
главы 7 при изучении локализации сингулярных граничных режимов в
ограниченных областях Ω в целях упрощения формулировок результатов
будем предполагать выполненными следующее ограничение сверху на
параметр q:

(q + 1)−1 > (p + 1)−1−mn−1 ⇐⇒ q + 1 < n(p + 1)(n−m(p + 1))−1 (7.1.4)

Будем рассматривать решения u(t, x) уравнения (7.1.1) в области (0, T )×
Ω, удовлетворяющие следующим неоднородным начальному и гранично-
му условиям:

u(0, x) = u0(x) ∈ Lq+1(Ω) в Ω, ‖u0‖q+1
Lq+1(Ω) := h̄0, (7.1.5)

Dα
x (u− f) = 0 на (0, T )× ∂0Ω ∀α : |α| 6 m− 1, (7.1.6)

и следующему однородному условию Дирихле на (0, T )× ∂1Ω:

Dα
xu = 0 на (0, T )× ∂1Ω ∀α : |α| 6 m− 1. (7.1.7)

Функция f из условия Дирихле (7.1.6) является следом на (0, T ) × ∂0Ω
функции f̄(t, x) такой, что

f̄(t, ·) ∈ Cloc
(
[0, T ); Lq+1(Ω)

) ∩ Lp+1, loc
(
[0, T ); Wm

p+1(Ω, ∂1Ω)
)
, (7.1.8)

f̄t(t, ·) ∈ L1,loc
(
[0, T ); Lq+1(Ω)

)
, (7.1.9)

причем

F (t) := sup
0<τ<t

∫

Ω

|f̄(τ, x)|q+1 dx +

∫ t

0

∫

Ω

∣∣Dm
x f̄(t, x)

∣∣p+1
dx dt

+

( ∫ t

0

( ∫

Ω

∣∣f̄τ (τ, x)
∣∣q+1

dx

) 1
q+1

dτ

)q+1

→∞ при t → T. (7.1.10)
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Определение 7.1.1. Функция u(t, x) является обобщенным энерге-
тическим решением задачи (7.1.1), (7.1.5)–(7.1.7), если

1) u ∈ f + Lp+1, loc
(
[0, T ); Wm

p+1(Ω, ∂Ω)
) ∩ Cloc

(
[0, T ); Lq+1(Ω)

)
;

2)
(|u|q−1u

)
t
∈ L p+1

p
,loc

(
[0, T );

(
Wm

p+1(Ω, ∂Ω)
)∗)

;

3) выполняется начальное условие (7.1.4) и следующее интегральное
тождество:

∫ τ

0

〈(|u|q−1u
)

t
, η

〉
dt +

∫ τ

0

∫

Ω

∑

|α|=m

aα(x, t, u, . . . , Dm
x u)Dα

xη dx dt = 0

(7.1.10)
для произвольного τ < T и произвольной функции η(t, x) ∈ Lp+1, loc

(
[0, τ);

Wm
p+1(Ω, ∂Ω)

)
. Здесь через 〈·, ·〉 обозначена билинейная операция спари-

вания элементов пространств (Wm
p+1(Ω, ∂Ω))∗ и Wm

p+1(Ω, ∂Ω).

Замечание 7.1.1. Изучение разрешимости однородной задачи Ди-
рихле для неоднородных уравнений:

P) (B(u))t+A(u) = g(t, x),

с операторами B, A из (7.1.1) (а также и более общей структуры) бы-
ло начато в середине 60-х годов. Был изучен в полном объеме случай
B = I (т.е., q = 1) (см., например, [138], [89]). В работе [52] установлено
существование обобщенного решения однородной задачи Дирихле для
уравнения P) в случае потенциальности операторов B и A, а также ком-
пактности оператора B по отношению к оператору A (что эквивалентно
условию (7.1.4) на параметры q и p). В работе [140] установлена раз-
решимость указанной задачи для некоторых классов непотенциальных
операторов A. При этом основным структурным условием на оператор
A является условие монотонности:

L)
∑

|α|=m

(Aα(t, x, ξ)− Aα(t, x, η))(ξα − ηα) > 0 ∀ t, x, ξ, η ∈

∈ R1
+ × Ω× RN(m) × RN(m).

Замечание 7.1.2. Мы приводим в главах 7, 8 методы изучения ло-
кализации граничных режимов с обострением для однородного уравне-
ния (7.1.1). Однако, как это будет видно в дальнейшем, эти методы легко
могут быть адаптированы к изучению локализации решений однородных
граничных задач для неоднородного уравнения P) из замечания 7.1.1 с
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сингулярно обостряющейся при t → T на некотором подмножестве S ⊂ Ω
правой частью g(t, x).

Определение 7.1.2. Множеством интенсификации (blow-up мно-
жеством) Ωs(u) энергетического решения u из определения 7.1.1 будем
называть множество точек x ∈ Ω таких, что для произвольного ε > 0

sup
t<T

{ ∫

{|y−x|<ε}∩Ω

|u(t, y)|q+1dy +

∫ t

0

∫

{|y−x|<ε}∩Ω

|u(τ, y)|p+1dydτ

}
= ∞.

Замечание 7.1.3. Определение 7.1.2 несколько отличается от опре-
деления 6.1.6 из главы 6. Однако несложно проверить их эквивалент-
ность.

7.2. Энергетические функции решений и основная
система функциональных неравенств

Пусть u(t, x) – произвольное решение задачи (7.1.1), (7.1.5)–(7.1.7) из
определения 7.1.1 и Ω(s) – семейство подобластей, определенных в
(6.2.14). Для описания режимов с сингулярным обострением в уравнени-
ях высокого порядка (m > 1) требуется больше энергетических функций,
чем это было в случае m = 1. А именно, введем следующие функции:

h(t, s) =

∫

Ω(s)

|u(t, x)|q+1 dx, t < T, s > 1,

E(t, s) =

∫ t

0

∫

Ω(s)

|Dm
x u(τ, x)|p+1dxdτ,

J(t, s) =

∫ t

0

∫

Ω(s)

|u(τ, x)|p+1dxdτ.





(7.2.1)

Сначала установим глобальную энергетическую априорную оценку про-
извольного решения u(t, x) через функцию F (t), характеризующую гра-
ничный режим с обострением.

Лемма 7.2.1. Для произвольного энергетического решения u(t, x)
задачи (7.1.1), (7.1.5)–(7.1.10) справедливa следующая априорная оценка:

h(t, 1) + E(t, 1) =

∫

Ω=Ω(1)

|u(t, x)|q+1 dx +

∫ t

0

∫

Ω

|Dm
x u(τ, x)|p+1 dxdτ

6 C1

∫

Ω

|u0|q+1 dx + C2F (t) = C1h̄0 + C2F (t), ∀ t < T, (7.2.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о является непосредственным обобщением
доказательства леммы 6.2.1. ¤

Теперь, как и в главе 6, введем строго монотонно возрастающую
последовательность {tj}, j = 0, 1, 2, . . . , t0 > 0, tj → T при j → ∞,
и определим три семейства энергетических функций, соответствующих
трем функциям из (7.2.1):

Ej(s) =

∫ tj

tj−1

∫

Ω(s)

|Dm
x u(t, x)|p+1 dx dt ∀ s > 1, j = 0, 1, 2, . . . ; t−1 := 0;

Jj(s) =

∫ tj

tj−1

∫

Ω(s)

|u(t, x)|p+1 dx dt ∀ s > 1, j = 0, 1, 2, . . . , (7.2.3)

hj(s) = sup
t∈[tj−1,tj ]

∫

Ω(s)

|u(t, x)|q+1 dx, j = 0, 1, . . . .

Выведем теперь две системы функциональных неравенств относительно
этих семейств функций: первая из них связывает функции Ej(s), hj(s),
j = 1, 2, . . . , а вторая – Jj(s), hj(s). Каждая из этих систем имеет свою об-
ласть применимости при анализе свойств локализуемости сингулярных
граничных режимов. Вывод этих функциональных систем основывается
на следующих интегральных априорных оценках решений.

Лемма 7.2.2. ([117]) Пусть u(t, x) – произвольное энергетическое
решение задачи (7.1.1)–(7.1.6). Тогда для произвольных δ > 0, s > 1,
0 6 a < b < T и произвольного ε > 0 имеет место соотношение

∫

Ω(s+δ)

|u(b, x)|q+1 dx + k1

∫ b

a

∫

Ω(s+δ)

|Dm
x u(t, x)|p+1 dx dt 6

(1 + ε)

∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx + c(ε)δ−m(p+1)

∫ b

a

∫

Ω(s,δ)

|u(t, x)|p+1 dx dt,

Ω(s, δ) := Ω(s) \ Ω(s + δ), k1 = d0(q + 1)q−1, (7.2.4)

где постоянная c(ε) → ∞ при ε → 0, причем c(ε) не зависит ни от
решения u, ни от параметров s, δ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение Cm-гладкую
срезающую функцию η0(h):

η0(h) = 0 при h 6 0, η0(h) = 1 при h > 1, 0 6 η0(h) 6 1 ∀h ∈ R1,

удовлетворяющую также условию

ηq
0 ∈ Cm(R1), где q > 0 из (9.1.1). (7.2.5)
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Зафиксируем произвольно числа s > 1, δ > 0 и определим срезающую
функцию

η(x) = η0

( |x| − s

δ

)
∀x ∈ Ω : |∇i

xη| 6 cδ−i ∀ i 6 m. (7.2.6)

Зафиксируем теперь число s1: 1 < s1 < s и определим еще одну срезку:

η1(x) := η0

( |x| − s1

s− s1

)
∀ x ∈ Ω.

Очевидно, что supp η1 ∈ {|x| > s1}, а также η1(x) = 1 при |x| > s.
Следовательно,

η1(x)q+1η(x) = η(x) ∀ x ⊂ Ω.

Поэтому, с учетом (7.2.5) имеем
〈(|u|q−1

)
t
, ηu

〉
=

〈
ηq

1

(|u|q−1u
)

t
, η1ηu

〉
=

〈(|uη1|q−1uη1

)
t
, ηη1u

〉
. (7.2.7)

Так как v(t, x) := η1 ·u(t, x) ∈ Lp+1,loc
(
[0, T ); Wm

p+1(Ω, ∂0Ω)
)
, то в силу фор-

мулы интегрирования по частям, (см. [16, в Prop. 3.2]), для произвольных
чисел 0 6 a < b < T из (7.2.7) вытекает равенство

q + 1

q

∫ b

a

〈(|u|q−1
)

t
, ηu

〉
dt =

∫

Ω

|v(b, x)|q+1η dx−
∫

Ω

|v(a, x)|q+1η dx

=

∫

Ω

|u(b, x)|q+1η dx−
∫

Ω

|u(a, x)|q+1 dx. (7.2.8)

Поэтому, подставляя в интегральное тождество (7.1.11) в качестве проб-
ной функции u(t, x)η(x), с учетом (7.2.8), структурных условий (7.1.2),
(7.1.3) и неравенства (7.2.6):

q

q + 1

∫

Ω(s)

|u(b, x)|q+1η dx + d0

∫ b

a

∫

Ω(s)

|Dm
x u(t, x)|p+1η dx dt

6 q

q + 1

∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1η dx + c

( ∫ b

a

∫

Ω(s)

|Dm
x u|p+1 dx dt

) p
p+1

×
( m−1∑

i=0

δ−(m−i)(p+1)

∫ b

a

∫

Ω(s,δ)

|Di
xu|p+1 dx dt

) 1
p+1

. (7.2.9)



7.2. Энергетические функции решений 383

Оценим второе слагаемое справа при помощи п. 3) из предложения 9.1.2
(часть 3):

δ−(m−i)(p+1)

∫

Ω(s,δ)

|Di
xu(t, x)|p+1 dx 6 cδ−(m−i)(p+1)

[
δ−i(p+1)

∫

Ω(s,δ)

|u|p+1 dx

+

( ∫

Ω(s,δ)

|Dm
x u|p+1 dx

) i
m

( ∫

Ω(s,δ)

|u|p+1 dx

)m−i
m

]
= cδ−m(p+1)

×
∫

Ω(s,δ)

|u|p+1 dx+c

( ∫

Ω(s,δ)

|Dm
x u|p+1 dx

) i
m

(
δ−m(p+1)

∫

Ω(s,δ)

|u|p+1 dx

)m−i
m

.

Интегрируя это неравенство по t и подставляя в (7.2.9), а также исполь-
зуя неравенство Юнга с “ε”, получаем неравенство

∫

Ω(s)

|u(b, x)|q+1η dx + k1

∫ b

a

∫

Ω(s)

|Dm
x u(t, x)|p+1η dx dt

6
∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1η dx + ε

∫ b

a

∫

Ω(s,δ)

|Dm
x u|p+1 dx dt

+ c(ε)δ−m(p+1)

∫ b

a

∫

Ω(s,δ)

|u|p+1 dx dt, ∀ ε > 0. (7.2.10)

Будем рассматривать (7.2.10) как соотношение для следующих функций:

Ab(s) :=

∫

Ω(s)

|u(b, x)|q+1 dx, Aa(s) =

∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx,

B(s) =

∫ b

a

∫

Ω(s)

|u(t, x)|p+1 dx dt, H(s) = k1

∫ b

a

∫

Ω(s)

|Dm
x u(t, x)|p+1 dx dt.

В этих обозначениях неравенство (7.2.10) записывается в виде:

Ab(s+δ)+H(s+δ) 6 εH(s)+c(ε)δ−m(p+1)
(
B(s)−B(s+δ)

)
+Aa(s). (7.2.11)

Из соотношения (7.2.11) в силу леммы 9.3.1 следует необходимая оценка
(7.2.4). ¤

Лемма 7.2.3. ([43]) В условиях и обозначениях леммы 7.2.2 для
произвольного решения u задачи (7.1.1)–(7.1.7) справедливо также сле-
дующее соотношение:
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∫

Ω(s+δ)

|u(b, x)|q+1 dx + k1

∫ b

a

∫

Ω(s+δ)

|Dm
x u(t, x)|p+1 dx dt

6
∫

Ω(s)

|u(a, x)|q+1 dx + c3δ
−κ

( ∫ b

a

∫

Ω(s,δ)

|Dm
x u|p+1 dx dt

) p
p+1

×
( ∫ b

a

( ∫

Ω(s,δ)

|u|q+1 dx

) p+1
q+1

dt

) 1
p+1

+ c4

m−1∑
i=0

δ−(m−i)

( ∫ b

a

∫

Ω(s,δ)

|Dm
x u|p+1

) p+θi
p+1

×
( ∫ b

a

( ∫

Ω(s,δ)

|u|q+1 dx

) p+1
q+1

dt

) 1−θi
p+1

, (7.2.12)

где

κ = m +
n(p− q)

(p + 1)(q + 1)
, θi =

i(p + 1)(q + 1) + n(p− q)

m(p + 1)(q + 1) + n(p− q)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя интерполяционные неравенства
из предложения 9.1.2, оцениваем интегралы в правой части соотношения
(7.2.9) несколько иначе, чем это делалось в лемме 7.2.2, а именно,

∫

Ω(s,δ)

|Di
xu(t, x)|p+1 dx

6 c

( ∫

Ω(s,δ)

|Dm
x u|p+1 dx

)θi
( ∫

Ω(s,δ)

|u|q+1 dx

) (1−θi)(p+1)

q+1

+ cδ−
i(p+1)(q+1)+n(p−q)

q+1

( ∫

Ω(s,δ)

|u(x, t)|q+1 dx

) p+1
q+1

,

где θi из (7.2.12). Интегрируя последнее неравенство по t и подставляя
полученную оценку в (7.2.9), приходим после простых вычислений к со-
отношению (7.2.12). 2

Лемма 7.2.4. ([117]) Энергетические функции hj(s) и Jj(s), опреде-
ляемые в (7.2.3), удовлетворяют следующей системе функциональных
неравенств:

hj(s + δ) 6 Rj(s, δ) := (1 + ε)hj−1(s) + c(ε)
∆Jj(s)

δm(p+1)
∀ ε > 0, (7.2.13)



7.2. Энергетические функции решений 385

Jj(s + δ) 6 c∆1−θ0
j Rj(s, δ)

1+ν ∀ j ∈ N; ∀ s > 1, ∀ δ > 0, (7.2.14)
где

∆Jj(s) := Jj(s)− Jj(s + δ), ν =
(p− q)(1− θ0)

q + 1
, а θ0 из (7.2.12).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка (7.2.13) следует непосредственно из
неравенства (7.2.4) при a = tj−1 и b 6 tj. В силу того, что решение u(t, x)
удовлетворяет однородному граничному условию (7.1.7), предложение
9.1.2 (п. 2)) гарантирует справедливость следующего интерполяционного
неравенства:

∫

Ω(s+δ)

|u(t, x)|p+1 dx 6 c

( ∫

Ω(s+δ)

|Dm
x u(t, x)|p+1 dx

)θ0

×
( ∫

Ω(s+δ)

|u|q+1 dx

) (1−θ0)(p+1)
q+1

∀ s > 0, δ > 0. (7.2.15)

Интегрируя это неравенство по t, а затем используя оценку (7.2.4), по-
лучаем

Jj(s + δ) 6 c

( ∫ tj

tj−1

∫

Ω(s+δ)

|Dm
x u|p+1 dx dt

)θ0

∆1−θ0
j

×
[

sup
t∈(tj−1,tj ]

( ∫

Ω(s+δ)

|u(t, x)|q+1 dx

)] (p+1)(1−θ0)
q+1

6 c∆1−θ0
j Rj(s, δ)

θ0+
(p+1)(1−θ0)

q+1 = c∆1−θ0
j Rj(s, δ)

1+ν ,

что соответствует доказываемому неравенству (7.2.14). ¤
Лемма 7.2.5. Энергетические функции hj(s) и Ej(s), определен-

ные в (7.2.1), удовлетворяют следующей системе функциональных
неравенств:

hj(s + δ) 6 (1 + ε)hj−1(s) + c(ε)∆Ej(s)Γ(Pj(s, δ)) ∀ ε > 0, ∀ j ∈ N,
(7.2.16)

Ej(s + δ) ≤ c1hj−1(s) + c2∆Ej(s)Γ(Pj(s, δ)), ∀ s > 1 δ > 0, (7.2.17)
где

∆Ej(s) := Ej(s)− Ej(s + δ); Γ(h) := h
1

q(p+1) + h
1−θm−1

(p+1)(q+θm−1) ,
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Pj(s, δ) := Ej(s)
p−q∆q+1

j δ−κ(p+1)(q+1),

а κ, θm−1 из (7.2.12).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя неравенство Юнга с “ε”, из

соотношения (7.2.12) выводим

hj(s + δ) 6 hj−1(s) + c3δ
−κ(∆Ej(s))

p
p+1 hj(s)

1
q+1 ∆

1
p+1

j

+ c4

m−1∑
i=0

δ−(m−i)(∆Ej(s))
p+θi
p+1 hj(s)

1−θi
q+1 ∆

1−θi
p+1

j

6 hj−1(s) + εhj(s) + c(ε)
[
δ−κ(∆Ej(s))

p
p+1 ∆

1
p+1

j

] q+1
q

+ c(ε)
m−1∑
i=0

[
δ−(m−i)(∆Ej(s))

p+θi
p+1 ∆

1−θi
p+1

j

] q+1
q+θi ∀ ε > 0. (7.2.18)

Просто проверяются следующие соотношения:

p(q + 1)

(p + 1)q
= 1 +

p− q

q(p + 1)
,

κ(q + 1)

q
=

m(p + 1)(q + 1) + n(p− q)

q(p + 1)
,

(p + θi)(q + 1)

(p + 1)(q + θi)
= 1 +

(p− q)(1− θi)

(q + θi)(p + 1)
,

(m− i)(q + 1)

q + θi

= [m(p + 1)(q + 1) + n(p− q)]
1− θi

(p + 1)(q + θi)
.

Поэтому из последнего неравенства непосредственно вытекает, что

hj(s + δ) 6 hj−1(s) + εhj(s) + c(ε)∆Ej(s)Gj(s, δ), (7.2.19)

где

Gj(s, δ) := Pj(s, δ)
1

q(p+1) +
m−1∑
i=0

Pj(s, δ)
1−θi

(p+1)(q+θi) .

Из неравенства (7.2.19) в силу леммы 9.3.1 следует:

hj(s + δ) 6 (1 + ε)hj−1(s) + c(ε)∆Ej(s)Gj(s, δ).

Из этого неравенства в силу того, что 0 < θi 6 θm−1 ∀ i 6 m − 1,
вытекает справедливость оценки (7.2.16). Для доказательства (7.2.17)
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снова возвращаемся к (7.2.12). Из этой оценки при a = tj−1 и b = tj по
аналогии с (7.2.18) и (7.2.19) выводим также неравенство

Ej(s + δ) 6 k−1
1 hj−1(s) + εhj(s) + c(ε)∆Ej(s)Gj(s, δ).

Складывая последнее неравенство с (7.2.19), получаем:

hj(s + δ) + Ej(s + δ) 6 (1 + k−1
1 )hj−1(s) + εhj(s) + c(ε)∆Ej(s)Gj(s, δ).

Из этого неравенства в силу леммы 9.3.1 вытекает оценка (7.2.17) с c1 =
(1 + k−1

1 )(1 − ε)−1, c2 = c(ε), где ε > 0 произвольное, удовлетворяющее
неравенству: ε < ε0 := 2−

κ(q+1)
q . ¤

7.3. Локализованные сингулярные граничные режимы:
случай медленной диффузии p > q

В настоящем разделе приводится усовершенствованное доказатель-
ство следующего общего результата о достаточном условии эффективной
локализации сингулярных граничных режимов.

Теорема 7.3.1. (см. T.1 из [117], T.1.2 из [45]) Пусть граничная
функция f из условия (7.1.5) удовлетворяет условиям (7.1.8), (7.1.9), а
соответствующей функция F (t) из (7.1.10) удовлетворяет оценке

F (t) 6 ω(T − t)−α0 ∀ t < T, α0 =
q + 1

p− q
, ω = const > 0. (7.3.1)

Тогда существует постоянная c < ∞, зависящая только от известных
параметров n, p, q, d0, d1 задачи (7.1.1)–(7.1.9), (7.3.1), но не зависящая
от ω из (7.3.1), такая, что для множества интенсификаций Ωs(u) про-
извольного энергетического решения и рассматриваемой задачи с син-
гулярным обострением имеет место включение:

Ωs(u) ⊂ Ω ∩ {|x| 6 1 + c ω
p−q

m(p+1)(q+1)+n(p−q)}. (7.3.2)

В частности, если Ω ⊂ BR1 := {x : |x| < R1}, то рассматриваемый
граничный режим (7.3.1) эффективно локализован, если ω < ω0, где ω0

определяется равенством

1 + c ω
p−q

m(p+1)(q+1)+n(p−q)

0 = R1.

Д о к а з а т е л ь с т в о разобьем на несколько этапов. Предвари-
тельно проведем некоторую трансформацию функциональной системы
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(7.2.13), (7.2.14), выведенной в лемме 7.2.4. Зафиксируем произвольный
номер j ∈ N, затем введем j неотрицательных свободных параметров
δi, i 6 j. Учитывая монотонность функции Ji(s) и свободу в выборе
параметров s, δ в системе (7.2.13), (7.2.14), имеем следующие j пар нера-
венств:

Ji

(
s +

i∑

k=1

δk

)
6 c∆1−θ0

i

(
(1 + ε)hi−1

(
s +

i−1∑

k=1

δk

)

+ c(ε)
Ji(s)

δ
m(p+1)
i

)1+ν

, i = 1, 2, . . . , j,

hi

(
s +

i∑

k=1

δk

)
6 (1 + ε)hi−1

(
s +

i−1∑

k=1

δk

)

+ c(ε)
Ji(s)

δ
m(p+1)
i

, i = 1, 2, . . . , j.

(7.3.3)

Проведем теперь итеративное оценивание. В первом неравенстве (7.3.3)
при i = j оценим слагаемое hj−1(s+

∑j−1
k=1 δk) справа при помощи второго

неравенства (7.3.3) с i = j−1. Затем слагаемое hj−2(s+
∑j−2

k=1 δk) в правой
части получившегося неравенства оценим при помощи второго неравен-
ства в (7.3.3) с i = j − 2 и так далее. В результате j таких оцениваний
приходим к

Jj

(
s+

j∑

k=1

δk

)
6 c∆1−θ0

j

[
c(ε)

j∑
i=1

δ
−m(p+1)
i (1+ ε)j−iJi(s)+ (1+ ε)jh0(s)

]1+ν

.

(7.3.4)
Определяем еще одно семейство энергетических функций

Ii(s) := Ji(s)
1

1+ν , i = 1, , 2, . . . . (7.3.5)

Теперь в результате простых вычислений из соотношения (7.3.4) выво-
дим, что

Ij

(
s +

j∑

k=1

δk

)
6 c(ε)

j∑
i=1

∆
1−θ0
1+ν

i (1 + ε)j−iIi(s)
1+ν

δ
m(p+1)
i

(∆j

∆i

) 1−θ0
1+ν

+ c(1 + ε)j∆
1−θ0
1+ν

j h0(s) ∀ ε > 0, ∀ s > 1, ∀ δk > 0, j = 1, 2, . . . . (7.3.6)
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Основным применением функциональной системы (7.2.13), (7.2.14)
и ее следствия (7.3.6) в нашем анализе граничных сингулярностей явля-
ется доказательство следующего утверждения.

Лемма 7.3.1. Пусть для некоторого решения u(t, x) задачи (7.1.5)–
(7.1.10) существуют такие постоянные s0 > 1 и γ : q+1

p−q
> γ > 0, что

выполняется оценка

h(t, s0) + E(t, s0) =

∫

Ω(s0)

|u(t, x)|q+1 dx +

∫ t

0

∫

Ω(s0)

|Dm
x u|p+1 dx dt

6 CFγ(t) := C(T − t)−
q+1
p−q

+γ ∀ t ∈ (0, T ), C = const < ∞. (7.3.7)

Тогда существует невозрастающая непрерывная функция K(s) : K(s) <
∞ ∀ s > 0, такая что имеет место равномерная по t ∈ (0, T ) оценка

J(t, s) =

∫ t

0

∫

Ω(s)

|u(τ, x)|p+1dxdτ 6 K(s−s0) ∀ s > s0, ∀ t < T. (7.3.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала, исходя из оценки (7.3.7), по-
лучим оценку сверху для значений Jj(s0). Для этого проинтегрируем по
t интерполяционное неравенство (7.2.15) при s + δ = s0. В результате
получим

Jj(s0) 6 cEj(s0)
θ0hj(s0)

(1−θ0)(p+1)
q+1 ∆1−θ0

j , j = 0, 1, 2, . . . .

Оценивая сомножители справа при помощи оценки (7.3.7), приходим к

Jj(s0) 6 cC1+νFγ(tj)
1+ν∆1−θ0

j , j = 0, 1, 2, . . . . (7.3.9)

Отметим, что эта оценка справедлива при произвольном выборе последо-
вательности {ti}, а, следовательно, и {∆i}. Введем теперь положительное
число µ = µ(γ) (где γ из (7.3.7)), удовлетворяющее лишь следующему
ограничению:

1 < µ < 1, если
q + 1

(p− q)(1 + ν)
6 γ <

q + 1

p− q
, (7.3.10)

0 < µ < max
{

1, γν
( q + 1

(p− q)(1 + ν)
− γ

)−1}
, если 0 < γ <

q + 1

(p− q)(1 + ν)
.

Зафиксируем также положительное число g (точное значение этого чис-
ла будет приведено в формуле (7.3.29)) и выберем произвольную точку
s̄ > s0 в которой выполняется аналогичное (6.3.31) неравенство:

T 1−θ0J(T, s̄)ν+µ > g1+ν . (7.3.11)
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Понятно, что отсутствие таких точек изначально означало бы, что лем-
ма 7.3.1 уже доказана. Отметим теперь, что в силу монотонности функ-
ции J(T, s̄) по второму аргументу, неравенство (7.3.11) справедливо для
всех s̄ из некоторого интервала (s0, s

′), s′ > s0. Для каждого такого s̄
определим по аналогии с (6.3.32) непрерывную, положительную, строго
монотонно возрастающую функцию Φs̄ : [0, t∞] → [Φs̄(0), T ] равенством:

(Φs̄(t)− t)1−θ0(J(Φs̄(t, s̄)− J(t, s̄))ν+µ = g1+ν , (7.3.12)

где значение Φs̄(0), очевидно, определяется равенством:

Φs̄(0)1−θ0J(Φs̄(0), s̄)ν+µ = g1+ν , (7.3.13)

а для величины t∞ : Φs̄(t∞) := T , очевидно, выполняются соотношения:

a) t∞ < T, если lim
t→T

J(t, s̄) 6 c < ∞;

b) t∞ = T, если lim
t→T

J(t, s̄) = ∞.
(7.3.14)

Очевидно также, что

t < Φs̄(t) < T ∀ t ∈ [0, t∞), (7.3.15)

Определим теперь последовательность {ti} = {ti(s̄)} следующим, анало-
гичным (6.3.33), рекуррентным соотношением:

ti := Φ(ti−1), i = 1, 2 . . . t0 > 0. (7.3.16)

где t0 ∈ [0, Φs̄(0)) выбирается так, чтобы обеспечить выполнение равен-
ства

lim
i→∞

ti = T. (7.3.17)

В случае b) из (7.3.14) при произвольном t0 > 0 определяемая в (7.3.16)
последовательность является бесконечной строго возрастающей и удо-
влетворяющей (7.3.17). В случае же a) из (7.3.14), как это следует из
непрерывности и монотонности функции Φs̄(t), существует единствен-
ное значение t0 ∈ [0, Φs̄(0)) такое, что при некотором конечном номере i′

для определяемых (7.3.16) чисел выполняется соотношение:

ti′−1 = t∞ =⇒ ti′ = Φs̄(ti′−1) = T. (7.3.18)

Именно это значение t0 и берем в качестве начального значения в опре-
делении (7.3.16) в случае a), в случае же b) полагаем t0 = 0. Тем са-
мым однозначно формулой (7.3.16) определена последовательность {ti},
а, следовательно, и последовательность смещений {∆i} := {∆i(s̄)}. В
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терминах этой последней последовательности равенства (7.3.12), (7.3.16)
порождают следующее, важное для наших дальнейших построений, со-
отношение:

∆i(s̄)
1−θ0Ji(s̄)

ν+µ = g1+ν ∀ i > 1. (7.3.19)
Так как Ji(s̄) 6 Ji(s0) ∀ i ∈ N то из определения (7.3.12), (7.3.16) в силу
оценки (7.3.9) следует:

cν+µC(1+ν)(ν+µ)∆
(1−θ0)(1+ν+µ)
i Fγ(ti)

(1+ν)(ν+µ) > g1+ν ∀ i > 1, ∆i = ∆i(s̄),

или в силу определения Fγ(t):

∆i > C1g
1+ν

(1−θ0)(1+ν+µ) (T − ti)
B, (7.3.20)

где

C1 = c
− ν+µ

(1−θ0)(1+ν+µ) C
− (1+ν)(ν+µ)

(1−θ0)(1+ν+µ) , B =

(
q + 1

p− q
− γ

)
(1 + ν)(ν + µ)

(1− θ0)(1 + ν + µ)
.

Учитывая равенство

1− θ0 =
m(p + 1)(q + 1)

m(p + 1)(q + 1) + n(p− q)
,

просто проверяется, что

B = 1 +
µ(q + 1)− γ(1 + ν)(ν + µ)(p− q)

ν(q + 1)(1 + ν + µ)
.

Отсюда следует, что условия (7.3.10) достаточны для справедливости
неравенства

B = B(γ, µ) 6 1. (7.3.21)
Следовательно, из неравенства (7.3.20) при условии (7.3.10) вытекает
соотношение

∆i > C1g
1+ν

(1−θ0)(1+ν+µ) T−(1−B)(T − ti), i = 1, 2, . . . ,

а, следовательно, и

∆i+1 6 C2∆i, i = 1, 2, . . . , C2 = T 1−BC−1
1 g

− 1+ν
(1−θ0)(1+ν+µ) . (7.3.22)

Наше первое условие на выбор параметра g состоит в требовании выпол-
нения неравенства:

C2 < 1 ⇐⇒ g > (T 1−BC−1
1 )α, α =

(1− θ0)(1 + ν + µ)

1 + ν
(7.3.23)
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Относительно функций Ii(s) из (7.3.5) равенства (7.3.12), (7.3.16) запи-
сываются в виде:

Ii(s̄) = g
1

ν+µ ∆
− 1−θ0

(1+ν)(ν+µ)

i , i = 1, 2, . . . . (7.3.24)

Продолжая это неравенство с учетом (7.3.22), получаем

Ii(s̄) 6 g
1

ν+µ C
(1−θ0)(j−i)
(1+ν)(ν+µ)

2 ∆
− 1−θ0

(1+ν)(ν+µ)

j = C
(1−θ0)(j−i)
(1+ν)(ν+µ)

2 Ij(s̄) ∀ i 6 j. (7.3.25)

Теперь обращаемся к нашему основному функциональному соотноше-
нию (7.3.6). Зафиксируем постоянную b : 0 < b < 1 и определим смеще-
ния {δk} следующим образом:

δk := δbj−k, k = 1, 2, . . . , j, 0 < b < 1, δ > 0. (7.3.26)

Учитывая соотношение (7.3.19), а также (7.3.22)–(7.3.25), в результате
простых вычислений получаем

Ij

(
s̄ +

δ

1− b

)
6 gc(ε)

δm(p+1)

j∑
i=1

Ii(s̄)
1−µ

[
(1 + ε)C

1−θ0
1+ν

2

bm(p+1)

]j−i

+ c∆
1−θ0
1+ν

1 (1 + ε)jC
(j−1)(1−θ0)

1+ν

2 h0(s̄) 6 gc(ε)

δm(p+1)
Ij(s̄)

1−µ

j∑
i=1

(
(1 + ε)C

1−θ0
ν+µ

2

bm(p+1)

)j−i

+ c∆
1−θ0
1+ν

1 (1 + ε)((1 + ε)C
1−θ0
1+ν

2 )j−1h0(s̄). (7.3.27)

Проведем теперь окончательный выбор значений свободных параметров
g, b, ε и µ , потребовав выполнение равенства

(1 + ε)C
1−θ0
1+ν

2 b−m(p+1) 6 2−1. (7.3.28)

Подставляя сюда значение C2 из (7.3.22) и (7.3.20), получаем, что условие
(7.3.28) эквивалентно тому, что

g > (1+ε)1+ν+µ T
(1−B)(1−θ0)(1+µ+ν)

1+ν c
ν+µ
1+ν Cν+µ 21+ν+µ b−m(p+1)(1+ν+µ), (7.3.29)

где C из (7.3.7), c из (7.2.15), а B из (7.3.20).Очевидно, что при произ-
вольных ε > 0, 0 < b < 1, µ из (7.3.10) неравенства (7.3.23) и (7.3.29)
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определяют конечную оценку снизу для допустимого значения парамет-
ра g = g(ε, µ, b). При указанном выборе параметров ε, µ, b, g = g(ε, µ, b)
из неравенства (7.3.27) следует:

Ij

(
s̄ +

δ

1− b

)
6 2gc(ε)

δm(p+1)
Ij(s̄)

1−µ

+ c∆
1−θ0
1+ν

1 (1 + ε)
(bm(p+1)

2

)j−1

h0(s̄), j = 1, 2, . . . . (7.3.30)

Из (7.3.30) в силу (7.3.25) следует также, что

Ii

(
s̄ +

δ

1− b

)
6 2gc(ε)

δm(p+1)
C

(1−θ0)(1−µ)(j−i)
(1+ν)(ν+µ)

2 Ij(s̄)
1−µ

+ c∆
1−θ0
1+ν

1 (1 + ε)
(bm(p+1)

2

)i−1

h0(s̄) ∀ i 6 j. (7.3.31)

Возводя эти неравенства в степень 1 + ν и суммируя по i от 1 до j,
получаем

J

(
tj, s̄+

δ

1− b

)
−J

(
t0, s̄+

δ

1− b

)
6 B1δ

−m(p+1)(1+ν)Jj(s̄)
1−µ+B2h0(s̄)

1+ν

6 B1δ
−m(p+1)(1+ν)J(tj, s̄)

1−µ + B2h0(s̄)
1+ν ∀ j > 1, ∀ δ > 0,∀ s̄ > s0,

(7.3.32)

где

B1 = (1 + ν)(2gc(ε))1+ν ·
(

1− C
(1−θ0)(1−µ)

ν+µ

2

)−1

,

B2 = (1 + ν)c1+ν∆1−θ0
1 (1 + ε)1+ν(1− 2−1bm(p+1))−1.

В случае b) из (7.3.14), то есть при t0 = 0, имеем:

J

(
t0, s̄ +

δ

1− b

)
= 0 , h0(s̄) 6 h̄0 , где h̄0 из (7.1.5) .

Поэтому из соотношения (7.3.32) в силу лемм 9.3.2, 9.3.3 следует спра-
ведливость доказываемой оценки (7.3.8) с

K(s) = K1(s) := max
{

2B2h̄
1+ν
0 , B3s

−m(p+1)(1+ν)
µ

}
,

B3 := 2
m(p+1)(1+ν)

(1−µ)µ2 (2B1)
1
µ · (1− b)−

m(p+1)(1+ν)
µ .

(7.3.33)
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В случае a) из (7.3.14), то есть при t0 > 0, из неравенства (7.3.32) в силу
произвольности значений его аргументов легко следует:

J

(
tj, s̄ +

δ

1− b

)
= J

(
tj, s̄ +

δ

2(1− b)
+

δ

2(1− b)

)
6 B1

(
δ

2

)−m(p+1)(1+ν)

J

(
tj, s̄ +

δ

2(1− b)

)1−µ

+ J

(
t0, s̄ +

δ

(1− b)

)
+ B2h0

(
s̄ +

δ

2(1− b)

)1+ν

∀ δ > 0,∀ s̄ > s0,∀ j > 1 . (7.3.34)

Оценим второе и третье слагаемое справа. Из неравенства (7.2.4) при
b = t0, a = 0, выводим

h0

(
s̄ +

δ

2(1− b)

)
6 (1 + ε)h̄0 + c(ε)J(t0, s̄)

(
δ

2(1− b)

)−m(p+1)

. (7.3.35)

В силу монотонности J(t0, s) по s имеем

J

(
t0, s̄ +

δ

1− b

)
6 J(t0, s̄) . (7.3.36)

Осталось оценить сверху J(t0, s̄). В силу (7.3.16), (7.3.9) и и определения
(7.3.7) функции Fγ(t) имеем

J(t0, s̄) 6 J(Φs̄(0), s̄) 6 cC1+νΦs̄(0)1−θ0(T − Φs̄(0))−( q+1
p−q

−γ)(1+ν). (7.3.37)

С другой стороны, из определения (7.3.13) следует:

J(Φs̄(0), s̄) = g
1+ν
ν+µ Φs̄(0)−

1−θ0
ν+µ . (7.3.38)

Сравнивая (7.3.37) и (7.3.38), получаем

g
1+ν
ν+µ (T − Φs̄(0))( q+1

p−q
−γ)(1+ν) 6 cC1+νΦs̄(0)

(1−θ0)(ν+µ+1)
ν+µ .

Отсюда, очевидно, вытекает универсальная априорная оценка снизу для
Φs̄(0):

Φs̄(0) > Φ̄ = const > 0. (7.3.39)

Здесь постоянная Φ̄ зависит от известных параметров рассматриваемой
задачи, но не зависит ни от решения u, ни от точки s̄. Возвращаясь к
(7.3.38) и (7.3.37), получаем

J(t0, s̄) 6 B3 = g
1+ν
ν+µ Φ̄− 1−θ0

ν+µ . (7.3.40)
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Используя неравенства (7.3.35), (7.3.36) и (7.3.40) для оценивания слага-
емых в правой части (7.3.34), получаем

J

(
tj, s̄ +

δ

1− b

)
6 B1

(
δ

2

)−m(p+1)(1+ν)

[J(tj, s̄)
1−µ + B4] + B5

6 B1

(
δ

2

)−m(p+1)(1+ν)

(1− µ)−1[J(tj, s̄) + B
1

1−µ

4 ]1−µ + B5 , (7.3.41)

где
B4 = (1 + ν)B2B

−1
1 c(ε)1+νB1+ν

3 (1− b)−m(p+1)(1+ν) ,

B5 = B3 + (1 + ν)B2(1 + ε)1+ν h̄1+ν
0 .

Из неравенства (7.3.41) в силу леммы 9.3.3 вытекает оценкa (7.3.8) c

K(s) = K2(s) := max

{
2
(
B5 + B

1
1−µ

4

)
, B6s

−m(p+1)(1+ν)
µ

}
+ B

1
1−µ

4 ,

где B6 = 2
m(p+1)(1+ν)

µ2(1−µ)

(
2B1

1− µ

) 1
µ

(
2

1− b

)m(p+1)(1+ν)
µ

. (7.3.42)

¤
Замечание 7.3.1. Анализируя структуру функций K1(s) из (7.3.33)

и K2(s) из (7.3.42) легко выводим следующую универсальную оценку для
функций K(s) из (7.3.8):

K(s) 6 max
{

c1 + c2h̄
1+ν
0 , c3s

−m(p+1)(1+ν)
µ

}
∀ s > 0,

где h̄0 =

∫

Ω

uq+1
0 dx, а постоянные c1, c2, c3 зависят только от заданных па-

раметров задачи (7.1.1)–(7.1.10), (7.3.7), но зависят ни от самого решения
u, ни от начальной функции u0.

Лемма 7.3.1 является эффективным инструментом анализа асимп-
тотический свойств решения в случае появления зоны "пологой" син-
гулярности, то есть, в случае граничного режима (7.3.6). В зонах, где
такая пологость отсутствует, контроль за энергетическими функциями
исследуемого сингулярного решения осуществляется при помощи других
инструментов, к описанию которых мы сейчас приступаем. Итак, пусть
для некоторого s0 > 1 энергетические функции (7.2.1) решения u(t, x)
удовлетворяют оценке

h(t, s0) + E(t, s0) 6 F (t) ∀ t < T, (7.3.43)
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где непрерывная, положительная, неубывающая функция F (t), не удо-
влетворяет оценке (7.3.7), а именно

F (t)(T − t)
q+1
p−q > c > 0 ∀ t < T. (7.3.44)

Определим последовательность {tj} при помощи функции F (t) из
(7.3.44), а именно

F (tj) := r−1F (tj−1) ∀ j ∈ N, t0 = 0, ∆j = tj − tj−1, (7.3.45)

где 1 > r > 0 – свободный параметр, который будет определяться в даль-
нейшем. Определим также последовательность {δ̄i}, минимально моно-
тонно не убывающую мажоранту последовательности {δi}

δ̄i > δi := (F (ti)
p−q
q+1 ∆i)

1
κ(p+1) ,

i = 1, 2, . . . , κ = m +
n(p− q)

(p + 1)(q + 1)
(7.3.46)

Лемма 7.3.2.Пусть для некоторого решения u(t, x) задачи (7.1.5)–
(7.1.10) при некотором s0 > 1 выполнена оценка (7.3.43) с функцией
F (t), удовлетворяющей (7.3.44). Пусть hj(t, x), Ej(t, s) – энергетиче-
ские функции рассматриваемого решения u, построенные по последова-
тельности {tj}, определяемой в (7.3.45). Тогда для произвольного числа
b ∈ (0, 1) существует такое значение параметра r = r(b) ∈ (0, 1) в опре-
делении (7.3.45) смещений {∆i}, что справедливы следующие оценки:

Ej(s0 + c0δ̄j) 6 rjbF (tj) ∀ j ∈ N, ∀ t < T,

hj(s0 + c0δ̄j) 6 rjbF (tj) ∀ j ∈ N, ∀ t < T,
(7.3.47)

где c0 > 0 не зависит от j.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия (7.3.43) имеем

hj(s0) + Ej(s0) 6 F (tj) ∀ j > 1.

В силу этого неравенства для функций Pj(s, δ) из (7.2.16), (7.2.17) спра-
ведливы следующие оценки:

Pj(s0, δ) 6 δ−κ(p+1)(q+1)F (tj)
p−q∆q+1

j ∀ j > 1, ∀ δ > 0. (7.3.48)

Определим теперь первую серию смещений {δ(1)
j } формулой

δ
(1)
j = ξ−

1
κ(p+1)(q+1) δ̄j ∀ j > 1, из (7.3.46) (7.3.49)
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где ξ > 0 – малый параметр, значение которого будет зафиксировано в
дальнейшем. В силу (7.3.48) имеем

Pj(s0, δ
(1)
j ) 6 ξ ∀ j > 1. (7.3.50)

Следовательно, для функции Γ(Pj(s, δ)) справедлива оценка

Γ(Pj(s0, δ
(1)
j )) 6 ζ(ξ) := ξ

1
q(p+1) + ξ

1−θm−1
(p+1)(q+θm−1) . (7.3.51)

В силу (7.3.51) из неравенства (7.2.17) следует

Ej(s0 +δ
(1)
j ) 6 c1F (tj−1)+c2ζF (tj) 6 (c1r+c2ζ)F (tj) ∀ j > 1. (7.3.52)

Аналогично из неравенства (7.2.16) следует, что

hj(s0 + δ
(1)
j ) 6 (1 + ε)F (tj−1) + c(ε)ζF (tj)

6 ((1 + ε)r + c(ε)ζ)F (tj) ∀ j > 1. (7.3.53)

Теперь будем выбирать значения свободных параметров. Сначала зафик-
сируем произвольно b : 0 < b < 1. Затем выберем r = r(b) и ε = ε(b) > 0
так, чтобы было выполнено

r1−b < max{(1 + ε), c−1
1 } ⇐⇒ (1 + ε)r < rb, c1r < rb. (7.3.54)

Теперь зафиксируем достаточно малое ξ = ξ(b) > 0 так, чтобы были
выполнены неравенства

c1r + c2ζ(ξ) 6 rb, (1 + ε)r + c(ε)ζ(ξ) 6 rb, (7.3.55)

где постоянные c1, c2 и c(ε) из (7.2.16) и (7.2.17). При таком выборе сво-
бодных параметров из (7.3.52) и (7.3.53) следуют неравенства

Ej(s0 + δ
(1)
j ) 6 rbF (tj), hj(s0 + δ

(1)
j ) 6 rbF (tj) ∀ j ∈ N. (7.3.56)

Теперь, если j > 2, то можно провести следующий цикл аналогичный
вычислений. А именно, введем вторую серию смещений {δ(2)

j }:

δ
(2)
j := r

b(p−q)
κ(p+1)(q+1) δ

(1)
j ∀ j > 1, (7.3.57)

где δ
(1)
j из (7.3.49). В силу (7.3.56) для функций Pj(s, δ) из (7.2.16) спра-

ведлива оценка

Pj(s0 + δ
(1)
j , δ

(2)
j ) 6 ξ =⇒ Γ(Pj(s0 + δ

(1)
j , δ

(2)
j )) 6 ζ = ζ(ξ). (7.3.58)
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В результате из оценки (7.2.17) при s = s0 + δ
(1)
j , δ = δ

(2)
j следует

Ej(s0 + δ
(1)
j + δ

(2)
j ) 6 c1hj−1(s0 + δ

(1)
j ) + c2ζEj(s0 + δ

(1)
j )

6 (в силу монотонности последовательности δ̄i и (7.3.56))

6 c1r
bF (tj−1) + c2ζrbF (tj) 6 (7.3.45)

6 (c1r + c2ζ)rbF (tj) 6 (7.3.59) 6 r2bF (tj), ∀ j > 2. (7.3.59)

Аналогично, с учетом (7.3.55) выводим из (7.2.16):

hj(s0 + δ
(1)
j + δ

(2)
j ) 6 r2bF (tj) ∀ j > 2. (7.3.60)

Тем самым закончен второй цикл оценок. Далее, если j > 3, то мож-
но привести третий цикл итеративного оценивания. Для этого третьего
цикла естественно вводим третью серию смещений

δ
(3)
j := r

b(p−q)
κ(p+1)(q+1) δ

(2)
j .

В результате j таких циклов получаем

max{hj

(
s0 +

j∑
i=1

δ
(i)
j

)
, Ej

(
s0 +

j∑
i=1

δ
(i)
j

)
} 6 rjbF (tj) ∀ j ∈ N.

Из этого неравенства вытекают доказываемые оценки (7.3.47) с

c0 = ξ−
1

κ(p+1)(q+1) (1− r
b(p−q)

κ(p+1)(q+1) )−1. (7.3.61)

¤
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 7.3.1. В силу леммы 7.2.1 имеем

следующую стартовую оценку для энергетических функций, связанных
с рассматриваемым решением u:

h(t, 1) + E(t, 1) 6 C1h̄0 + C2ω(T − t)−
q+1
p−q

= ω(T − t)−
q+1
p−q (C2 + C1h̄0ω

−1(T − t)
q+1
p−q ) ∀ t ∈ [0, T ).

(7.3.62)

Для произвольного ω > 0, обозначим число tω : 0 < tω < T такое, что

ω−1(T − t)
q+1
p−q 6 1 ∀ t ∈ [tω, T ) ⇐⇒ tω = T − ω

p−q
q+1 . (7.3.63)
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Будем рассматривать теперь решение u(t, x) исследуемой смешанной за-
дачи как решение только в области (tω, T )× Ω. Вводя соответствующие
этой области энергетические функции решения, а затем проводя заме-
ну временной координаты и осуществляя соответствующие преобразова-
ния, приходим к решению задачи структуры (7.1.1)–(7.1.10), удовлетво-
ряющему в силу (7.3.62), (7.3.63) глобальной стартовой энергетической
оценке:

h(t, 1) + E(t, 1) 6 CF0(t) := Cω(T − t)−
q+1
p−q

∀ t ∈ [0, T ), C = C2 + h̄0C1. (7.3.64)

Проверим применимость леммы 7.3.2 с s0 = 1, F (t) = CF0(t). Зафикси-
руем r : 0 < r < 1 и определим последовательность {ti} равенством

∆i := ti − ti−1 = ∆1r
(i−1)(p−q)

q+1 ∀ i > 1, ∆1 = T (1− r
p−q
q+1 ). (7.3.65)

Очевидно, что

T − tj =
∞∑

i=j+1

∆i =
∞∑

i=j+1

∆1r
(i−1)(p−q)

q+1 = ∆1r
j(p−q)

q+1

(
1− r

p−q
q+1

)−1

= Tr
j(p−q)

q+1 =⇒ F0(tj) = ωT− q+1
p−q r−j. (7.3.66)

Следовательно, F0(tj) = r−1F0(tj−1) ∀ j > 1, что соответствует опреде-
лению (7.3.45) из леммы 7.3.2. В соответствии с определением (7.3.46)
последовательность смещений δ̄i можем определить следующим образом:

δ̄i :=
(
C

p−q
q+1 F0(ti)

p−q
q+1 ∆i

) 1
κ(p+1)

= δ̄ = δ̄(ω)

=
(
ω

p−q
q+1 r−

p−q
q+1

(
1− r

p−q
q+1

)
C

p−q
q+1

) 1
κ(p+1) ∀ i ∈ N. (7.3.67)

Из (7.3.65)–(7.3.67) следует, что выполнены все предположения лем-
мы 7.3.2, а значит, справедливы следующие оценки для энергетических
функций:

Ej(1 + c0δ̄(ω)) 6 CrjbF0(tj) = CωT− b(q+1)
p−q (T − tj)

− (q+1)(1−b)
p−q ,

hj(1 + c0δ̄(ω)) 6 CrjbF0(tj) = CωT− b(q+1)
p−q (T − tj)

− (q+1)(1−b)
p−q ∀ j ∈ N,

(7.3.68)
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где δ̄(ω) из (7.3.67), а c0 из (7.3.61). Суммируя неравенства из (7.3.68), с
учетом (7.3.66)

E(ti, 1 + c0δ̄) 6 CωT− b(q+1)
p−q

i∑
j=1

(T − tj)
− (q+1)(1−b)

p−q

= CωT− q+1
p−q

i∑
j=1

r−j(1−b) 6 CωT− q+1
p−q r−i(1−b)(1− r1−b)−1

= CωbT− b(q+1)
p−q (1− r1−b)−1F0(ti)

1−b ∀ i ∈ N. (7.3.69)

Отсюда в силу (7.3.66) следует, что

E(t, 1 + c0δ̄) 6 Cωbc̄1F0(t)
1−b ∀ t < T, (7.3.70)

где
c̄1 = T− b(q+1)

p−q (1− r1−b)−1r−(1−b).

Также из (7.3.68) очевидным образом следует оценка для h(t, 1+c0δ̄(ω)):

h(t, 1 + c0δ̄) 6 Cωbc̄2F0(t)
1−b ∀ t < T, c̄2 = T− b(q+1)

p−q r−(1−b). (7.3.71)

Из неравенств (7.3.70) и (7.3.71) следует, что выполнено условие (7.3.7)
леммы 7.3.1 c s0 = 1 + c0δ̄ и γ = b (q+1)

p−q
. Значит, в силу этой леммы

J(t, 1 + c0δ̄ + s) < K(s) < ∞ ∀ s > 0 , ∀ t < T, (7.3.72)

где K(s) из (7.3.33). В обозначениях энергетических функций (7.2.1)
неравенство (7.2.4) при b = t, a = 0, s = 1 + c0δ̄(ω) + τ

2
и δ = τ

2
, за-

писывается в виде

h(t, 1 + c0δ̄(ω) + τ) + k1E(t, 1 + c0δ̄(ω) + τ) 6 (1 + ε)h
(
0, 1 + c0δ̄ +

τ

2

)

+ c(ε)
(τ

2

)−m(p+1)

J
(
t, 1 + c0δ̄ +

τ

2

)
∀ τ > 0.

Отсюда, используя полученную оценку (7.3.72), получаем:

h(t, 1 + c0δ̄ + τ) + k1E(t, 1 + c0δ̄ + τ) 6 (1 + ε)h
(
0, 1 + c0δ̄ +

τ

2

)

+ c(ε)
(τ

2

)−m(p+1)

K
(τ

2

)
∀ τ > 0 , ∀ ε > 0 . (7.3.73)
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Из этого неравенства, учитывая зависимость δ̄ = δ̄(ω) (7.3.67), выводим
справедливость доказываемого утверждения теоремы 7.3.1. ¤

7.3.1. О точности утверждения теоремы 7.3.1. Рассмотрим гра-
ничные режимы с обострением для следующего одномерного параболи-
ческого уравнения порядка 2m, m > 1:

ut + ∆m,p(u) = 0 (t, x) ∈ (0, T )× R1
+, p > 1, (7.3.74)

∆m,p(u) := (−1)mDm
x (|Dm

x u|p−1Dm
x u).

Уравнение (7.3.74), как не сложно проверить, инвариантно относительно
следующей группы преобразований:

u → λ−lu, x → x/λβ, t → t/λ ∀λ > 0,

где l – произвольное действительное число, а

β = (1− l(p− 1))(m(p + 1))−1. (7.3.75)

В силу этой инвариантности уравнение (7.3.74) допускает автомодельное
решение структуры:

u(t, x) = (T − t)−lv(y), y =
x

(T − t)β
, (7.3.76)

где v(y) – это решение следующего обыкновенного дифференциального
уравнения (ОДУ) порядка 2m:

Bm,p(v) := ∆m,p(v) + βyv(y) + lv(y) = 0 ∀ y > 0, v(∞) = 0. (7.3.77)

Рассмотрим следующую задачу Дирихле для уравнения (7.3.77):

Di
yv(0) = ai = const ∈ R1, Di

yv(∞) = 0, i = 0, 1, 2 . . . , m. (7.3.78)

Теорема 7.3.2. (см. T.2.1 в [45]). В предположении

β − 2l < 0 (7.3.79)

задача (7.3.77), (7.3.78) имеет единственное решение v ∈ Wm
p+1(R1

+) ∩
L2(R1

+).

Теорема 7.3.3. При дополнительном предположении β 6 0 ре-
шение v из теоремы 7.3.2 имеет компактный носитель для любого
{ai} ∈ Rm, причем существует постоянная K̄ = K̄(a1, . . . , am, p, m) та-
кая, что

sup{y ∈ supp v} 6 K̄ ∀{ai} ∈ Rm. (7.3.80)
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Доказательства этих теорем приведем позже, а сначала проведем неко-
торые их следствия. Решение u(t, x) из (7.3.76) удовлетворяет, как не
сложно проверить, следующим условиям Дирихле:

Di
xu(t, 0) = ai(T − t)−γi i = 0, 1, . . . ,m− 1, (7.3.81)

где γi = l + iβ. Отметим также, что наряду с решением v(y) задачи
(7.3.77), (7.3.78) решением уравнения (7.3.77) является также

vω(y) := ω
m(p+1)

p−1 v
( y

ω

)
∀ y > 0 (7.3.82)

при любом значении параметра ω > 0. Следовательно, функция

uω(t, x) := (T − t)−lvω(y), y =
x

(T − t)β
, (7.3.83)

при любом β 6 0 является решением уравнения (7.3.74) с компактным
носителем по x при всех t ∈ (0, T ), удовлетворяющим граничным усло-
виям:

Di
xuω(t, 0) = fi(t) := aiω

m(p+1)
p−1

−i(T − t)−γi , i = 0, 1, . . . , m− 1. (7.3.84)

Ограничимся теперь случаем β = 0 ⇐⇒ l = (p − 1)−1, который, как это
будет следовать из теоремы 7.3.1 и из вида автомодельного решения и
из (7.3.76), соответствует предельному локализованному S-режиму. При
этом граничное условие (7.3.84) принимает вид

Di
xuω(t, 0) = fi(t) = aiω

m(p+1)
p−1

−i(T−t)−
1

p−1 , i = 0, 1, . . . , m−1. (7.3.85)

Соответственно, в качестве продолжения f̄(t, x) такого, что Di
xf̄(t, 0) =

fi(t), можем положить:

f̄(t, x) := uω(t, x) = ω
m(p+1)

p−1 (T − t)−
1

p−1 v
(x

ω

)
∀x > 0.

По этой функции определим F̄ (t) формулой (7.1.10) (при q = 1, n =
1). При этом после простых вычислений, использующих тот факт, что
supp f̄(t, ·) ⊂ [0, K̄ω] (где K̄ из (7.3.80), получаем оценку:

F̄ (t) 6 K̄1ω
2m(p+1)+(p−1)

p−1 (T − t)−
2

p−1 ∀ t < T, (7.3.86)

где K̄1 – постоянная, зависящая лишь от известных параметров задачи,
но не зависящая от ω. В силу оценки (7.3.86) теорема 7.3.1 гарантирует,
что для множества интенсификаций Ωs(u) произвольного решения u(t, x)
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уравнения (7.3.74), удовлетворяющего граничным условиям (7.3.85) и на-
чальному условию (7.1.5) с произвольной функцией u0 ∈ L2(R1

+), спра-
ведлива оценка:

Ωs(u) ⊂ [0, cω]. (7.3.87)

В силу (7.3.80)–(7.3.82) Ωs(uω) = [0, K̄ω], что доказывает точность оценки
(7.3.87), а значит, и (7.3.2) относительно параметра ω > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 7.3.2. Стандартные теоремы
о разрешимости операторных уравнений с монотонными коэрцитивны-
ми операторами не применимы к уравнению (7.3.77), так как оператор
v → Bm,p(v) имеет неограниченный в области Ω = R+

1 коэффициент при
v′. Поэтому будем строить решение v как предел при j → ∞ решений
{vj(y)} уравнения (7.3.77) на ограниченном интервале (0, j) с граничны-
ми условиями:

Divj(0) = ai, Divj(j) = 0, i = 0, 1, . . . ,m− 1; j = 1, 2. (7.3.88)

Введем в рассмотрение функцию g ∈ Wm
p+1(R

1
+) c supp g ⊂ [0, 1), удовле-

творяющую граничным условиям (7.3.88). Определим теперь оператор
B

(j)
m,p,g : Wm

p+1(Ωj, ∂Ωj) → (Wm
p+1(Ωj, ∂Ωj))

∗ равенством:

B(j)
m,p,g(W ) := Bm,p(g + w) ∀w ∈ Wm

p+1(Ωj, ∂Ωj),

где Ωj = (0, j). Для произвольных w1 = v1−g, w2 = v2−g из Wm
p+1(Ωj, ∂Ωj)

получаем, интегрируя по частям:

〈B(j)
m,p,g(w1)−B(j)

m,p,g(w2), w1 − w2〉 = 〈∆m,p(v1)−∆m,p(v2), v1 − v2〉

+

(
l − β

2

) ∫

Ωj

|v1 − v2|2 dx > c0

∫

Ωj

|Dm(v1 − v2)|p+1 dx

+

(
l − β

2

) ∫

Ωj

|v1 − v2|2 dx, c0 > 0. (7.3.89)

Отсюда в силу (7.3.79) следует сильная монотонность оператора B
(j)
m,p,g.

Кроме того имеем для произвольного w = v − g ∈ Wm
p+1(Ωj, ∂Ωj):

〈B(j)
m,p,g(w), w〉 =

∫

Ωj

[
|Dmv|p+1 − |Dmv|pDmv ·Dmg +

(
l − β

2

)
w2

+ (βyg′ + lg)w
]
dy.
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Отсюда, применяя неравенство Гельдера и Юнга с "ε выводим:

〈B(j)
m,p,g(w), w〉 > (1− ε)

∫

Ωj

|Dmv|p+1 dy − c1(ε)

∫

Ω1

|Dmg|p+1 dy

+
(
l− β

2
− δ

) ∫

Ωj

w2 dx− c1(δ)

∫

Ω1

(β2|g′|2 + l2g2) dy ∀ ε > 0, ∀ δ > 0.

Учитывая, что
∫
Ωj
|Dmv|p+1 dy >

∫
Ωj
|Dm

x w|p+1 dy − ∫
Ω1

gp+1 dy, выводим
из последнего неравенства:

〈B(j)
m,p,g(w), w〉 > 2−1

∫

Ωj

|Dmw|p+1 dy + 2−1
(
l − β

2

) ∫

Ωj

w2 dy − L, (7.3.90)

где L – постоянная, зависящая только от l, β и ‖g‖wm
p+1(Ω1), но не завися-

щая ни от w, ни от j. Из (7.3.88) в силу неравенства Пуанкаре следует,
в частности, коэрцитивность оператора B

(j)
m,p,g:

〈B(j)
m,p,g(w), w〉 > bj‖w‖p+1

wm
p+1(Ωj)

− L, bj > 0. (7.3.91)

В силу (7.3.89) и (7.3.91) стандартная теорема уравнений с монотонны-
ми операторами (см. [89], гл. 2) гарантирует существование и единствен-
ность решения vj задачи (7.3.77), (7.3.88), для которого в силу (7.3.90)
выполняется следующая равномерная по j ∈ N априорная оценка:

∫

Ωj

|v(m)
j |p+1 dy +

(
l − β

2

) ∫

Ωj

v2
j dy 6 2L, f (m) := Dmf. (7.3.92)

Теперь для доказательства теоремы 7.3.2 достаточно показать, что
для любого j0 ∈ N последовательность {vj} является последовательно-
стью Коши в пространстве Wm

p+1(Ωj0), то есть, что

‖vj − vk‖wm
p+1(Ωj0

) → 0 при j →∞, k →∞. (7.3.93)

Для этого зафиксируем постоянные τ > j0, δ > 0, τ + δ < min(j, k) и вве-
дем монотонно невозрастающую срезающую функцию ξ(y) > 0 такую,
что ξ(y) = 1 при y < τ , ξ(y) = 0 при y > τ + δ и |Di

yξ| := |ξ(i)| 6 c0δ
−i

при всех y ∈ [τ, τ + δ] ∀ i 6 m− 1. Очевидно, что функция (vj − vk) при-
надлежит обоим пространствам Wm

p+1(Ωj, ∂Ωj) и Wm
p+1(Ωk, ∂Ωk). Поэтому,

используя ее в качестве пробной функции в интегральных тождествах,
определяющих решения vj, vk, и затем вычитая полученные равенства,
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получаем после интегрирования по частям:

∫

R+
1

[
(|v(m)

j |p−1v
(m)
j − |v(m)

k |p−1v
(m)
k )(v

(m)
j − v

(m)
k ) +

(
l − β

2

)
(vj − vk)

2

]
ξdy

=

∫ τ+δ

τ

(|v(m)
j |p−1v

(m)
j − |v(m)

k |p−1v
(m)
k )

m∑
i=1

bi,mξ(i)(v
(m−i)
j − v

(m−i)
k ) dy

+

∫ τ+δ

τ

yξ′(y)(vj − vk)
2 dy := R1 + R2, (7.3.94)

где bi,m – соответствующие биномиальные коэффициенты. Будем обозна-
чать через C различные постоянные, зависящие от m, p, l и постоянной
L из оценки (7.3.92), но не зависящие от j, k, τ , δ. Применяя теорему о
среднем к функции f(s) = |s|p−1s, а также неравенства Гельдера, Юнга
и оценку (7.3.92), получим:

R1 6 C

∫ τ+δ

τ

|v(m)
j − v

(m)
k |p+1 dy

+ C

m∑
i=1

(
δ−i(p+1)

∫ τ+δ

τ

|v(m−i)
j − v

(m−i)
k |p+1 dx

) 1
p

. (7.3.95)

Используя интерполяционое неравенство Гальярдо-Ниренберга [41], [101]
(см. также предложение 9.1.2) и неравенствоЮнга, оцениваем слагаемые
в правой части (7.3.95):

(
δ−i(p+1)

∫ τ+δ

τ

|Dm−i(vj − vk)|p+1 dy

) 1
p

6 Cδ−ν

(∫ τ+δ

τ

|vj − vk|2 dy

) p+1
2p

+ Cδ−µi

(∫ τ+δ

τ

|vj − vk|2 dy

)ρi

+ C

∫ τ+δ

τ

|Dm(vj − vk)|p+1 dy,

где ν =
2(p + 1)m− 1

p
> 0, µi = i(p + 1)(p− θi)

−1 > 0,

ρi = 2−1(1− θi)(p + 1)(p− θi)
−1 > 0, θi =

2(p + 1)(m− i) + p− 1

2(p + 1)m + p− 1
(7.3.96)

Подставляя оценку (7.3.96) в (7.3.95), а затем используя (7.3.95) для
оценки правой части в равенстве (7.3.94), получаем после простых вы-
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числений, с учетом строгой монотонности функции f(s) = |s|p−1s:

I(τ) := I(j,k)(τ) := I
(j,k)
1 (τ) +

(
l +

β

2

)
I

(j,k)
2 (τ) := I1(τ) +

(
l − β

2

)
I2(τ)

:=

∫ τ

0

|Dm(vj−vk)|p+1 dy +

(
l − β

2

) ∫ τ

0

|vj−vk|2 dy 6 C(I1(τ + δ)− I1(τ))

+ C(τ + δ)δ−1(I2(τ + δ)− I2(τ)) + C

m∑
i=1

δ−µi(I2(τ + δ)− I2(τ))ρi

+ Cδ−ν(I2(τ + δ)− I2(τ))
p+1
2p . (7.3.97)

Полагая в этом неравенстве δ = τ и используя равномерную оценку
(7.3.92), выводим следующее соотношение:

I(τ) 6 C(I(2τ)− I(τ)) + Cτ−γ ∀ τ ∈
(

0,
min{j, k}

2

)
, (7.3.98)

где γ = min
16i6m

{ν, µi} > 0. Окончательно, из (7.3.98) вытекает неравен-
ство:

I(τ) 6 λI(2τ) + λτ−γ ∀ τ <
min{j, k}

2
, λ =

C

1 + C
< 1.

Итерируя это неравенство i раз, приходим к:

I(τ) 6 λiI(2iτ) + C1τ
−γ ∀ τ 6 min{j, k}

2
, C1 =

2γ

2γ − λ
. (7.3.99)

Пусть теперь τ = j0, где j0 из (7.3.93). Зафиксируем сколь угодно малое
ε > 0. Теперь зафиксируем τ̄ > j0 такое, что

C1τ̄
−γ 6 2−1ε =⇒ τ̄ = τ̄(j0, ε).

Теперь зафиксируем i = i0 такое, что

2λi0L 6 2−1ε+ =⇒ i0 = i0(ε, L),

где L из априорной оценки (7.3.92). Тогда из (7.3.99) вытекает оценка:

I(τ̄) := I(j,k)(τ̄) 6 ε ∀ j > j̄ := τ̄2i0 , ∀ k > j̄, (7.3.100)

из которой в силу интерполяционного неравенства Гальярдо-Ниренберга
и вытекает необходимая сходимость (7.3.93). ¤
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 7.3.3. Введем срезающую функцию
η(y) = 1− ξ(y), где ξ(y) из теоремы 7.3.2. Очевидно, что

supp η ⊂ {y > τ}, suppDiη ⊂ {τ 6 y 6 τ + δ} i = 1, . . . , m− 1.

Так как ηvj ∈ Wm
p+1(Ωj, ∂Ωj) ∀ j ∈ N, то подставляя в интегральное

тождество, определяющее решение vj, пробную функцию ηvj, получим

∫

τ

(
Dmvj|p+1 +

(
l − β

2

)
v2

j

)
η dy − β

2

∫ τ+δ

τ

yη′(y)v2
j dy

=

∫ τ+δ

τ

|Dmvj|p−1Dmvj

m∑
i=1

bi,mη(i)(y)Dm−ivj dy := R (7.3.101)

В силу неравенства Гельдера имеем:

R 6 C

(∫ τ+δ

τ

|Dmvj|p+1 dy

) p
p+1 m∑

i=1

δ−i

(∫ τ+δ

τ

|Dm−ivj|p+1 dy

) 1
p+1

.

(7.3.102)
Применение интерполяционного неравенства Гальярдо-Ниренберга при-
водит к:

(∫ τ+δ

τ

|Dm−jvj|p+1 dy

) 1
p+1

6C

(∫ τ+δ

τ

|Dmvj|p+1 dy

) θi
p+1

(∫ τ+δ

τ

v2
j dy

) (1−θi)

2

+ Cδ−(m−j)− p−1
2(p+1)

(∫ τ+δ

τ

v2
j dy

) 1
2

, где θi из (7.3.96). (7.3.103)

Введем теперь энергетическую функцию, связанную с решением vj:

E(τ) := E(j)(τ) :=

∫

y>τ

(
|Dmvj|p+1 +

(
l − β

2

)
v2

j

)
dy ∀ τ ∈ (0, j).

Подставляем теперь оценку (7.3.103) в (7.3.102), получим, применяя нера-
венство Юнга:

R 6 C(E(τ)− E(τ + δ))1+γδ−(m+ p−1
2(p+1)

)

+ C

m∑
i=1

δ−i(E(τ)− E(τ + δ))1+γi , (7.3.104)
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где

γ =
p− 1

2(p + 1)
, γi =

(1− θi)(p− 1)

2(p + 1)
=

i(p− 1)

2(p + 1)m + p− 1
.

Учитывая, что η′(y) > 0, β 6 0, выводим теперь из (7.3.101) с использо-
ванием оценки (7.3.104)

E(τ) 6 C(E(τ)− E(τ + δ))1+γδ−(m+ p−1
2(p+1)

)

+ C

m∑
i=1

δ−j(E(τ)− E(τ + δ))1+γi

∀ τ : 0 < τ < j, ∀ δ > 0 : τ + δ < j. (7.3.105)

В силу (7.3.92) имеем следующую равномерную по j оценку:

E(0) := E(j)(0) < 2L ∀ j ∈ N.

Поэтому из соотношения (7.3.105) в силу леммы 9.3.2, п. 3) вытекает
равномерная по j ограниченность suppE(j)(·), что и доказывает теорему
7.3.3. ¤

7.4. Локализованные граничные режимы:
случай p = q

В настоящем разделе мы приводим модифицированное доказатель-
ство следующего общего утверждения.

Теорема 7.4.1. (см. T. 1.3 из [43], T. 1.2 из [44]) Пусть в граничной
задаче (7.1.1)–(7.1.7) p = q, граничная функция f удовлетворяет услови-
ям (7.1.8)–(7.1.9) с p = q, а построенная по ней в (7.1.10) функция F (t)
удовлетворяет следующей оценке:

F (t) 6 exp(w(T − t)−
1

m(p+1)−1 ) := F0(t) ∀ t < T, (7.4.1)

где w = const > 0. Тогда существует постоянная K, зависящая только
от исходных параметров рассматриваемой задачи и не зависящая, в
частности от w из (7.4.1) такая что для произвольного решения и
рассматриваемой задачи имеет место:

Ωs(u) ⊂
{

x ∈ Ω̄ : |x| < 1 + Kw
m(p+1)−1

m(p+1)

}
. (7.4.2)
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В п. 7.4.1 мы приведем аргументы, демонстрирующие определенную
точность предельного локализованного граничного режима, определяе-
мого теоремой 7.4.1, но сначала проведем доказательство этой теоремы,
которое, как и в случае p > q, состоит из последовательного анализа
процесса локализации сингулярности в зонах "пологого" и "неполого-
го" нарастания энергии решения в окрестности времени обострения.

Лемма 7.4.1. Пусть для некоторого решения u(t, x) из определения
7.1.1 существует s0 > 1 такое, что выполняется оценка

h(t, s0) + E(t, s0) 6 C(T − t)−A ∀ t < T, 1 < A = const < ∞. (7.4.3)

Тогда множество сингулярности Ωs(u) ⊂ {x : |x| 6 s0}, и существует
невозрастающая непрерывная функция K(s) < ∞ ∀ s > 0 такая, что
выполняется оценка (7.3.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о проводим по схеме доказательства леммы
7.3.1. Стартуем снова с соотношения (7.3.6), которое при p = q принимает
вид

Jj(s +

j∑

k=1

δk) :=

tj∫

tj−1

∫

Ω(s+
j∑

k=1
δk)

|u(t, x)|p+1dxdt 6 c(1 + ε)j∆jh0(s)

+c(ε)

j∑
i=1

∆iJi(s)(1 + ε)j−i

δ
m(p+1)
i

(∆j

∆i

)
∀ ε > 0, ∀ s > 1, ∀ δk > 0, j = 1, 2 . . . .

(7.4.4)
В силу (7.4.3) и леммы 7.2.1 имеем стартовую оценку

Jj(s0) 6 cC(T − tj)
−A∆j ∀ j ∈ N. (7.4.5)

Фиксируем произвольное значение s̄ > s0 и изучаем поведение при t →
T функции J(t, s̄). Определяем последовательность {ti} рекуррентным
соотношением, аналогичным (7.3.16):

(ti − ti−1)(J(ti, s̄)− J(ti−1, s̄))
µ = g, i = 1, 2, ..., t0 > 0. (7.4.6)

где g > 0 – некоторое число, которое будет определено ниже, а µ – про-
извольное число из следующего интервала:

0 < µ < max{1, (A− 1)−1}. (7.4.7)

Снова будем различать два случая:
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a) J(t, s̄) 6 c′ = const < ∞ ∀ t < T .

b) J(t, s̄) →∞ при t →∞.

В случае b) полагаем t0 = 0, а в случае a) по аналогии с § 7.3 определяем
t0 > 0 как единственное число такое, что

0 6 t0 6 t̄; t̄J(t̄, s)µ := g,

и для некоторого номера i0 < ∞ : ti0 = T . В силу монотонности функций
Ji(s) из (7.4.5), (7.4.6) следует, что

(cC)µ∆µ+1
i (T − ti)

−Aµ > g ∀ i ∈ N.

В силу того, что T − ti > ∆i+1 и Aµ
1+µ

6 1, из последнего неравенства
вытекает, что

∆i > g
1

1+µ (cC)−
µ

1+µ (T − ti)
Aµ
1+µ > g

1
1+µ ∆i+1

(cC)
µ

1+µ T 1− Aµ
1+µ

=⇒

∆i+1 6 C1∆i ∀ i ∈ N, C1 = (cC)
µ

1+µ T 1− Aµ
1+µ g−

1
1+µ .

(7.4.8)

Первое наше ограничение на выбор числа g будет состоять в том, что

C1 = const < 1 ⇐⇒ g > (cC)µ T 1−µ(A−1). (7.4.9)

Запишем теперь соотношение (7.4.6) в виде

Ji(s̄) = g
1
µ ∆

− 1
µ

i ∀ i ∈ N. (7.4.10)

Комбинируя соотношения (7.4.8) и (7.4.10), получаем

Ji(s̄) 6 C
(j−i)

µ

1 Jj(s̄) ∀ i 6 j. (7.4.11)

Зафиксируем произвольный номер j ∈ N и определим смещения δk > 0,
k = 1, 2, . . . , j, формулой (7.3.26). Подставляя введенные значения δk и
∆k в соотношение (7.4.4), в результате простых вычислений с использо-
ванием (7.4.6)–(7.4.11) получаем

Jj

(
s̄ +

δ

1− b

)
6 c(ε)

δm(p+1)

j∑
i=1

(
1 + ε

bm(p+1)

)j−i

∆iJi(s̄)
µJi(s̄)

1−µ

+c(1 + ε)j∆jh0(s̄) 6 g c(ε)

δm(p+1)
Jj(s̄)

1−µ

j∑
i=1

(
(1 + ε)C

1−µ
µ

1

bm(p+1)

)j−i

+c(1 + ε)jCj−1
1 ∆1h0(s̄).

(7.4.12)
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Зафиксируем теперь свободные параметры ε > 0, 0 < b < 1, затем нало-
жим второе ограничение на выбор g:

(1 + ε)C
1−µ

µ

1

bm(p+1)
:=

(1 + ε)(cC)
1−µ
1+µ T

1−µ
µ
−A(1−µ)

µ+1

bm(p+1)g
1−µ

(µ+1)µ

6 2−1

=⇒ g >
(

1 + ε

2bm(p+1)

)µ(1+µ)
1−µ

(cC)µT 1−µ(A−1).

(7.4.13)

При этом из неравенства (7.4.12) следует, что

Jj

(
s̄+

δ

1− b

)
6 2g c(ε)

δm(p+1)
Jj(s̄)

1−µ + c(1+ ε)(C1(1+ ε))j−1∆1h0(s̄) . (7.4.14)

Так как неравенство (7.4.14) справедливо для любого j ∈ N, то из него
в силу (7.4.11) следует также, что

Ji

(
s̄ +

δ

1− b

)
6 2g c(ε)

δm(p+1)
C

1−µ
µ

(j−i)

1 Jj(s̄)
1−µ

+ c(1 + ε)(C1(1 + ε))i−1∆1h0(s̄) ∀ i 6 j. (7.4.15)

Складывая неравенства (7.4.15) по i от 1 до j, получаем следующий
аналог неравенства (7.3.32):

J(tj, s̄ +
δ

1− b
) 6 B3δ

−m(p+1)Jj(s̄)
1−µ

+ B4h0(s̄) + J(t0, s̄ +
δ

1− b
) ∀ j > 1, (7.4.16)

где B3 = 2g c(ε)(1−C
1−µ

µ

1 )−1, B4 = c(1+ε)∆1(1−C1(1+ε))−1. Теперь заклю-
чительная часть доказательства леммы 7.4.1 состоит в анализе функци-
онального неравенства (7.4.16), аналогичном тому, что последовал в кон-
цовке доказательства леммы 7.3.1 после получения соотношения (7.3.32)
¤

Анализ локализации сингулярности в зонах "непологого" нараста-
ния полный энергии решения проводится на основе системы (7.2.16),
(7.2.17), которая в изучаемом случае p = q приобретает вид

hj(s + δ) 6 (1 + ε)hj−1(s) + c(ε)∆Ej(s) G(∆j, δ) ∀ ε > 0, ∀ j ∈ N,
(7.4.17)

Ej(s + δ) 6 c1hj−1(s) + c2∆Ej(s) G(∆j, δ) ∀ s > 1, ∀ δ > 0, (7.4.18)
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где

G(∆j, δ) := (
∆j

δm(p+1)
)

1
p + (

∆j

δm(p+1)
)

1
mp+m−1 .

Лемма 7.4.2. Пусть для решения u(t, x) из определения 7.1.1 при
некотором s0 > 1 выполнена оценка

h(t, s0) + E(t, s0) 6 C F0(t) = C exp(w(T − t)−
1
l ) ∀ t < T, (7.4.19)

где C = const > 0, w = const > 0 и l = m(p + 1) − 1. Тогда для произ-
вольного числа b : 0 < b < 1

2
существуют постоянные K1 = K1(b) < ∞

и K2 = K2(b), не зависящие от постоянных C и w такие, что справед-
ливы оценки

E(t, s0 + K1w
l

l+1 ) 6 C K2F0(0)bF0(t)
1−b ∀ t > 0,

h(t, s0 + K1w
l

l+1 ) 6 C K2F0(0)lF0(t)
1−b ∀ t > 0.

(7.4.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим последовательность {ti}
аналогичным (7.3.45) рекуррентным соотношением

F0(tj) = exp
[
w(T − tj)

− 1
l

]
:= r−1F0(tj−1) ∀ j > 1, t0 = 0, (7.4.21)

где r : 0 < r < 1 – свободный параметр, значение которого будет зафик-
сировано ниже. Предварительно получим явные оценки сверху и снизу
интервалов ∆j = tj − tj−1, определенных в (7.4.21). Запишем (7.4.21) в
виде

g0(tj)− g0(tj−1) = k := ln r−1, g0(t) := w(T − t)−
1
l . (7.4.22)

В силу выпуклости функции g0(t) из (7.4.22) следует, что

kg
′
0(tj)

−1 6 ∆j 6 kg
′
0(tj−1)

−1 ∀ j ∈ N. (7.4.23)

Очевидно соотношение g
′
0(t) = wl−1(T − t)−

l+1
l = l−1w−lg0(t)

l+1. Поэтому
из (7.4.23) вытекает, что

klwlg0(tj)
−(l+1) 6 ∆j 6 klwlg0(tj−1)

−(l+1). (7.4.24)

Отметим также, что из определения (7.4.22) следует, что

g0(tj) = kj + g0(0) = k

(
j +

g0(0)

k

)
∀ j ∈ N. (7.4.25)
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Теперь из левого неравенства (7.4.24) в силу (7.4.25) вытекает, что

∆j > klwl

g0(tj)l+1
=

klwl

(kj)l+1

(
kj

kj + g0(0)

)l+1

> klwl

(k + g0(0))l+1jl+1
∀ j > 1.

(7.4.26)
С другой стороны, из правого неравенства (7.4.24) в силу (7.4.25) следует,
что

∆j 6 klwl

(kj)l+1

(
kj

kj − k + g0(0)

)l+1

6 2l+1lwl

kljl+1
∀ j > 2. (7.4.27)

Для ∆1 непосредственно из (7.4.22) получаем следующее выражение:

∆1 = T

[
1−

(
w

w + kT
1
l

)l ]
. (7.4.28)

Зафиксируем теперь номер j и определим смещение δj:

δj := ω−
1

m(p+1) ∆
1

m(p+1)

j , 0 < ω < 1. (7.4.29)

Достаточно малое значение параметра ω определим ниже. Теперь систе-
ма (7.4.17), (7.4.18) записывается в виде

hi(s + δj) 6 (1 + ε)hi−1(s)

+ c(ε)∆Ei(s)G(∆i, δj) ∀ ε > 0, ∀ i 6 j, ∀ s > S0, (7.4.30)

Ei(s + δj) 6 c1hi−1(s)

+ c2∆Ei(s)G(∆i, δj) ∀ ε > 0, ∀ i 6 j, ∀ s > S0. (7.4.31)

Оценим сверху величину G(∆i, δj). В силу оценок (7.4.26), (7.4.27) для
всех i, 2 6 i 6 j, имеем

∆iδ
−m(p+1)
j = ∆jδ

−m(p+1)
j ·∆i∆

−1
j = ω∆i∆

−1
j 6

ω2l+1l(k + g0(0))l+1γ−li−(l+1)jl+1.

Следовательно, обозначая через [a] целую часть числа a, получаем

∆iδ
−m(p+1)
j 6 k1ω ∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 1 6 i 6 j,

k1 = 4l+1l(k + g0(0))l+1k−l. (7.4.32)
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С учетом (7.4.32) получаем

G(∆i, δj) 6 ω1(ω) := (k1ω)
1
p + (k1ω)

1
mp+m−1

∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 1 6 i 6 j. (7.4.33)

Используя (7.4.33), из соотношения (7.4.31) с учетом оценки (7.4.19)

Ei(s0 + δj) 6 c1CF0(ti−1) + c2ω1(ω)CF0(ti) 6 (7.4.21)

6 (c1r + c2ω1(ω))CF0(ti) ∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 1 6 i 6 j. (7.4.34)

Аналогичным способом из (7.4.30) выводим:

hi(s0 + δj) 6 (1 + ε)CF0(ti−1) + c(ε)ω1(ω)CF0(ti)

6 ((1 + ε)r + c(ε)ω1(ω))CF0(ti) ∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 1 6 i 6 j.

(7.4.35)

Теперь произведем выбор значений свободных параметров аналогично
тому, как это делалось в (7.3.54) и (7.3.55). А именно, для произвольного
b : 0 < b < 1/2 найдем столь малые r = r(b) > 0 и ε = ε(b) > 0, что
выполнены соотношения

(1 + ε)r < r2b, c1r < r2b ⇐⇒ r < [max{(1 + ε)−1, c−1
1 }] 1

1−2b . (7.4.36)

Затем зафиксируем ω > 0 столь малым, чтобы были выполнены нера-
венства

(1 + ε)r + c(ε)ω1(ω) 6 r2b, c1r + c1ω1(ω) 6 r2b, (7.4.37)

где ω1(ω) из (9.4.28). При этом неравенства (7.4.34) и (7.4.35) трансфор-
мируются в следующие:

Ei(s0 + δj) 6 r2bCF0(ti) ∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 1 6 i 6 j, (7.4.38)

hi(s0 + δj) 6 r2bCF0(ti) ∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 1 6 i 6 j. (7.4.39)
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Возвращаемся теперь к системе (7.4.30), (7.4.31). При s = s0 + δj из этой
системы в силу (7.4.33) следуют соотношения

hi(s0 + 2δj) 6 (1 + ε)hi−1(s0 + δj) + c(ε)Ei(s0 + δj)ω1(w),

Ei(s0 + 2δj) 6 c1hi−1(s0 + δj) + c2Ei(s0 + δj)ω1(w).

Из этих неравенств в силу (7.4.38)–(7.4.39) вытекает

Ei(s0 + 2δj) 6 Cr2b(c1F0(ti−1) + c2ω1(ω)F0(ti)) 6 (в силу (7.4.21))

6 Cr2bF0(ti)(c1r + c2ω1(ω)) 6 (в силу(7.4.37)) 6 Cr4bF0(ti)

∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 2 6 i 6 j;

hi(s0 + 2δj) 6 Cr4bF0(ti) ∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 2 6 i 6 j.

При следующей итерации, учитывая последние неравенства, получаем

Ei(s0 + 3δj) 6 c1hi−1(s0 + 2δj) + c2Ei(s0 + 2δj)ω1(ω)

6 Cr2b(c1F0(ti−1) + c2ω1(ω)F0(ti)) 6 Cr6bF0(ti),

hi(s0 + 3δj) 6 Cr6bF0(ti) ∀ j > 2, ∀ i :

[
j

2

]
+ 3 6 i 6 j, (7.4.40)

Так как [ j
2
] + [ j+1

2
] = j ∀ j ∈ N, то проделывая описанную выше проце-

дуру итеративного оценивания [ j+1
2

] раз, приходим к

Ej(s0 +

[
j + 1

2

]
δj) 6 Cr2b

[
j+1
2

]
F0(tj) ∀ j > 2,

hj(s0 +

[
j + 1

2

]
δj) 6 Cr2b

[
j+1
2

]
F0(tj) ∀ j > 2.

(7.4.41)

В силу (7.4.21) имеем

r2b[ j+1
2

]F0(tj) = r2b[ j+1
2

]−jF0(0) 6 r−j(1−b) F0(0). (7.4.42)

Кроме того, в силу (7.4.27) получаем следующую оценку для смещений
δj из определения (7.4.29):

δj 6 2l
1

l+1 k−
l

l+1 ω−
1

l+1 w
l

l+1 j−1 ∀ j > 2, l = m(p + 1)− 1.
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Поэтому
[
j + 1

2

]
δj 6 k2ω

− 1
l+1 w

l
l+1 ∀ j > 2, k2 = l

1
l+1 k−

l
l+1 . (7.4.43)

Из оценок (7.4.41) в силу (7.4.42), (7.4.43) следует

Ej(s1) 6 Cr−j(1−b)F0(0), s1 = s0 + K1w
l

l+1 , K1 = k2ω
− 1

l+1 ,

hj(s1) 6 CF0(0)r−j(1−b), ∀ j > 2 . (7.4.44)

В силу (7.4.19) и (7.4.21) имеем

E1(s1) 6 E1(s0) 6 CF0(t1) = Cr−1F0(0) . (7.4.45)

Суммируя первые неравенства из (7.4.44) от j = 2 до j = i и прибавляя
неравенство (7.4.45), получаем

E(ti, s1) 6 CBiF0(0)r−(1−b)i ∀ i > 1, (7.4.46)

где

Bi = r−1+(1−b)i +
r−(1−b)(1− r(1−b)(i−1))

r−(1−b) − 1

6 r−b + (1− r(1−b))−1 := B ∀ i > 1.

В силу (7.4.21) из оценки (7.4.45) следует

E(ti, s1) 6 CF0(0)bBF0(ti)
1−b ∀ i > 1.

Отсюда в силу монотонности по t функции E(t, s1) вытекает, что

E(t, s1) 6 CK2F0(0)bF0(t)
1−b ∀ t > 0, K2 = Br−(1−b). (7.4.47)

Вспоминая определение (7.2.3) функций hj(s), из второй оценки (7.4.44)
легко выводим, что

h(t, s1) 6 CK2F0(0)bF0(t)
1−b ∀ t > 0. (7.4.48)

Тем самым получены необходимые оценки (7.4.20) с K2 из (7.4.47) и K1

из (7.4.44). ¤
Теперь переходим непосредственно к доказательству теоремы 7.4.1.

Будем итеративно использовать лемму 7.4.2. Применение этой леммы с
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оценками (7.4.47), (7.4.48) в качестве начальных вместо (7.4.19) приводит
к соотношениям второй итерации:

E(t, s2) 6 CK2F0(0)bK2F1(0)b F1(t)
1−b ∀ t > 0,

h(t, s2) 6 CK2F0(0)bK2F1(0)b F1(t)
1−b ∀ t > 0,

(7.4.49)

где
F1(t) = F0(t)

1−b = exp[w1(T − t)−
1
l ], w1 = (1− b)w,

s2 = s1 + K1w
l

l+1

1 = s1 + K1(1− b)
l

l+1 w
l

l+1 .

Полученные оценки (7.4.49) используем вместо (7.4.19) для следующего
использования леммы 7.4.2. В итоге после j таких итераций леммы 7.4.2
приходим к

max{E(t, sj), h(t, sj)} 6 CKj
2

j−1∏
i=0

Fi(0)b Fj(t) ∀ t > 0 ,

Fj(t) := exp[(1− b)jw(T − t)−
1
l ].

(7.4.50)

Оптимизируем теперь оценку (7.4.50), выбирая количество итераций так,
чтобы минимизировать правую часть этой оценки. Положим это опти-
мальное значение j0 так, чтобы было выполнено соотношение:

(1− b)j0+1 6
(

T − t

T

) 1
l

< (1− b)j0 =⇒ j0 6 ln T − ln(T − t)

l ln(1− b)−1
.

При этом (1− b)j0 6 (T−t)
1
l

T 1/l(1−b)
и из оценки (7.4.50) следует

E(t, s∞) + h(t, s∞) 6 2C exp[ln K2 · j0 +
w

T 1/lb
]

× exp[(1− b)j0w(T − t)−
1
l ] 6 A1(T − t)−A ∀ t > 0,

A1 = exp

[
ln K2 · ln T

l ln(1− b)−1
+

w

T 1/l(1− b)b

]
,

A = l−1(ln(1− b)−1)−1, (7.4.51)

где s∞ := lim
j→∞

sj = 1 + K3w
l

l+1 , K3 = k2ω
− l

l+1 (1 − (1 − b)
l

l+1 )−1. Син-

гулярный режим, задаваемый оценкой (7.4.51), является уже не экспо-
ненциальным, а степенным, то есть "пологим" в смысле леммы 7.4.1.
Применение этой леммы и заканчивает доказательство. ¤
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7.4.1. О точности предельного S-режима, определяемого теоремой
7.4.1. Рассмотрим следующую модельную задачу Коши-Дирихле для од-
номерного линейного параболического уравнения порядка 2m, m
> 1 (см. [43]).

ut + (−1)mD2m
x u = 0 (t, x) ∈ (0, T )×R+

1 , (7.4.52)

u(t, 0) = f(t) →∞ при t → T, (7.4.53)

u(t, 0) = · · · = Dm−1
x u(t, 0) = 0 ∀ t ∈ (0, T ), (7.4.54)

u(0, x) = 0. (7.4.55)

Решение этой линейной задачи выписывается явно:

u(t, x) = 2(−1)m

∫ t

0

f(τ) ·D2m−1
x ϕ(t− τ, x) dτ, (7.4.56)

где ϕ(t, x) – фундаментальное автомодельное решение уравнения (7.4.52):

ϕ(t, x) = t−
1

2m Φ(y), y =
x

t1/2m
. (7.4.57)

Здесь Φ(y) – единственное симметрическое (Φ(y) = Φ(−y)) решение ли-
нейного ОДУ:

(−1)m+1Φ(2m)(y) + (2m)−1(Φ(y)y)′ = 0 в R1 (7.4.58)

с нормировкой
∫ ∞

−∞
Φ(y) dy = 1. Ясно, что асимптотические свойства ре-

шения u из (7.4.56) определяются асимптотическими свойствами при
y → ±∞ ядра Φ(y) из (7.4.57). Установим некоторые такие свойства.
Во-первых, используя простейшие свойства преобразования Фурье

F : Φ(y) → G(z) :=
1√
2π

∫ ∞

−∞
Φ(y) exp(−izy) dy,

выводим из (7.4.58), что G(z) удовлетворяет следующему ОДУ:

z2mG(z) +
1

2m
zG(z)′ = 0. (7.4.59)

Условие нормировки для Φ(y) приводит к равенству G(0) = 1/
√

2π, учи-
тывая которое при решении уравнения (7.4.59), получаем:

G(z) =
1√
2π

exp(−z2m).
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Следовательно, проводя обратное преобразование Фурье и учитывая
симметричность функции G(z) : G(z) = G(−z), получаем выражение
для Φ(y):

Φ(y) =
1

π

∫ ∞

0

exp(−z2m) cos(yz) dz. (7.4.60)

Непосредственный анализ асимптотических свойств функции Φ(y), опре-
деляемой (7.4.60) представляется весьма затруднительным. Поэтому по-
строим асимптотическое разложение при |y| → ∞ функции Φ(y) как
решения уравнения (7.4.58). Для этого, следуя методам стандартного
асимптотического анализа, найдем сначала общее комплексное решение
Φ̃(y) уравнения (7.4.58) в виде асимптотического разложения:

Φ(y)A exp(−a|y|α)(1 + g(y)), g(y) → 0 при |y| → ∞. (7.4.61)

Очевидно, что

(yΦ(y))′ = A(−aα)|y|α exp(−a|y|α)(1 + g1(g)),

g̃1(y) → 0 при |y| → ∞;

Φ2m(y)A(−aα)2m|y|2m(α−1) exp(−a|y|α)(1 + g̃2(y)),

g̃2(y) → 0 при |y| → ∞.

Поэтому в силу уравнения (7.4.58):

α = 2m(α− 1) ⇐⇒ α =
2m

(2m− 1)
∈ (1, 2), (7.4.62)

а также

(−1)m+1(−aα)2m+
1

2m
(−aα) = 0 ⇐⇒ (−1)m(aα)2m−1+1/2m = 0. (7.4.63)

Подставляя (7.4.62) в (7.4.63), получаем, что

a2m−1 = (−1)m−1(2m)−1 ·
(

2m− 1

2m

)2m−1

.

Это алгебраическое уравнение (2m− 1) степени имеет (2m− 1) корней:

ak = (2m− 1)(2m)−
2m

2m−1

(
cos

π(k − 1)

2m− 1
+ i sin

π(k − 1)

2m− 1

)
,

k = 1, 2, . . . , 2m− 1.
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Ясно, что корень с max
16k62m−1

Re ak < 0, то есть am, определяет стар-
ший член в асимптотическом разложении произвольного комплексно-
го решения Φ̃(y). Следовательно, существуют постоянные A1 = A1(m),
A2 = A2(m) такие, что решение Φ(y) из (7.4.60) может быть записано в
виде:

Φ(y) = A1Re Φ̃(y) + A2ImΦ̃(y)

= exp(−am,1|y|α)[A1 cos(am,2|y|α) + A2 sin(am,2|y|α)] · (1 + g(y)),

g(y) → 0 при |y| → ∞, am,1 := (2m− 1)(2m)−α cos

(
π(m− 1)

2m− 1

)
.

am,2 := (2m− 1)(2m)−α sin

(
π(m− 1)

2m− 1

)
. (7.4.64)

Дифференцируя это разложение (2m − 1) раз и учитывая, что (2m −
1)(α− 1) = 1, приходим к следующему асимптотическому равенству:

Φ(2m−1)(y) = y exp(−am,1|y|α)[B1 cos(am,2|y|α)

+ B2 sin(am,2|y|α)](1 + ḡ(y)) ∀ y > 0, (7.4.65)

где ḡ(y) → 0 при |y| → ∞; B1 = B1(m), B2 = B2(m) : B2
1 + B2

2 := B2 6= 0.
Рассмотрим теперь решение u(t, x) задачи (7.4.52)–(7.4.55) с граничным
режимом:

f(t) = exp((T − t)−
1

2m−1 ) (7.4.66)
В силу представления (7.4.56) и равенства (7.4.65) главный член ũ(t, x)
асимптотического разложения этого решения при t → T имеет вид:

ũ(t, x) = B3xIx(t) + B4xJx(t), B2
3 + B2

4 6= 0, (7.4.67)

Ix(t) :=

∫ t

0

exp[(T − τ)−γ − am,1x
α(t− τ)−γ] cos(am,2x

α(t− τ)−γ)]

· (t− τ)−
1

2m dτ ;

Jx(t) :=

∫ t

0

exp[(T−τ)−γ−am,1x
α(t−τ)−γ] sin(am,2x

α(t−τ)−γ)(t−τ)−
1

2m dτ.

Рассмотрим вопрос об условиях сходимости (расходимости) при t →
T осцилляционных интегралов, определяющих функции Ix(t), Jx(t). Сде-
лаем в интеграле из Ix(t) замену переменной интегрирования:

v = (T − t)
α

2m · (t− τ)−
α

2m =⇒ (T − τ) = (T − t)(1 + v−
2m
α ).



7.4. Локализованные граничные режимы: случай p = q 421

В результате стандартных вычислений приходим к

Ix(t) =
2m

α
(T − t)

1
α

∫ ∞

v0

exp

[
(T − t)−

α
2m

(
v

(1 + v
2m
α )

α
2m

− am,1x
αv

)]

× cos(am,2x
α(T − t)−

α
2m v)v−(2m−α−1)dv, v0 = (T − t)

α
2m t−

α
2m .

Произведем теперь замену параметров в выражении для Ix(t):

k := am,1x
α =⇒ x = x(k) :=

( k

am,1

) 1
α
; s := (T − t)−

α
2m

=⇒ t = t(s) := T − s−
2m
α , v0(t(s)) := v̄0(s) = (Ts

2m
α − 1)−

α
2m . (7.4.68)

При этом имеем новую энергетическую функцию:

Īk(s) := Ix(k)(t(s)) =
2m

α
s−

2m
α2

×
∫ ∞

v̄0(s)

exp[sψk(v)] cos(βkvs)v−(2m−α−1)dv. (7.4.69)

где β = am,2a
−1
m,1, ψk(v) = v(

1+v
2m
α

) α
2m
− kv, параметр s изменяется в ин-

тервале (T− α
2m ,∞), v̄0(s) → 0 при s →∞.

Рассмотрим сначала случай:

k > 1 ⇐⇒ x > a
− 1

α
m,1. (7.4.70)

При этом, очевидно, что ψk(v) < c0 = c0(k) < 0 ∀ v > v̄0. Кроме того
очевидно, что на всем интервале интегрирования в (7.4.69) имеет место:

v−(2m−α−1) 6 v̄0(s)
−(2m−α−1) = (Ts

2m
α − 1)

α(2m−α−1)
2m .

В силу этих неравенств вытекает равномерная ограниченность при s →
∞ интеграла в (7.4.69). Следовательно, при условии (7.4.70) имеет ме-
сто равномерная ограниченность функции Ix(t) при t → T . Аналогично
показывается, что и для Jx(t) имеется также равномерная ограничен-
ность. Поэтому из (7.4.67) вытекает справедливость следующего включе-
ния множества сингулярности Ωs(u) решения и задачи (7.4.52)–(7.4.55),
(7.4.66):

Ωs(u) ⊂
{

x : x 6 a
− 1

α
m,1

}
.
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Теперь нашей основной задачей является проверка того, что

Ωs(u) ∩ {x : 0 < x < a
− 1

α
m,1} 6= ∅. (7.4.71)

Итак, зафиксируем точку x:

0 < x < a
− 1

α
m,1 ⇐⇒ k = k(x) < 1 (k из (7.4.68)). (7.4.72)

При этом, как не сложно проверить,

ψk(v) > 0 ∀ v ∈ (0, v1), v1 =
(
k−

2m
α − 1

) α
2m

. (7.4.73)

Причем ψk(v1) = 0 и ψk(v) < 0 ∀ v > v1. На интервале (0, v1) функция
ψk достигает максимальное значение в точке vmax:

vmax = (k−
2m

α+2m − 1)
α

2m , ψk(vmax) = k(k−
2m

α+2m − 1)
α+2m

2m . (7.4.74)

Запишем теперь интеграл из (7.4.69) в виде:

Īk(s) =
2m

α
s−

2m
α2 Ek(s), Ek(s) :=

∫ ∞

v̄0(s)

exp[sψk,s(v)] cos(βkvs) dv,

(7.4.75)
ψk,s(v) := ψk(v)− s−1(2m− α−1) ln v.

Очевидно, что для всех v > v̄0(s):

−s−1 ln v 6 −s−1 ln v̄0 = s−1 α

2m
ln(Ts

2m
α − 1) → 0 при s →∞. (7.4.76)

Поэтому функция ψk,s(v) на интервале (v̄0(s),∞) достигает максимум в
единственной точке

v(s)
max = v(s)

max(k) = vmax + ω1(s). (7.4.77)

где vmax = vmax(k) из (7.4.74), а ω1(s) → 0 при s → ∞. Очевидно также,
что

ψk,s(v
(s)
max) = ψk(vmax) + ω2(s), (7.4.78)

где ψk(vmax) из (7.4.74), и ω2(s) → 0 при s →∞.
Кроме того

ψ′′k,s(v
(s)
max) = ψ′′k(vmax) + ω3(s), (7.4.79)

где ψ′′k(vmax) = −α + 2m

α
v

2m−α
α

max (1 + v
2m
α

max)
−α+4m

2m , ω3(s) → 0 при s →∞.



7.4. Локализованные граничные режимы: случай p = q 423

Разлагая теперь функцию ψk,s(v) в ряд Тейлора в окрестности точки
v = v

(s)
max, запишем функцию Ek(s) из (7.4.75) в виде:

Ek(s) =

∫ ∞

v̄0(s)

exp[s(ψk,s(v
(s)
max) + 2−1ψ′′k,s(v

(s)
max)(1 + µs(v − v(s)

max))

× (v − v(s)
max)

2] cos(βk(v − v(s)
max)s + βkv(s)

maxs) dv, (7.4.80)

где µs(τ) – семейство непрерывных функций, обладающее свойством:

|µs(τ)| < c(τ) ∀ τ ∈ R1, ∀ s > s0, c = const < ∞. (7.4.81)

Так как непрерывная функция g(s) := sv
(s)
max → ∞ при s → ∞, то суще-

ствует неограниченное множество S точек s таких, что

βksv(s)
max = 2n(s)π, где n(s) ∈ N. (7.4.82)

Сделав теперь в интеграле из (7.4.80) замену переменной интергирова-
ния: v → v + v

(s)
max, получим с учетом (7.4.82):

Ek(s) = E
(s)
k (s), E

(τ)
k (s) := exp(sψk,τ (v

(τ)
max))

∫ ∞

v̄0(s)−v
(τ)
max

exp[2−1sψ′′k,τ (v
(τ)
max)

× (1 + µτ (v))v2] cos(βkvz) dv ∀ s ∈ S, ∀ τ ∈ S. (7.4.83)

С учетом свойств (7.4.77), (7.4.78), (7.4.79) имеем:

E
(∞)
k (s) = exp(sψk(vmax))

∫ ∞

v̄0(s)−vmax

exp[2−1sψ′′k(vmax)

× (1 + µ∞(v))v2] cos(βkvs) dv, (7.4.84)

где функция µ∞ удовлетворяет оценке (7.4.81). Асимптотические свой-
ства функции E

(∞)
k (s) будем связывать с поведением при s → ∞ следу-

ющей модельной функции:

Ē
(∞)
k (s) := exp(sψk(vmax))

∫ ∞

−∞
exp(2−1ψ′′k(vmax)sv

2)

× cos(βkvs) dv ∀ s > 0. (7.4.85)

Лемма 7.4.3. Функция Ē
(∞)
k (s) имеет следующее явное представ-

ление:
Ē

(∞)
k (s) = As−1/2 exp(sR(k)), A = const > 0,
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причем существует значение k̄ = k̄(m) : 0 < k̄ < 1, такое, что R(k) > 0
при 0 < k < k̄, R(k̄) = 0, R(k) < 0 при k > k̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вводя в интеграле (7.4.85) новую переменную
интегрирования:

−2−1ψ′′k(vmax)sv
2 = z2 =⇒ v =

z

(−2−1ψ′′k(vmax)s)1/2
,

перепишем этот интеграл в виде:

(as)−
1
2

∫ ∞

−∞
exp(−22) cos(bs1/2z) dz := (as)−

1
2 f(s)1/2, (7.4.86)

где a = −2−1ψ′′k(vmax), b = βka−1/2. Покажем, что функция f(s) из (7.4.86)
удовлетворяет некоторому ОДУ. Действительно, легко проверить, что

f ′(s) = −b

∫ ∞

−∞
exp(−z2) sin(bsz)z dz

= 2−1b

∫ ∞

−∞
sin(bsz)

d

dz
(exp(−z2)) dz.

Отсюда, интегрируя по частям, выводим:

f ′(s) + 2−1b2sf(s) = 0. (7.4.87)

Решая это уравнение, получаем с учетом 7.4.86:

f(s) = d exp
(
− b2

4
s2

)
, d = f(0) =

∫ ∞

−∞
exp(−z2) dz = π1/2. (7.4.88)

Возвращаясь к определению (7.4.85), выводим с учетом (7.4.86), (7.4.88):

Ē
(∞)
k (s) = (as)

1
2 exp(sψk(vmax))f(s1/2) =

21/2π1/2s−
1
2

(−ψ′′k(vmax))1/2
exp(sR(k)),

(7.4.89)

R(k) := ψk(vmax)− β2k2

2(−ψ′′k(vmax))
.

Используя значение ψk(vmax) из (7.4.74) и ψ′′k(vmax) из (7.4.79), получаем
в результате простых вычислений:

R(k) =
2(α + 2m)(1− k

2m
α+2m )2 − αβ2k

2m
α+2m

2(α + 2m)(1− k
2m

α+2m )
2m−α

2m

. (7.4.90)



7.4. Локализованные граничные режимы: случай p = q 425

Учитывая, что α + 2m = 2mα, имеем:

R(k) =
4m(1− k

1
α )2 − β2k

1
α

4m(1− k
1
α )

2m−2
2m−1

.

Отсюда просто следует, что и R(k) < 0 при k > k̄ и

R(k) > 0, если k < k̄ =
[
1 − β

4m

((
1 +

8m

β

)1/2

− 1
)]2

< 1 (7.4.91)

Лемма 7.4.3 доказана. ¤
Справедливость следующего общего условного утверждения о точ-

ности предельного локализованного S-режима (7.4.66) в задаче (7.4.52–
(7.4.55), а следовательно, и общего S-режима, определяемого в теореме
7.4.1 вытекает из леммы 7.4.3.

Предложение 7.4.1. Предположим, что справедлива следующая
гипотеза:

H) при всех k ∈ (0, 1) определяемые в (7.4.83) и (7.4.85) функции
E

(s)
k (s) и Ē

(∞)
k (s) имеют одинаковый главный член в асимптотическом

разложении при s →∞.
Пусть k̄ ∈ (0, 1) — число, определяемое в (7.4.91). Тогда множе-

ство сингулярности Ωs(u) решения и задачи (7.4.52)–(7.4.55) содержит
множество {x : |x| < (k̄a−1

m,1)
1/α}.



ГЛАВА 8

НЕЛОКАЛИЗОВАННЫЕ РЕЖИМЫ С СИНГУЛЯРНЫМ
ОБОСТРЕНИЕМ

8.1. Распространение волны сингулярности

Переходим к изучению нелокализованных граничных режимов. Для
таких режимов множество сингулярности Ωs(u) произвольного решения
u совпадает со всей исходной областью Ω задачи. Поэтому для описания
степени сингулярности таких режимов необходимо вводить дополнитель-
ные характеристики поведения соответствующих решений в окрестности
времени обострения.

Хорошее представление о таких характеристиках дает семейство яв-
ных решений (7.3.76) модельного уравнения (7.3.74). При произвольном
l > (p− 1)−1 граничный режим (7.3.81), порождающий решение (7.3.76),
очевидно является нелокализованным граничным режимом с обострени-
ем. Причем, как это следует из теорем 7.3.2, 7.3.3,

u(t, x) = 0 ∀(t, x) : x > a(T − t)−β ∀ t < T, (8.1.1)

и при любом ε > 0:

u(t, (a− ε)(T − t)−β) →∞ при t → T, (8.1.2)

где a = const < ∞ – определяемая в теореме 7.3.2 граница носителя ре-
шения v(y) эллиптической задачи (7.3.77), (7.3.78). Следовательно про-
исходит волнообразное неограниченное расширение носителя решения и
задачи (7.3.74), (7.3.81) и аналогичное распространение зоны сингуляр-
ного роста решения.

Понятно, что свойство конечности скорости распространения носи-
теля решения (8.1.1) имеет место только в случае финитности началь-
ной функции u0 (у решения u(t, x) из (7.3.76) u0(x) = T−lv(xT−β)). В об-
щей же ситуации, когда u0 не является финитной функцией, естественно
ожидать, что вместо (8.1.1) имеет место следующее свойство: существует
постоянная L < ∞, зависящая только от u0 такая, что

u(t, x) 6 L ∀(t, x) : x > a(T − t)−β ∀ t < T. (8.1.3)

С учетом свойств (8.1.2), (8.1.3) введем следующую характеристику про-
извольного нелокализованного граничного режима.
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Определение 8.1.1. Непрерывная функция χL(t) называется эф-
фективной длиной распространения волны сингулярности непрерывного
решения и некоторой задачи с нелокализованным граничным режимом,
если

u(t, x) 6 L ∀(t, x) ∈ {t < T, |x| > χL(t)}; L = const < ∞.

Достаточно полная классификация нелокализованных граничных
режимов в терминах функции эффективной длины распространения
волны сингулярности имеется для различных модельных квазилиней-
ных параболических уравнений второго порядка (см. [109] гл. 3, 6). Для
энергетических решений общих дивергентных квазилинейных параболи-
ческих уравнений произвольного порядка структуры (7.1.1) адекватное
определение функции эффективной длины распространения волны син-
гулярности было введено в [44]. При этом в [44], [45] установлены точные
по порядку оценки сверху распространения этой волны при некоторых
конкретных сингулярных граничных режимах.

В настоящей главе изучается распространение волны сингулярности
при произвольных нелокализованных (в том числе, как угодно сильно
сингулярных) граничных режимах, устанавливаются точные по поряд-
ку оценки сверху соответствующей функции χL(t). Ясно, что возмож-
ность изучения распространения волны сингулярности при t → T в слу-
чае нелокализованного граничного режима имеется только при неогра-
ниченности исходной области Ω. Поэтому в настоящей главе в отличие
от предыдущей рассматриваются решения u(t, x) задачи (7.1.1)–(7.1.9) в
неограниченной области Ω с границей ∂Ω = ∂0Ω ∪ ∂1Ω.

Замечание 8.1.1. В случае произвольной неограниченной области
Ω ⊂ Rn существование обобщенного энергетического решения u ∈ Lp+1

(0, T, W (Ω)), где W (Ω) = {v : ‖v‖W (Ω) := ‖v‖Lp+1(Ω) +
∑
|α|=m

‖Dαv‖Lp+1(Ω)

< ∞}, однородной(f = 0) задачи (7.1.5)–(7.1.7) для неоднородного урав-
нения (7.1.1) (т.е. уравнения P ) из замечания 7.1.1) следует из резуль-
татов работы [15] при выполнении условия (7.1.4) и потенциальности
оператора A, то есть при существовании функции F (t, x, ξ) такой, что
aα(t, x, ξ) = ∂F (t,x,ξ)

∂ξα
∀α : |α| = m.

8.2. Оценки волны сингулярности для уравнения
типа медленной диффузии

Рассматриваем в неограниченной области Ω ⊂ Rn начально-краевую
задачу (7.1.1)–(7.1.7) при p > q > 0 с сингулярно обостряющимся гранич-
ным режимом, характеризуемым функцией F (t) из определения 7.1.10.
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Будем допускать к рассмотрению как угодно сильно обостряющиеся гра-
ничные режимы, то есть будем предполагать выполненным противопо-
ложное к условию (7.3.1) из теоремы 7.3.1 неравенство

ln(F (t)) := g(T − t) > q + 1

p− q
ln(T − t)−1 := gs(T − t)

∀ t : 0 6 t0 6 t < T. (8.2.1)
Очевидно, без ограничения общности рассмотрения можем полагать, что
t0 = 0. Для изучаемых энергетических обобщенных решений опреде-
ление функции χL(t) распространения волны сингулярности естествен-
но трансформируется в следующее определение, оперирующее только с
энергетическими функциями, связанными с решением.

Определение 8.2.1. При произвольной постоянной L À 1 эффек-
тивной глубиной распространения волны сингулярности, связанной с
решением u(t, x) задачи (7.1.1)–(7.1.10), называем непрерывную функцию
χL(t), определяемую равенством

sup
0<τ<t

∫

{|x|>χL(t)}
|u(τ, x)|q+1dx +

∫ t

0

∫

{|x|>χL(t)}
|Dm

x u(τ, x)|p+1dτdx = L.

(8.2.2)

Определение 8.2.2. Будем говорить, что некоторая непрерывная
монотонно убывающая на интервале (0, T ] функция g(τ) : g(τ) → ∞
при τ → 0, является правильно убывающей, если найдутся постоянные
k0 > 0 и v0 > g(T ) такие, что при любом k > k0 и некотором δ = δ(k) :
0 6 δ < 1 справедливо неравенство

exp

(
p− q

q + 1
w

)
[g−1(w − k)− g−1(w)]

> (1− δ) exp

(
p− q

q + 1
v

)
[g−1(v − k)− g−1(v)] ∀w > v > v0 + k. (8.2.3)

В настоящем разделе мы устанавливаем общие точные по порядку
оценки сверху распространения волны сингулярности χL(t) в терминах
произвольной правильно убывающей (в смысле определения 8.2.2) ма-
жоранты g0(τ) функции g(τ) из (8.2.1). Отметим, что в силу (8.2.1) для
произвольной мажоранты g0(τ) справедлива оценка

g0(τ) > q + 1

p− q
ln τ−1 ∀ τ ∈ (0, T ), (8.2.4)

и, следовательно, для обратной функции g−1
0 (v) имеет место оценка

g−1
0 (v) > exp

(
−(p− q)

(q + 1)
v

)
∀ v > g0(T ). (8.2.5)
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Для произвольного k > 0 определим функции

Gk(v) := exp

(
p− q

q + 1
v

)
[g−1

0 (v − k)− g−1
0 (v)] ∀ v > g0(T ) + k, (8.2.6)

и минимальную монотонно неубывающую мажоранту функции Gk(v)

Ḡk(v) := max
v
(0)
0 6v̄<v

Gk(v̄) ∀ v > v
(0)
0 := g0(T ) + k. (8.2.7)

Отметим, что множество правильно убывающих мажорант g0(τ), удо-
влетворяющих оценке (8.2.4), порождает множество функций Gk(v) из
(8.2.6), удовлетворяющих неравенствам:

Gk(w) > (1− δ)Gk(v) ∀w > v > v0 + k, (8.2.8)

0 < c1 6 Gk(v) < c2 exp
(p− q

q + 1
v
)

∀ v > v0 + k. (8.2.9)

Ясно, что любая функция, удовлетворяющая оценкам (8.2.8), (8.2.9), по-
падает в один из двух следующих классов:

A) существует постоянная β : 0 < β < p−q
q+1

и последовательность {v},
vi →∞ при i →∞, такие, что

Gk(vi) > exp(βvi) ∀ i ∈ N; 0 < β <
p− q

q + 1
. (8.2.10)

B) для любого числа β > 0 найдется конечное число vβ такое, что

Gk(v) 6 exp(βv) ∀ v > vβ. (8.2.11)

Легко видеть, что в класс A) попадают, в частности, все функции, по-
рождаемые сильно сингулярными граничными режимами g0(τ), т.е. ре-
жимами, удовлетворяющими:

g0(τ)(ln τ−1)−1 →∞ при τ → 0.

В класс B) попадают функции Gk(v), порождаемые слабо сингулярными
режимами, то есть такими функциями g0(τ), что

g0(τ)

gs(τ)
:=

(p− q)g0(τ)

(q + 1) ln τ−1
→ 1 при τ → 0.

Введем также следующий подкласс функций класса А):
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Ā) существуют постоянные β : 0 < β < p−q
q+1

и v0 > 0 такие, что

Gk(v) > exp(βv) ∀ v > v0. (8.2.12)

Приведем теперь вывод оценок распространения волны сингулярно-
сти. Результат этих вычислений сформулируем в итоге в виде двух ос-
новных лемм 8.2.2, 8.2.1 для режимов из классов A) и B) соответственно.

Итак, в силу леммы 7.2.1 имеем следующую глобальную энергети-
ческую оценку рассматриваемого решения u:

h(t, 1) + E(t, 1) 6 C0F0(t) := C0 exp(g0(T − t))

∀ t > 0, C0 = const < ∞. (8.2.13)

В соответствии с формулой (7.3.45) определим последовательность {ti}
рекуррентным соотношением

F0(tj) := r−1F0(tj−1) ∀ j > 1,

0 6 t0 < F−1
0 (r−1F0(0)) = T − g−1

0 (g0(T ) + ln r−1) := t
(0)
1 . (8.2.14)

Как следствие, получаем

∆j = tj − tj−1 = g−1
0 (g0(T − tj)− ln r−1)− (T − tj), j > 1. (8.2.15)

Обозначив vj := g0(T − tj), запишем (8.2.15) в виде

∆j = g−1
0 (vj − k)− g−1

0 (vj), k = ln r−1. (8.2.16)

Теперь смещения δ̄i из (7.3.46) могут быть записаны в виде

δ̄j = (C ′
0Ḡk(vj))

1
κ(p+1) , k = ln r−1, j > 1, C̄ ′

0 = C
p−q
q+1

0 , (8.2.17)

где Ḡk(v) – функция из определения (8.2.7). В силу монотонности функ-
ции Ḡk(v) следует монотонные неубывание последовательности {δ̄i}, а,
значит, и применимость в рассматриваемой ситуации леммы 7.3.2. В си-
лу этой леммы для энергетических функций рассматриваемого решения
справедливы оценки (7.3.47), которые с учетом (8.2.13), (8.2.17) прини-
мают вид

Ej(1 + c0(C
′
0Ḡk(g0(T − tj)))

1
κ(p+1) ) 6 C0r

jbF0(tj)

= C0r
−(1−b)jF0(t0) = C0F0(t0)

bF0(tj)
1−b

= C0 exp[bg0(T − t0)] exp((1− b)g0(T − tj)) j = 1, 2, . . . ,

hj(1 + c0(C
′
0Ḡk(g0(T − tj)))

1
κ(p+1) )

6 C0 exp[bg0(T − t0)] exp((1− b)g0(T − tj)), (8.2.18)
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где k = ln r−1. Суммируя оценки (8.2.18) для Ej по j от j = 1 до j = i, по-
лучаем с учетом монотонности функции Ḡk(v) следующее неравенство:

E(ti, 1 + c0(C
′
0Ḡk(g0(T − ti)))

1
κ(p+1) )

6 c1C0 exp((1− b)g0(T − ti)) + E(t0, 1 + c0(C
′
0Ḡk(g0(T − ti)))

1
κ(p+1) )

6 c1C0 exp[(1− b)g0(T − ti)] + E(t
(0)
1 , 1 + c0(C

′
0Ḡk(g0(T − t

(0)
1 )))

1
κ(p+1) )

6 c1C0 exp[(1− b)g0(T − ti)] + C0 exp[bg0(T )] exp[(1− b)g0(T − t
(0)
1 )]

6 (1 + c1)C0 exp[(1− b)g0(T − ti)] ∀ i > 1, (8.2.19)

где c1 = (1 − r1−b)−1 exp[bg0(T − t0)]. Из оценки (8.2.18) в силу монотон-
ности функции g0(T − t) следует также, что

h(ti, 1 + c0(C
′
0Ḡk(g0(T − ti)))

1
κ(p+1) )

= max{ sup
06t6t0

h(t, 1 + c0C̄0Ḡk(g0(T − ti)))
1

κ(p+1) ,

max
16j6i

hj(1 + c0(C
′
0Ḡk(g0(T − ti)))

1
κ(p+1) )},

6 C0 max{exp[bg0(T )] exp[(1− b)g0(T − t
(0)
1 )],

exp[bg0(T − t0)] exp[(1− b)g0(T − ti)]}

6 C0 exp[(1− b)g0(T − ti)] exp[bg0(T − t0)]

6 c2C0 exp((1− b)g0(T − ti)) ∀ i > 1, c2 = F0(t0)
b = exp[bg0(T − t0)]

(8.2.20)

Варьируя t0 ∈ [0, t
(0)
1 ], где t

(0)
1 из (8.2.14), выводим из (8.2.19), (8.2.20)

следующие оценки:

E(t, 1 + c0(C
′
0Ḡk(g0(T − t)))

1
κ(p+1) )

6 c3C0 exp[(1− b)g0(T − t)] ∀ t ∈ [t
(0)
1 , T ),

h(t, 1 + c0(C
′
0Ḡk(g0(T − t)))

1
κ(p+1) )

6 c4C0 exp((1− b)g0(T − t)), ∀ t ∈ [t
(0)
1 , T ), (8.2.21)
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где c3 = 2(1−r1−b)−1r−b exp(bg0(T )), c4 = 2−1(1−r1−b)c3 < c3. Кроме того
выводим из (8.2.13):

h(t, 1) + E(t, 1) 6 C0 exp(bg0(T − t)) exp((1− b)g0(T − t))

6 C0r
−b exp(bg0(T )) exp((1− b)g0(T − t)) ∀ t ∈ [0, t

(0)
1 ]. (8.2.22)

Зафиксируем теперь произвольное число t̄ < T и запишем следующие
следствия оценок (8.2.21), (8.2.22):

max{h(t, 1 + s0(t̄)), E(t, 1 + s0(t̄))} 6 min{C0F0(t), C1F
(1)
0 (t)}

6 C1F
(1)
0 (t) ∀ t ∈ (0, t̄ ], (8.2.23)

где F
(1)
0 (t) = exp(g1(T−t)), g1(T−t) = (1−b)g0(T−t), C1 = 2C0 exp(bg0(T ))

· r−b(1− r1−b)−1,

s0(t) :=





c0(C
′
0Ḡk(g0(T − t)))

1
κ(p+1) ∀ t ∈ [t

(0)
1 , T ),

0 ∀ t ∈ (0, t
(0)
1 ].

(8.2.24)

Оценки (8.2.23) заканчивают первый цикл оценивания энергетических
функций h(t, s) и E(t, s). Отметим, что новый сингулярный режим, опре-
деляемый установленной оценкой (8.2.23), является более пологим, чем
исходный режим F0(t). В частности, может оказаться выполненным нера-
венство

min{C0F0(t), C1F
(1)
0 (t)} 6 ω0 exp(gs(T − t)) ∀ t ∈ (0, t̄), (8.2.25)

где gs(τ) из (8.2.1), 0 < ω0 = const не зависит от t̄ При этом мы ока-
зываемся в условиях применимости теоремы 7.3.1. В силу этой теоремы
существуют постоянные c и R̄, зависящие только от известных парамет-
ров и не зависящие от t̄ такие, что

E(t̄, 1+s0(t̄)+s̄)+h(t̄, 1+s0(t̄)+s̄) 6 R̄ ∀ t̄ < T, s̄ = cω
p−q

m(p+1)(q+1)+n(p−q)

0 .

Это неравенство эквивалентно следующей оценке распространения вол-
ны сингулярности:

χL(t̄) 6 1 + s0(t̄) + s̄ L = R̄, (8.2.26)

которая и является финальной оценкой волны сингулярности в случае
(8.2.25). Покажем теперь, что оценка (8.2.25) и, следовательно, (8.2.26)
справедлива для режимов g0(τ), которым соответствуют функции Gk(v),
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принадлежащие классу B). В случае такой принадлежности из (8.2.11)
вытекает:

ϕ0(v − k)− ϕ0(v) 6 exp
(
−

(p− q

q + 1
− β

)
v
)

∀ v > vβ,

∀ β : 0 < β <
p− q

q + 1
, ϕ0(v) := g−1

0 (v). (8.2.27)

Отсюда непосредственно следует оценка:

ϕ0(v) =
∞∑
i=0

(ϕ0(v + ik)− ϕ0(v + (i + 1)k)) 6 L2 exp(−Γv)

∀ v > vβ, Γ :=
p− q

q + 1
− β, L2 =

exp(Γk)

exp(Γk)− 1
, (8.2.28)

и, как следствие,

g0(T − t) 6 Γ−1 ln(L2(T − t)−1) = L3 + ḡ0(T − t) ∀ t ∈ [tβ, T ), (8.2.29)

где

tβ := T − g−1
0 (vβ), ḡ0(τ) :=

(q + 1) ln τ−1

(p− q)− β(q + 1)
,

L3 = Γ−1 ln L2 = (q + 1)(p− q − β(q + 1))−1 ln L2.

Зафиксируем теперь произвольное число ρ : (1 − b) < ρ < 1, затем
положим

β = β̄ := ρ−1(q + 1)−1(p− q)(ρ− 1 + b). (8.2.30)
Теперь с учетом (8.2.29) несложно проверить, что g1(τ) := (1− b)g0(τ) =
(1− b)L3 + ρgs(τ), gs(τ) из (8.2.1). Поэтому имеем:

C1F
(1)
0 (t) 6 ω0 exp(ρgs(T − t)) ∀ t ∈ (tβ̄, T ), ρ < 1, (8.2.31)

где ω0 = C1 exp((1− b)L3). С учетом этого неравенства из (8.2.23) в силу
леммы 7.3.1 вытекает следующая равномерная по t̄ < T оценка:

J(t, 1 + s0(t̄) + δ) 6 K(δ) ∀ δ > 0, ∀ t < t̄ < T, (8.2.32)

где K(δ) – функция из (7.3.8), (7.3.33), соответствующая постоянным
C = ω0 из (8.2.31) и γ = (1 − ρ) (q+1)

p−q
. Рассуждая теперь также как при

выводе оценки (7.3.73) из неравенства (7.3.72) в концовке доказательства
теоремы 7.3.1, выводим из (8.2.32) следующее соотношение:

h(t, 1 + s0(t̄) + δ) + k1E(t, 1 + s0(t̄) + δ) 6 (1 + ε)h̄0

+ c(ε)

(
δ

2

)−m(p+1)

K

(
δ

2

)
∀ t < t̄ < T, ∀ ε > 0, ∀ δ > 0, (8.2.33)
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где h̄0 из (7.1.5), постоянная c = c(ε) не зависит от t, t̄ < T . Зафиксировав
δ = δ0 > 0, ε = ε0 > 0, получаем из (8.2.33):

χL(t̄) 6 1 + s0(t̄) + δ0 ∀ t̄ < T, (8.2.34)
где

L = (1 + ε)h̄0 + c(ε0)

(
δ0

2

)−m(p+1)

K

(
δ0

2

)
.

То есть, получена конкретизация оценки (8.2.26) в случае мажоранты
g0(τ) из класса B) и тем самым доказано следующее утверждение.

Лемма 8.2.1. Пусть монотонно невозрастающая на [0, T ) функция
g(τ) определяется в (7.1.10), (8.2.1) сингулярным граничным режимом
f(t, x) задачи (7.1.1)–(7.1.7), а g0(τ) – правильно убывающая в смысле
определения 8.2.2., принадлежащая классу B) (см. (8.2.11)) мажоранта
функции g(τ). Тогда при произвольных постоянных δ0 > 0, ε0 > 0 для
волны сингулярности произвольного решения рассматриваемой задачи
справедлива оценка (8.2.34), где функция K(s) определяется в (7.3.8),
(7.3.33), а функция s0(t) из (8.2.24).

Снова возвращаемся к оценке (8.2.23). Мы рассмотрели случай, ко-
гда правая часть этой оценки удовлетворяет соотношению (8.2.25). Рас-
смотрим теперь ситуацию, когда (8.2.25) не выполняется, то есть, суще-
ствует непустое множество σ ⊂ (t

(0)
1 , t̄) такое, что

C1F
(1)
0 (t) > ω0 exp(gs(T − t)) ∀ t ∈ σ,

Проведем теперь новый цикл итеративного оценивания функций h(t, s),
E(t, s). В этом цикле будем использовать оценку (8.2.23), как стартовую
вместо оценок (8.2.13), использовавшихся в первом цикле. Соответствен-
но, введем новую последовательность {t(1)

i } вместо последовательности
(8.2.14):

F
(1)
0 (t

(1)
j ) := r−1F

(1)
0 (t

(1)
j−1) ∀ j > 1, t

(1)
0 ∈ [0, t

(0)
2 ), (8.2.35)

где F
(1)
0 (t) := exp[g1(T − t)], а t

(0)
2 определяется по аналогии с t

(0)
1 :

g1(T − t
(0)
2 ) := g1(T ) + k ⇐⇒ g0(T − t

(0)
2 ) := g0(T )

+ (1− b)−1k, k = ln r−1. (8.2.36)

Как следствие (8.2.35), (8.2.36), получаем

∆
(1)
j := t

(1)
j − t

(1)
j−1 = g−1

1 (g1(T − t
(1)
j )− k)− (T − t

(1)
j )

= g−1
0

(
g0(T − t

(1)
j )− k

1− b

)
− (T − t

(1)
j ), ∀ j > 1. (8.2.37)
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Обозначив, v
(1)
j := g0(T − t

(1)
j ), получаем

∆
(1)
j = g−1

0

(
v

(1)
j − k

1− b

)
− g−1

0 (v
(1)
j ) ∀ j > 1. (8.2.38)

Теперь, учитывая соотношения (8.2.37), (8.2.38), замечаем, что аналогом
функции Gk(v) из первого цикла в новом цикле является функция

G
(1)
k (v) := exp

(
(p− q)(1− b)

q + 1
v

)[
g−1
0

(
v − k

1− b

)
−g−1

0 (v)

]

∀ v > g0(T ) +
k

1− b
:= v

(1)
0 . (8.2.39)

То есть монотонно неубывающая последовательность смещений {δ̄(1)
j }

может быть определена так:

δ̄
(1)
j := (C ′

1Ḡ
(1)
k (v

(1)
j ))

1
κ(p+1) , C ′

1 = C
p−q
q+1

1 , C1 из (8.2.23),

Ḡ
(1)
k (v) := max

v
(1)
0 6v̄6v

G
(1)
k (v̄), v

(1)
0 = g0(T ) +

k

1− b
. (8.2.40)

Введем теперь энергетические функции E
(1)
j (s) и h

(1)
j (s), соответствую-

щие новой последовательности {t(1)
j }. В силу леммы 7.3.2 из неравенства

(8.2.23) вытекают следующие оценки этих новых энергетических функ-
ций, аналогичные оценкам (8.2.18) из первого цикла:

E
(1)
j (1 + s0(t̄) + s1(t

(1)
j )) 6 C1r

jbF
(1)
0 (t

(1)
j )

= C1 exp

[
bg1(T − t

(1)
0 )

]
exp

[
(1− b)g1(T − t

(1)
j )

]
∀ j : t

(1)
j 6 t̄,

h
(1)
j (1 + s0(t̄) + s1(t

(1)
j ))

6 C1 exp

[
bg1(T − t

(1)
0 )

]
exp

[
(1− b)g1(T − t

(1)
j )

]
∀ j : t

(1)
j 6 t̄,

(8.2.41)

где

s1(t) =

{
c0(C

′
1Ḡ

(1)
k (g0(T − t)))

1
κ(p+1) ∀ t ∈ [t

(0)
2 , T )

0 ∀ t ∈ [0, t
(0)
2 ].



436 Гл. 8. Нелокализованные режимы с сингулярным обострением

Кроме того, обозначая g2(T − t) := (1 − b)g1(T − t), легко выводим из
(8.2.23):

max{h(t, 1 + s0(t̄)), E(t, 1 + s0(t̄))}
6 C1 exp(bg1(T − t)) exp((1− b)g1(T − t))

6 C1r
−b exp(bg1(T )) exp(g2(T − t)) ∀ t ∈ (0, t

(0)
2 ).

С учетом этого соотношения, рассуждая также, как при выводе оценок
(8.2.23) на основе (8.2.18), (8.2.22), выводим из неравенств (8.2.41):

max{h(t, 1 + s0(t̄) + s1(t̄)), E(t, 1 + s0(t̄) + s1(t̄))}
6 min{C0F0(t), C1F

(1)
0 (t), C2F

(2)
0 (t)} 6 C2F

(2)
0 (t) ∀ t ∈ (0, t̄)

(8.2.42)

где

C2 = 2C1 exp(bg1(T )(1− r1−b)−1)r−b, F
(2)
0 (t) = exp(g2(T − t)).

Сингулярный режим, определяемый оценкой (8.2.42), может оказаться
достаточно пологим в том смысле, что выполняется оценка, аналогичная
(8.2.25):

min{C0F0(t), C1F
(1)
0 (t), C2F

(2)
0 (t)} 6 ω0 exp(gs(T − t)) ∀ t < t̄. (8.2.43)

При этом применение теоремы 7.3.1 приводит к финальной оценке ана-
логичной (8.2.26):

χL(t̄) 6 1 + s0(t̄) + s1(t̄) + s̄, L = R̄. (8.2.44)

Если же неравенство (8.2.43) не выполняется, то используем оценку
(8.2.42) как стартовую оценку для следующего третьего цикла оцени-
вания энергетических функций. В результате i таких циклов получаем:

max

{
h(t, 1 +

i−1∑
j=0

sj(t̄)), E(t, 1 +
i−1∑
j=0

sj(t̄))

}

6 min
{
C0F0(t), C1F

(1)
0 (t), . . . , CiF

(i)
0 (t)

}

6 CiF
(i)
0 (t) ∀ t ∈ (0, t̄], F

(i)
0 (t) := exp(gi(T − t)),

(8.2.45)

где gi(T − t) = (1 − b)ig0(T − t), коэффициенты Ci вычисляются при
помощи рекуррентных соотношений

Ci =
2Ci−1 exp[bgi−1(T )]

(1− r1−b)rb
=

2Ci−1 exp[b(1− b)i−1g0(T )]

(1− r1−b)rb

6 D0Ci−1 ∀ i > 1, D0 := 2(1− r1−b)−1r−b exp[bg0(T )]; (8.2.46)
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функции sj(t) в (8.2.45) определяются соотношением

sj(t) :=





c0C
p−q

κ(p+1)(q+1)

j Ḡ
(j)
k (g0(T − t))

1
κ(p+1) ∀ t ∈ [t

(0)
j , t̄)

0 ∀ t ∈ (0, t
(0)
j ],

(8.2.47)

где числа t
(0)
j определяются равенством:

g0(T − t
(0)
j ) := g0(T ) + k(1− b)−j, (8.2.48)

а функция Ḡ
(j)
k (v) – это минимальная монотонно неубывающая мажо-

ранта функции G
(j)
k (v),

Ḡ
(j)
k (v) := max

v
(j)
0 6v′6v

G
(j)
k (v′), v

(j)
0 = g0(T ) +

k

(1− b)j
, (8.2.49)

определяемой равенством

G
(j)
k (v) := exp

(
p− q

q + 1
(1− b)jv

)[
g−1
0

(
v − k

(1− b)j

)
− g−1

0 (v)

]

∀ v > g0(T ) +
k

(1− b)j
= v

(j)
0 = g0(T − t

(0)
j+1).

(8.2.50)

Теперь о максимально допустимом числе i0 = i0(t̄) описанных выше цик-
лов. Оценим сверху и снизу это число. Для этого, варьируя начальную
точку t0 = t0(t̄) ∈ [0, t

(0)
1 ), обеспечиваем выполнение равенства

t
(0)

i0 (̄t)
= t̄ (8.2.51)

При этом в силу (8.2.48) имеем

g0(T − t̄) = g0(T − t
(0)
i0

) = g0(T − t0) + k(1− b)−(i0−1). (8.2.52)

Учитывая, что g0(T ) 6 g0(T − t0) 6 g0(T ) + k, из (8.2.52) получаем

g0(T ) + k(1− b)−(i0−1) 6 g0(T − t̄),

g0(T ) + k + k(1− b)−(i0−1) > g0(T − t̄).

Из этих неравенств, очевидно, следуют оценки для i0

ln[g0(T − t̄)− g0(T )]− ln k

ln(1− b)−1
> i0 − 1

> ln[g0(T − t̄)− g0(T )− k]− ln k

ln(1− b)−1
.

(8.2.53)
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Ясно, что реальное число необходимых итераций может оказаться мень-
шим, чем i0(t̄), так как при некотором i < i0(t̄) соответствующий проме-
жуточный сингулярный режим может уже оказаться локализованным,
то есть режимом, к которому применима теорема 7.3.1 (см. неравенства
(8.2.25), (8.2.43)). Обозначим это реальное оптимальное число итераций
iop = iop(t̄) и найдем точную оценку сверху для функции

Sop(t̄) :=

iop−1∑
j=0

sj(t̄) = c0

iop−1∑
j=0

C
p−q

κ(p+1)(q+1)

j Ḡ
(j)
k (g0(T − t̄))

1
κ(p+1) , (8.2.54)

где Ḡ
(0)
k (v) := Ḡk(v). В силу (8.2.46), определения (8.2.49) и неравенства

Ḡk(v̄) > Gk(v̄) имеем:

Sop(t̄) 6 s0(t̄)

(
1 +

iop−1∑
j=1

Dj
1H

1
κ(p+1)

j

)
, (8.2.55)

где s0(t) из (8.2.24),

D1 = D
p−q

κ(p+1)(q+1)

0 , Hj = Hj(v̄) := G
(j)
k (v(j))(G

(0)
k (v̄))−1.

Здесь v̄ = g0(T − t̄), v(j) – минимальное число из интервала (v
(j)
0 , v̄], v

(j)
0 =

g0(T ) + k(1− b)−j такое, что Ḡ
(j)
k (v̄) = G

(j)
k (v(j)). Обозначим

(1− b)−j = J + ξ; J = [(1− b)−j], 0 6 ξ < 1.

Оценим теперь Hj сверху. В силу правильного убывания (определение
8.2.2) функции g0 имеем

ϕ0(v
(j) − (1− b)−jk)− ϕ0(v

(j)) = ϕ0(v
(j) − ξk)− ϕ0(v

(j))

+
J∑

l=1

[ϕ0(v
(j) − (l − 1)k − ξk − k)− ϕ0(v

(j) − (l − 1)k − ξk)]

6 ϕ0(v
(j) − k)− ϕ0(v

(j)) + (1− δ)−1(ϕ0(v
(j) − k)− ϕ0(v

(j))) ·

·
J∑

l=1

exp

(
p− q

q + 1
(l − 1)k

)
exp

(
p− q

q + 1
ξk

)

6 (1− δ)−1Ak(ϕ0(v
(j) − k)− ϕ0(v

(j))) · exp

[
p− q

q + 1
(1− b)−jk

]
,

Ak :=

(
exp

(
p− q

q + 1
k

)
− 1

)−1

+ (1− δ).

(8.2.56)
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В силу (8.2.56) можем оценить Hj следующим способом:

Hj = Hj(v̄) = G
(j)
k (v(j)) ·G(0)

k (v(j))−1 ·G(0)
k (v(j)) ·G(0)

k (v̄)−1

6 (1− δ)−1Ak exp

[
−p− q

q + 1
(v(j) − (1− b)jv(j) − (1− b)−jk)

]

×G
(0)
k (v(j))G

(0)
k (v̄)−1. (8.2.57)

Отметим теперь, что относительно расположения точек v(j) в интервалах
[v

(j)
0 , v̄] может реализоваться только одна из двух возможностей. Либо

v(j) > 2b−1(1− b)−jk, j = 1, 2, · · · , i0, (8.2.58)

либо найдется такой номер j1 < i0 (i0 из (8.2.53)), что при всех j < j1

выполняется неравенство (8.2.58), причем

v(j1) < 2b−1(1− b)−j1k. (8.2.59)

В первом случае, то есть при выполнении (8.2.58) получаем , продолжая
оценку (8.2.57),

Hj 6 (1− δ)−1Ak exp

[
− (p− q)b

(q + 1)2
v(j)

]
G

(0)
k (v(j))G

(0)
k (v̄)−1 6 (1− δ)−2Ak

exp

[
−(p− q)

(q + 1)

b

2
v

(j)
0

]
6 Bk exp

[
−(p− q)

(q + 1)

b

2
(1− b)−j

]
∀ j > 1, (8.2.60)

где

Bk = (1− δ)−2Ak exp

[
(p− q)

(q + 1)

b

2
g0(T )

]
.

При этом, в силу (8.2.60) имеем

iop−1∑
j=1

Dj
1 H

1
κ(p+1)

j 6 B
1

κ(p+1)

k

∞∑
j=1

Dj
1 µ(1−b)−j

= B
1

κ(p+1)

k D2, (8.2.61)

где

µ = exp

(
− (p− q) b

2κ(q + 1)(p + 1)

)
< 1, D2 = D2(D1, b) < ∞.

Тем самым в случае (8.2.58) в силу (8.2.61) из (8.2.55) вытекает следую-
щая оценка:

Sop(t̄) 6 S(1)
op (t̄) := D3s0(t̄), D3 = (1 + D2B

1
κ(p+1)

k ). (8.2.62)
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При этом из неравенств (8.2.45) с учетом оценки (8.2.62) и (8.2.53) выво-
дим следующую оценку:

h(t̄, 1 + S(1)
op (t̄)) + E(t̄, 1 + S(1)

op (t̄)) 6 C0D
1+ ln k

ln(1−b)

0 (g0(T − t̄)− g0(T ))−
ln D0

ln(1−b)

× exp

[
kg0(T − t̄)

b(g0(T − t̄)− g0(T ))

]
6 C10g0(T − t̄)m1 , (8.2.63)

где

m1 =
ln D0

ln(1− b)−1
, C10 = C0D

1+ ln k
ln(1−b)

0 exp

[
g0(T ) + k

b

]
.

Рассмотрим теперь второй возможный вариант расположения точек v(j),
то есть ситуацию, когда существует номер j1 < i0 такой, что выполнено
неравенство (8.2.59). При этом, очевидно, справедлива оценка:

G
(j1)
k (v(j1)) 6 exp

(2(p− q)

b(q + 1)

)
ϕ0

(
v

(j1)
0 − k

(1− b)j1

)

= T exp
(2(p− q)

b(q + 1)

)
:= L1, (8.2.64)

и, как следствие, величина Hj1(v̄) из (8.2.57) оценивается следующим
образом:

Hj1(v̄) 6 L1G
(0)
k (v̄)−1. (8.2.65)

Предположим теперь, что рассматриваемый граничный режим g0(T − t)
принадлежит классу A), то есть с некоторой положительной постоянной
β < p−q

q+1
выполнено неравенство (8.2.10). Положим теперь v̄ совпадаю-

щим с некоторым vi из последовательности, фигурирующей в (8.2.10).
Тогда из (8.2.65) следует:

Hj1(v̄) 6 L1 exp(−βv̄) 6 L1 exp(−βv
(j1)
0 )

= L1 exp(−βg0(T )) exp(−βk(1− b)−j1).

При этом в силу (8.2.65)

Dj1
1 H

1
κ(p+1)

j1
6 M

1
κ(p+1)

1 Dj1
1 µ̄(1−b)−j1 , (8.2.66)

где

M1 = L1 exp(−βg0(T )), µ̄ = exp(
−βk

κ(p + 1)
) < 1.
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Учитывая (8.2.66), получаем аналогично (8.2.61), (8.2.62):

Sop(t̄) 6 S(2)
op (t̄) := D̄3s0(t̄), t̄ = ti := T−g−1

0 (vi) = T−g−1
0 (v̄), (8.2.67)

D̄3 = D̄3(D1, β).

Тем самым доказана

Лемма 8.2.2. Пусть g(τ) > 0, – монотонно невозрастающая на ин-
тервале [0, T ) функция (g(τ) → ∞ при τ → 0), определяемая в (7.1.10),
(8.2.1) сингулярным граничным режимом f(t, x) задачи (7.1.1)–(7.1.7).
Пусть g0(τ) – произвольная правильно убывающая в смысле определе-
ния 8.2.2 мажоранта функции g(τ). Пусть определяемая по g0 в (8.2.6)
функция Gk принадлежит классу A) (см. (8.2.10)). Тогда справедлива
следующая оценка энергетических функций, связанных с решением и
рассматриваемой граничной задачи:

h(ti, 1 + S(ti)) + E(ti, 1 + S(ti)) 6 C10F10(ti)

:= C10 exp(g10(T − ti)) ∀ i ∈ N, g10(τ) := m1 ln g0(τ), (8.2.68)

где ti := T − g−1
0 (vi), {vi} – последовательность из определения класса

A) (см. (8.2.10));

S(t) := Ds0(t), D = max{D3, D̄3}, s0(t) из (8.2.24), (8.2.69)

D3, D̄3 из (8.2.62), (8.2.67); постоянные m1, C10 определены в (8.2.63).

Адекватное использование лемм 8.2.2, 8.2.1 позволяет устанавливать
в определенном смысле точные оценки сверху распространения волны
сингулярности при произвольных нелокализованных сингулярных гра-
ничных режимах. Приведем ряд примеров.

Пример 1.

g(τ) 6 g0(τ) =

(
ξ + q + 1

p− q

)
ln τ−1 ∀ τ > 0, ξ = const > 0.

(8.2.70)
При этом g−1

0 (v) = exp
(
− (p−q)v

ξ+q+1

)
. Кроме того,

g−1
0 (v − k)− g−1

0 (v) = ck exp

(
− (p− q)v

ξ + q + 1

)
, ck = exp

(
(p− q)k

ξ + q + 1

)
− 1,

поэтому

Gk(v) = Ḡk(v) = ck exp

(
(p− q)ξv

(q + 1)(ξ + q + 1)

)
. (8.2.71)
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Следовательно, определяемая режимом (8.2.70) функция Gk(v) принад-
лежит классу A) с постоянной

β =
ξ(p− q)

(q + 1)(ξ + q + 1)
<

p− q

q + 1
.

Рассмотрим результат применения леммы 8.2.2. В силу (8.2.68) имеем:

h(t, 1 + S(0)(t̄)) + E(t, 1 + S(0)(t̄)) 6 C10F10(t) ∀ t < t̄ < T, (8.2.72)

где

S(0)(t̄) = DGk(g0(T − t̄))
1

κ(p+1) = K(T − t̄)−
ξ

m(p+1)(q+1)+n(p−q) , K = Dc
1

κ(p+1)

k ,

D из (8.2.69), ck из (8.2.71), F10(t) =

(
(ξ + q + 1)

p− q
ln(T − t)−1

)m1

.

При произвольном t̄ < T оценка (8.2.72) определяет в точке s0 = 1 +
S(0)(t̄) слабо сингулярный граничный режим, удовлетворяющий условию
(7.3.1) из теоремы 7.3.1. Поэтому в силу этой теоремы получаем следу-
ющую оценку волны сингулярности:

χL(t̄) 6 1 + K(T − t)−
ξ

m(p+1)(q+1)+n(p−q) + δ ∀ t̄ < T, ∀ δ > 0, (8.2.73)

где L = L(C10, δ) = const < ∞. Оценкa (8.2.73) при m > 1 полученa в
[45], там же показана ее точность. В [45] установлена также оценка свер-
ху волны сингулярности в случае следующего модельного граничного
режима.

Пример 2.

g(τ) 6 g0(τ) := λτ−η ∀ τ > 0, η = const > 0, λ = const > 0. (8.2.74)

Очевидно, что ϕ0(v) := g−1
0 (v) = v−

1
η λ

1
η и, следовательно, в силу выпук-

лости этой функции:

ϕ0(v − k)− ϕ0(v) > −kϕ′0(v) = kλ
1
η η−1v−

1+η
η (8.2.75)

> exp

(
−(1− ν)

p− q

q + 1
v

)
∀ ν : 0 < ν < 1,

∀ k > 0, ∀ η > 0, ∀ v > v0 = v0(k, η, λ).

Отсюда следует, что с произвольным β = ν (p−q)
q+1

: 0 < β < p−q
q+1

, выпол-
няется условие (8.2.10) для произвольной последовательности vi → ∞.
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Тем самым порождаемая режимом (8.2.74) функция Gk(v) принадлежит
к классу A). Отметим также, что из выпуклости функции ϕ0(v) следует:

ϕ0(v − k)− ϕ0(v) 6 −kϕ′0(v − k) = kλ
1
η η−1(v − k)−

1+η
η .

Поэтому имеем следующую оценку:

Gk(v) 6 Ĝk(v) := 2
1+η

η kη−1λ
1
η v−

1+η
η exp

(
p− q

q + 1
v

)
, ∀ v > v̄0 := 2k.

Легко проверить, что

min
v>0

Ĝk(v) = Gk(vmin), vmin =
(1 + η)(q + 1)

η(p− q)
,

причем Ĝk(v) является монотонно растущей функцией при v > vmin :

Ĝk(v) →∞ при v →∞. Если

v
(0)
0 := g0(T ) + k = λT−η + k,

то определим значение v1:

v1 > vmin : Ĝk(v1) := Ĝk(v
(0)
0 ). (8.2.76)

Тогда очевидно, что Ĝk(v) > Ḡk(v) ∀ v > v1, где Ḡk(v) из определения
(8.2.24). При этом в силу леммы 8.2.2 имеем:

h(t, 1 + S(0)(t̄)) + E(t, 1 + S(0)(t̄))

6 C10 exp(g10(T − t)) ∀ t : t1 < t < t̄, ∀ t̄ < T, (8.2.77)

где t1 = T − ϕ0(v1), S(0)(t) = DĜk(g0(T − t))
1

κ(p+1) , D из (8.2.69); функ-
ция g10(τ) := m1η ln τ−1 удовлетворяет условию (8.2.70) с ξ = ξ0 > 0,
определяемым соотношением:

m1λ =
ξ0 + q + 1

p− q
=⇒ ξ0 = m1λ(p− q)− q − 1.

Следовательно, при любом t̄ < T оценка (8.2.77) определяет промежу-
точный сингулярный граничный режим, охватываемый примером 1. По-
этому в силу (8.2.77) имеем:

χL(t̄) 6 1 + S(0)(t̄) + K(T − t̄)−
ξ0

m(p+1)(q+1)+n(p−q) + δ

∀ t̄ ∈ (t1, T ) ∀ δ > 0, L = L(δ). (8.2.78)
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Из принадлежности функций Gk(v), а следовательно, и Ĝk(v) к классу
A) легко следует, что

S(0)(t)(T − t)
ξ0

m(p+1)(q+1)+n(p−q) →∞ при t → T

Поэтому из (8.2.78) вытекает:

χL(t̄) 6 1 + (1 + ω(t̄))S(0)(t̄) ∀ t̄ ∈ (t1, T ),

где ω(t̄) → 0 при t̄ → T . Из этой оценки, используя выражение для S(0)(t)
из (8.2.77), получаем для всех t < T оценку:

χL1(t) 6 1 + K1λ
− 1

κ(p+1) (T − t)
(1+η)

κ(p+1) exp

[
λ(p− q)

κ(q + 1)
(T − t)−η

]
, (8.2.79)

где L1 < ∞, K1 < ∞ зависят только от известных параметров задачи.
Описанная в примере 2 и основанная на лемме 8.2.2 процедура по-

этапного оценивания волны сингулярности применима к общим сильно
сингулярным граничным режимам.

Теорема 8.2.1. Пусть g(τ) > 0 : g(τ) →∞ при τ →∞, – монотон-
но невозрастающая на интервале (0, T ) функция, определяемая в (8.2.1),
(7.1.10) сингулярным граничным режимом f(t, x) задачи (7.1.1)–(7.1.7).
Пусть g0(τ) – произвольная правильно убывающая в смысле определения
8.2.2 мажоранта функции g(τ), а определяемая по g0(τ) в (8.2.6) функ-
ция Gk(v) принадлежит подклассу Ā) (см. (8.2.12)). Тогда существуют
постоянные k, K, L, зависящие только от известных параметров за-
дачи, такие, что для волны сингулярности произвольного решения и
рассматриваемой задачи справедлива оценка

χL(t̄) 6 1 + KGk(g0(T − t̄))
1

κ(p+1) ∀ t̄ < T, κ из (7.2.12). (8.2.80)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу принадлежности Gk классу Ā) из
установленной в лемме 8.2.2 оценки (8.2.68) вытекает неравенство

h(t, 1 + Ds0(t̄)) + E(t, 1 + Ds0(t̄)) 6 C10F10(t) ∀ t : 0 < t < t̄ < T,
(8.2.81)

где функция s0(t) из (8.2.24). Если режим F10(t) из (8.2.81) удовлетворя-
ют условию (7.3.1) из теоремы 7.3.1, то в силу этой теоремы из (8.2.81)
вытекает справедливость оценки (8.2.80). Если же для F10(t) соотноше-
ние (7.3.1) не выполняется, то воспользуемся оценкой (8.2.81) как стар-
товой вместо (8.2.13) в цикле вычислений из леммы 8.2.2, приведших к
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оценке (8.2.6). При этом результатом i-циклов таких вычислений, как
несложно проверить, является

h(t̄, 1 + Ds0(t̄) +
i−1∑
j=0

s1j(t̄)) + E(t̄, 1 + Ds0(t̄) +
i−1∑
j=0

s1j(t̄))

6 C10D
i
0F

(i)
1,0(t̄) := C10D

i
0 exp((1− b)ig10(T − t̄)) ∀ t̄ < T, (8.2.82)

где

s1j(t) = c0C
p−q

κ(p+1)(q+1)

10 D
j(p−q)

κ(p+1)(q+1)

0 Ḡ
(j)
k1 (g10(T − t))

1
κ(p+1) ,

Ḡk1(v) – минимальная монотонно неубывающая мажоранта функции

G
(j)
k1 (v) := exp

(
p− q

p + 1
(1− b)jv

) (
g−1
10

(
v − k

(1− b)j

)
− g−1

10 (v)

)
.

В соответствии с (8.2.53) для любого t̄ < T определим натуральное число
i10 = i10(t̄) неравенствами

ln(g10(T − t̄)− g10(T ))− ln k

ln(1− b)−1
> i10−1 > ln(g10(T − t̄)− g10(T )− k)− ln k

ln(1− b)−1

(8.2.83)
и положим в (8.2.82) i = i10(t̄). При этом, как и в (8.2.63), получаем

h(t̄, 1 + Ds0(t̄) +

i10−1∑
j=0

s1j(t̄)) + E(t̄, 1 + Ds0(t̄) +

i10−1∑
j=0

s1j(t̄))

6 C20 exp(g20(T − t̄)) ∀ t̄ < T, (8.2.84)

где g20(τ) = m1 ln g10(τ), C20 = C10D01 = C0D
2
01, D01 := D

1+ ln k
ln(1−b)

0

exp
(

g0(T )+k
b

)
. Очевидна оценка:

s1j(t̄) 6 C̄10 exp

(
p− q

κ(p + 1)(q + 1)
(j ln D0 + (1− b)jm1 ln g0(T − t̄))

)
,

где

C̄10 = c0C
p−q

κ(p+1)(q+1)

10 T
1

κ(p+1) .

Поэтому несложные вычисления приводят к:

i10−1∑
j=0

s1j(t̄) 6 C̄10 exp (m̄1 ln g0(T − t̄)) (1 + ϕ1(t̄)), (8.2.85)
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где m̄1 = m1(p−q)
κ(p+1)(q+1)

,

ϕ1(t̄) =
exp

[
− p−q
κ(p+1)(q+1)

(bm1 ln g0(T − t̄)− ln D0

ln(1−b)−1 ln g10(T − t̄))
]

exp
[

(p−q) ln D0

κ(p+1)(q+1)

]
− 1

.

Очевидно, что ϕ1(t̄) → 0 при t̄ → T . Отметим также, что в силу принад-
лежности функции G

(0)
k (v) к классу Ā) имеем:

s0(t̄) > c0C
p−q

κ(p+1)(q+1)

0 exp

[
β(p− q)

κ(p + 1)(q + 1)
g0(T − t̄)

]
. (8.2.86)

С учетом (8.2.85) из (8.2.84) следует соотношение:

h(t, 1 + S1(t̄)) + E(t, 1 + S1(t̄)) 6 C20F20(t) ∀ t < t̄ < T, (8.2.87)

где
F20(t) := exp(g20(T − t)) = exp(m1 ln(m1 ln g0(T − t))),

S1(t) := Ds0(t) + C̄10 exp(m̄1 ln g0(T − t))(1 + ϕ1(t)) = Ds0(t) + S̄1(t)

Неравенство (8.2.87) можем переписать в виде:

h(t, 1 + S1(t̄)) + E(t, 1 + S1(t̄)) 6 ω(t)gs(T − t), ∀ t < t̄ < T, (8.2.88)

где

ω(t) = C20 exp

[
m1 ln(m1 ln g0(T − t))− q + 1

p− q
ln(T − t)−1

]
,

а gs(τ) определено в (8.2.1). В силу теоремы 7.3.1 из (8.2.88) следует суще-
ствование постоянных C, K, зависящих только от известных параметров
задачи и не зависящих от t, t̄ таких, что

h(t, 1 + Ds0(t̄) + S̄1(t̄) + Cω(t̄)
p−q

κ(p+1)(q+1) )

+ E(t, 1 + Ds0(t̄) + S̄1(t̄) + Cω(t̄)
p−q

κ(p+1)(q+1) ) 6 K ∀ t < t̄ < T.
(8.2.89)

С учетом (8.2.86) просто проверяются следующие свойства функций
s0(t), S̄1(t), ω(t):

S̄1(t̄) · ω(t̄)−
p−q

κ(p+1)(q+1) →∞ при t̄ → T, s0(t̄)S̄1(t̄)
−1 →∞ при t̄ → T.

Поэтому из (8.2.89) стандартно следует оценка волны сингулярности:

χL(t) 6 (D + δ)s0(t) ∀ t < T, ∀ δ > 0, L = L(K, δ),



8.2. Оценки волны сингулярности 447

которая соответствует необходимой оценке (8.2.80).

Пример 3.

g(τ) 6 g0,l(τ) := al exp(al−1 exp(. . . a1 exp τ−1) . . .), ai > 0, l ∈ N.
(8.2.90)

При этом, как несложно проверить,

ϕ0,l(v) := g−1
0,l (v) =

[
ln(a−1

1 ln(a−1
2 ln(a−1

3 . . . ln(a−1
l v) . . .)

]−1

:= (f
(1)
l (v))−1.

(8.2.91)
Полагая f

(j)
l (v) := ln(a−1

j ln(a−1
j+1 . . . ln

(
v
al

)
. . . ), просто проверяем, что

ϕ′0,l(v) :=
dϕ0,l(v)

dv
= −v−1(f

(1)
l (v))−1

(
l∏

j=1

f
(j)
l (v)

)−1

. (8.2.92)

В силу очевидной выпуклости функции ϕ0,l(v) имеем:

−kϕ′0,l(v) 6 ϕ0,l(v − k)− ϕ0,l(v) 6 −kϕ′0,l(v − k).

Отсюда следует принадлежность функции Gk(v) = exp(p−q
q+1

v)(ϕ0,l(v −
k)−ϕ0,l(v)) классу Ā) и, в силу теоремы 8.2.1, следующая оценка волны
сингулярности:

χL(t) 6 1 + K exp

[
(p− q)

κ(p + 1)(q + 1)
g0,l(T − t)

]

×(T − t)
1

κ(p+1)

( l∏
j=1

f
(j)
l (g0,l(T − t))

)− 1
κ(p+1)

.

В частности, при l = 1 g0,1(τ) = a1 exp τ−1, и оценка имеет вид:

χL(t) 6 1 + K exp

[
(p− q)a1

κ(p + 1)(q + 1)
exp(T − t)−1

]
· (T − t)

2
κ(p+1) .

Рассмотрим теперь несколько примеров нелокализированных сингуляр-
ных режимов, являющихся возмущением предельного локализованного
S-режима

Fs(t) = exp

(
q + 1

p− q
ln(T − t)−1

)
= exp(gs(T − t)),
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то есть класс режимов структуры:

g(τ) = gs(τ)(1 + ω(τ)), ω(τ) > 0, (8.2.93)

где ω(τ) → 0 при τ → 0, но ϕ(τ) := gs(τ)ω(τ) →∞ монотонно при τ → 0.
Очевидно, что для режимов (8.2.93) справедливо:

g(τ) 6 gs(τ)(1 + ω0(τ0)) ∀ τ < τ0, ω0(τ0) := max
0<τ<τ0

ω(τ).

Поэтому

g−1(v) 6 exp
(
− v

a(1 + ω0)

)
∀ v > v0 = g(τ0), a =

q + 1

p− q
.

Следовательно, соответствующая функция Gk(v) = exp(a−1v)(ϕ0,l(v −
k)− ϕ0,l(v)) принадлежит классу B). В силу теоремы о среднем:

g−1(v−k)−g−1(v) = −(g−1)′(v̄)k, v̄ = v−kξ, 0 < ξ = ξ(v) 6 1. (8.2.94)

В силу (8.2.93) имеем также:

g′(τ) = aτ−1(1 + ω(τ)− τ ln τ−1ω′(τ)) := −aτ−1(1 + ω1(τ)).

Следовательно,

(g−1)′(v̄) = − τ(v̄)

a(1 + ω1(τ(v̄))
:= − g−1(v̄)

a(1 + ω1(g−1(v̄))
.

Кроме того запишем (8.2.93) в виде:

v = a ln τ−1(1 + ω(τ)) ⇐⇒ exp
(v

a

)
= τ−(1+ω(τ)).

Учитывая последние соотношения, получаем

Gk(v) = −k exp
(v

a

)
(g−1)′(v̄) = k τ−(1+ω(τ))τ̄ a−1(1 + ω1(τ̄))−1,

где τ̄ := τ(v̄) = τ(v − kξ). Следовательно,

Gk(v) = ka−1
( τ̄

τ

)
τ−ω(τ)(1 + ω1(τ̄))−1. (8.2.95)

Покажем теперь, что

τ̄

τ
=

τ̄(v)

τ(v)
:= l = l(v) 6 exp

(
ξk

a

)
∀ v < ∞. (8.2.96)
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Действительно, запишем равенства, определяющие значения τ = τ(v) и
τ̄ = τ̄(v):

v := a ln τ−1 + ϕ(τ), ϕ(τ) := aω(τ) ln τ−1;

v̄ = v − kξ := a ln τ̄−1 + ϕ(τ̄) = a ln(lτ)−1 + ϕ(lτ).

Вычтем из первого соотношения второе, получим kξ > a ln l + ϕ(τ) −
ϕ(lτ). Отсюда в предположении, что l > 1, выводим в силу монотонности
функции ϕ(τ):

k ξ > a ln l ⇐⇒ l 6 exp

(
kξ

a

)
,

что и доказывает (8.2.96). Наконец, оценим сверху величину (1+ω1(τ̄))−1

из (8.2.95). Несложно проверить, что ω1(τ) = −τϕ′(τ) > 0 в силу моно-
тонности функции ϕ(τ). Кроме того в силу монотонности функции ω(τ):

ω1(τ) = ω(τ)− τ ln τ̄ 1ω′(τ) 6 ω(τ) < ω0(τ0) = sup
0<τ<τ0

ω(τ).

Теперь в силу (8.2.96) и установленных свойств функции ω1(τ) выводим
из (8.2.95)

Gk(g(T − t)) 6 K(T − t)−ω(T−t) ∀ t < T, K = Ka−1 exp

(
ξk

a

)

и, следовательно, в силу леммы 8.2.1 имеем

χL(t) 6 1 + K1(T − t)−
ω(T−t)
κ(p+1) ∀ t < T. (8.2.97)

Приведем несколько конкретных примеров, иллюстрирующих оценку
(8.2.97).

Пример 4. g(τ) = q+1
p−q

ln τ−1(1 + (ln τ−1)−β), 0 < β < 1. Следовательно
ω(τ) = (ln τ−1)−β. Тогда в силу (8.2.97)

χL(t) 6 1 + K2 exp

[
(ln(T − t)−1)1−β

κ(p + 1)

]
∀ t < T. (8.2.98)

Пример 5. g(τ) = q+1
p−q

ln τ−1(1 + ωl(τ)), где

ωl(τ) = ln(1 + ln(1 + . . . + ln︸ ︷︷ ︸
l

τ−1)) . . .)× (ln τ−1)−1.

Тогда в силу (8.2.97)

χL(t) 6 1 + K3 (1 + ln(1 + ln(1 + . . . + ln︸ ︷︷ ︸
N−1

(T − t)−1) . . .))
1

κ(p+1) . (8.2.99)
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8.3. Волна сингулярности в квазиоднородных
параболических уравнениях

Оценим теперь распространение волны сингулярности решения в
случае p = q > 0. Как и в разделе 8.2 техника оценивания этой волны
состоит в итеративной процедуре. Но если в разделе 8.2 аналитической
основой для соответствующих итераций были оценки из леммы 7.3.2, то
при p = q такой основой будет обобщение леммы 7.4.2 на случай произ-
вольных граничных режимов F (t), удовлетворяющих противоположной
к (7.4.1) оценке:

F (t) > exp

[
w(T − t)−

1
m(p+1)−1

]
∀ t < T, w = const > 0,

или иначе

g(τ) := ln F (T − τ) > wτ−
1

m(p+1)−1 , 0 < τ < T. (8.3.1)

В рассматриваемом сейчас случае p = q определение 8.2.2 правильной
монотонности трансформируется в следующее.

Определение 8.3.1. Будем говорить, что некоторая непрерывная
монотонно убывающая на (v0,∞), v0 > 0, функция ϕ(v), (ϕ(v) → 0 при
v →∞) является правильно убывающей, если найдется число λ ∈ (0, 1),
а также числа k0 = k0(λ) > 0, δ = δ(λ) ∈ [0, 1) такие, что при любом
k > k0 выполняются соотношения:

v2 (ϕ(v2 − k)− ϕ(v2))
1

m(p+1) > (1− δ)v1 (ϕ(v1 − k)− ϕ(v1))
1

m(p+1)

∀ v2, v1 : λ−1v1 > v2 > v1 > max{k + v0, λ
−1k}. (8.3.2)

Лемма 8.3.1. Пусть при некотором s′ > 1 для энергетических
функций, соответствующих решению u(t, x) задачи (7.1.1)–(7.1.7), вы-
полняется следующее неравенство:

h(t, s′) + E(t, s′) 6 CF0(t) := C exp(g0(T − t)) ∀ t < T, (8.3.3)

где функция g0(τ) > 0 такова, что обратная к ней функция ϕ0(v) для
всех v > v0 = g0(T ) является правильно монотонной функцией в смысле
определения 8.3.1. Тогда для произвольного числа b ∈ (0, 2−1), существу-
ют положительные постоянные K1 = K1(b), K2 = K2(b) и k = k(b)
такие, что справедливы оценки

max{h(t, s′ + K1Ū
(0)
k (g0(T − t))), E(t, s′ + K1Ū

(0)
k (g0(T − t)))}

6 CK2F0(0)bF0(t)
1−b ∀ t : t

(0)
1 < t < T, (8.3.4)
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где

t
(0)
1 = T − ϕ0(v

(0)
0 ), v

(0)
0 := g0(T ) + k, Ū

(0)
k (v) := max

v
(0)
0 6 v̄6v

U
(0)
k (v̄),

U
(0)
k (v) := (v − v

(0)
0 )(ϕ0(v − k)− ϕ0(v))

1
m(p+1) ∀ v > v

(0)
0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о как и в лемме 7.4.2 проведем, изучая свойства
функциональной системы (7.4.17), (7.4.18). Как и ранее, определим по-
следовательность {ti} рекуррентным соотношением

F0(tj) := r−1F0(tj−1) ∀ j > 1, 0 6 t0 < T − ϕ0(g0(T ) + k), (8.3.5)

где k = ln r−1, r > 0 – постоянная, определяемая в дальнейшем. След-
ствием этого определения является соотношениие

∆j = tj−tj−1 = ϕ0(vj−k)−ϕ0(vj) = ϕ0(v0+k(j−1))−ϕ0(v0+kj), (8.3.6)

где vj := g0(T − tj). Пусть λ ∈ (0, 1) – число из определения правильной
монотонности функции ϕ0(v). Тогда, очевидно

vj

vi

=
v0 + kj

v0 + ki
<

j

i
6 λ−1 ∀ i : [λj] + 1 6 i 6 j.

Используя это неравенство, выводим из условия (8.3.2) для ϕ0(v):

∆i

∆j

=
ϕ0(vi − k)− ϕ0(vi)

ϕ0(vj − k)− ϕ0(vj)
6

(
vj

vi

)m(p+1)

(1− δ)−1

6 A1 := (λ(1− δ))−m(p+1) ∀ j ∈ N, ∀ i : [λj] + 1 6 i 6 j. (8.3.7)

Зафиксируем теперь номер j ∈ N и определим смещение δj формулой
(7.4.29), где ω > 0 – свободный параметр, который будет зафиксирован
ниже. При этом получаем j пар неравенств (7.4.30), (7.4.31). Для анализа
этой системы оценим величину G(∆i, δj) ∀ i 6 j. В силу (8.3.7) имеем

∆iδ
−m(p+1)
j = ∆jδ

−m(p+1)
j

∆i

∆j

6 ωA1 ∀ i : [λj] + 1 6 i 6 j.

Поэтому справедлива оценка

G(∆i, δj) 6 ω1(ω) = (ωA1)
1
p + (A1ω)

1
m(p+1)−1 , [λj] + 1 6 i 6 j. (8.3.8)



452 Гл. 8. Нелокализованные режимы с сингулярным обострением

Теперь из анализируемой системы функциональных неравенств следует
в силу (8.3.3) и определения (8.3.5):

Ei(s
′ + δj) 6 c1 CF0(ti−1) + c2ω1(ω)CF0(ti)

6 (c1r + c2ω1(ω)) CF0(ti) ∀ i > [λj] + 1,

и аналогично,

hi(s
′ + δj) 6 ((1 + ε)r + c(ε)ω1(ω)) CF0(ti) ∀ i > [λj] + 1.

Фиксируем теперь b0: 0 < b0 < 2−1, затем ε = ε(b0), ω = ω(b0) и r = r(b0)
столь малыми, чтобы выполнялись соотношения (7.4.36), (7.4.37).
В результате получаем

Ei(s
′ + δj) 6 r2b0CF0(ti) ∀ i > [λj] + 1,

hi(s
′ + δj) 6 r2b0CF0(ti) ∀ i > [λj] + 1.

Используя эти оценки как стартовые вместо (8.3.3), приходим после вто-
рого цикла вычислений, аналогичного соответствующему циклу в дока-
зательстве леммы 7.4.2, к неравенствам

Ei(s
′+2δj) 6 r4b0CF0(ti), hi(s

′+2δj) 6 r4b0CF0(ti) ∀ i : 2+[λj] 6 i 6 j.

Продолжая оценивать таким же способом, приходим после [(1−λ)j] цик-
лов к:

Ej(s
′ + (1− λ)j δj) 6 Cr−1r−j(1−2b0(1−λ))F0(t0),

hj(s
′ + (1− λ)j δj) 6 Cr−1F0(ti)

1−2b0(1−λ)F0(t0)
2b0(1−λ).

(8.3.9)

Из определения (8.3.5), очевидно, следует

g0(T − ti) = ikg0(T − t0) =⇒ i = k−1(g0(T − ti)− g0(T − t0)) ∀ i 6 j.
(8.3.10)

Поэтому с учетом (8.3.6) имеем

j δj = ω−
1

m(p+1) j∆
1

m(p+1)

j = ω−
1

m(p+1) k−1(g0(T − tj)− g0(T − t0))

×
(

ϕ0(g0(T − tj)−k)−ϕ0(g0(T − tj))

) 1
m(p+1)

= k−1ω−
1

m(p+1) ·S(0)
k (g0(T − tj)).

(8.3.11)
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С учетом этого соотношения выводим из (8.3.9)

max{hj(s
′ + (1− λ)k−1ω−

1
m(p+1) U

(0)
k (g0(T − tj))),

Ej(s
′ + (1− λ)k−1ω−

1
m(p+1) U

(0)
k (g0(T − tj)))}

6 CF0(tj)
1−bF0(t0)

b, (8.3.12)

где b = 2b0(1−λ). Стартуя с (8.3.12) и проводя вычисления, аналогичные
(8.2.19), (8.2.20), приходим к:

max{h(ti, s
′ + c0Ū

(0)
k (g0(T − ti))), E(ti, s

′ + c0Ū
(0)
k (g0(T − ti)))}

6 (1 + c1)CF0(t0)
b · F0(tj)

1−b ∀ i > 1,
(8.3.13)

где c0 = (1− λ)k−1ω−
1

m(p+1) , c1 = (1− r1−b)−1. Из этих оценок стандартно
следуют необходимые оценки (8.3.4) с K1 = c0 и K2 = (1 + c1)r

−1−b. ¤
Лемма 8.3.2. В условиях леммы 8.3.1 существуют постоянные K3,

C10, m1, зависящие только от известных параметров задачи ( включая
b из (8.3.4), δ из (8.3.2)) и не зависящие от t̄ < T такие, что справедливы
следующие энергетические оценки:

max{h(t̄, s′ + K3Ū
(0)
k (g0(T − t̄))), E(t̄, s′ + K3Ū

(0)
k (g0(T − t̄)))}

6 C10(ln F0(t̄))
m1 := C10F1,0(t̄) ∀ t̄ < T, (8.3.14)

где функции U
(0)
k (v), Ū

(0)
k (v) из (8.3.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится при помощи итеративной
процедуры. В силу леммы 8.3.1 при произвольном t̄ < T справедливы
оценки

max{h(t, s′ + s0(t̄)), E(t, 1 + s0(t̄))} 6 min(CF0(t), C1F
(1)
0 (t))

6 C1F
(1)
0 (t) ∀ t : 0 6 t 6 t̄, (8.3.15)

где
s0(t̄) = K1Ū

(0)
k (g0(T − t̄)), F

(1)
0 (t) = exp(g1(T − t)),

g1(τ) = (1− b)g0(τ), C1 = K2F0(0)bC.

Отметим, что

ϕ1(w) := g−1
1 (w) = g−1

0

(
w

1− b

)
:= g−1

0 (v) = ϕ0(v),
w

1− b
= v.
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Поэтому очевидна эквивалентность следующих двух неравенств:

α0) v2

(
ϕ0

(
v2 − k

1− b

)
− ϕ0(v2)

) 1
m(p+1)

> (1− δ)v1

(
ϕ0

(
v1 − k

1− b

)
− ϕ0(v1)

) 1
m(p+1)

∀ v1, v2 :

v̄ = g0(T − t̄) > λ−1v1 > v2 > v1 > max

{
k

1− b
+ v0,

λ−1k

1− b

}
;

α1) w2(ϕ1(w2−k)−ϕ1(w2))
1

m(p+1) > (1−δ)w1(ϕ1(w1−k)−ϕ1(w1))
1

m(p+1)

∀w1, w2 : w̄ := g1(T − t̄) > λ−1w1 := λ−1(1− b)v1 > w2 > w1

> max

{
k + w0,

k

λ

}
, w0 := (1− b)v0.

Так как ϕ0(v) удовлетворяет условию (8.3.2), то неравенство α0) выпол-
няется для всех v1 < v2 из указанного интервала, причем этот интервал
не пуст, если

v̄ := g0(T − t̄) > max

{
k

1− b
+ v0,

k

λ(1− b)

}
. (8.3.16)

При этом в силу α1) функция ϕ1(w) при тех же значениях парамет-
ров δ, k, λ, что и ϕ0(v), удовлетворяет условию (8.3.2) на соответствую-
щем непустом множестве значений w1 < w2. Поэтому, используя оценку
(8.3.15) в качестве начальной вместо (8.3.3), получаем в силу леммы 8.3.1
следующее соотношение

max{h(t, s′ + s0(t̄) + s1(t̄)), E(t, 1 + s0(t̄) + s1(t̄))}
6 min(CF0(t), C1F

(1)
0 (t), C2F

(2)
0 (t)) 6 C2F

(2)
0 (t) ∀ t : 0 6 t 6 t̄,

(8.3.17)

где

F
(2)
0 (t) := exp(g2(T − t)), g2(τ) = (1− b)g1(τ) = (1− b)2g0(τ),

C2 = K2F
(2)
0 (0)bC1, s1(t̄) = K1Ū

(1)
k (g0(T − t̄)),
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Ū
(1)
k (v) := max

v
(1)
0 6v′6v

U
(1)
k (v′),

U
(1)
k (v) := (1− b)(v − v

(1)
0 )

(
ϕ0

(
v − k

1− b

)
− ϕ0(v)

) 1
m(p+1)

,

v
(1)
0 := g0(T ) +

k

1− b
.

При выполнении следующего аналога неравенства (8.3.16):

v̄ = g0(T − t̄) > max

{
k

(1− b)2
+ v0,

k

λ(1− b)2

}

оценку (8.3.17) можно использовать как стартовую для следующего ите-
ративного использования леммы 8.3.1. Соответственно, при выполнении
соотношения

v̄ := g0(T − t̄) > max

{
k

(1− b)i−1
+ v0,

k

λ(1− b)i−1

}
, i ∈ N, (8.3.18)

можно провести i таких итераций, результатом чего является следующая
оценка:

max

{
h

(
t, s′ +

i−1∑
j=0

sj(t)

)
, E

(
t, s′ +

i−1∑
j=0

sj(t̄)

)}

6 CiF
(i)
0 (t) = Ci exp((1− b)ig0(T − t)) 0 < t 6 t̄. (8.3.19)

Здесь

Cj 6 D0Cj−1 ∀ j 6 i, D0 = const = K2F0(0)b, (8.3.20)

sj(t) :=

{
K1Ū

(j)
k (g0(T − t)) ∀ t ∈ [t

(0)
j , t̄),

0 ∀ t < t
(0)
j ,

где t
(0)
j определено в (8.2.48), Ū

(j)
k (v) := max

v
(j)
0 6v′6v

U
(j)
k (v′),

U
(j)
k (v) := (1− b)j(v − v

(j)
0 )(ϕ0(v − k

(1− b)j
)− ϕ0(v))

1
m(p+1) ,

v
(j)
0 := g0(T ) + k(1− b)−j = g0(t

(0)
j ).
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Так как соотношение (8.3.18) должно быть выполненным для любого
допустимого числа итераций, то при достаточно больших значениях v̄
максимальное допустимое число итераций iop = iop(t̄) определяется сле-
дующими неравенствами:

k

λ(1− b)iop
> v̄ > k

λ(1− b)iop−1
.

Следовательно,

i0 =

[
ln v̄ − ln λ−1 − ln k

ln(1− b)−1

]
,

откуда с учетом (8.3.20) вытекает неравенство

Ciop exp
(
(1− b)iopg0(T − t̄)

)
6 C10(g0(T − t̄))

ln D0
ln(1−b)−1 , (8.3.21)

где

C10 := C0 exp
(k

λ

)
exp

(
− ln D0(ln λ−1 + ln k)

ln(1− b)−1

)
.

Оценим теперь сверху величину Sop(t̄) :=
iop−1∑
j=0

sj(t̄). В силу условия

(8.3.2) имеем:

Sop(t̄) 6 (1−δ)−1K1

iop−1∑
j=0

(1−b)j(v̄−v
(0)
0 )

(
ϕ0

(
v̄ − k

(1− b)j

)
− ϕ0(v̄)

) 1
m(p+1)

,

где v̄ = g0(T − t̄). Из этого неравенства следует:

Sop(t̄) 6 (1− δ)−1K1U
(0)
k (v̄)

(
1 +

iop−1∑
j=1

Hj

)
,

Hj = (1− b)j

(
ϕ0(v̄ − k

(1−b)j )− ϕ0(v̄)

ϕ0(v̄ − k)− ϕ0(v̄)

) 1
m(p+1)

.

Оценим теперь Hj. Обозначая d = [(1− b)−j], с использованием условия
(8.3.2) получаем

ϕ0(v̄ − lk)− ϕ0(v̄) =
d∑

i=1

(ϕ0(v̄ − (i− 1)k − k)− ϕ0(v̄ − (i− 1)k)) 6
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6 (1− δ)−m(p+1)

d∑
i=1

(
v̄

v̄ − (i− 1)k

)m(p+1)

· (ϕ0(v̄ − k)− ϕ0(v̄)) 6

6 d

(1− δ)m(p+1)λm(p+1)
(ϕ0(v̄− k)−ϕ0(v̄)) 6 A1(1− b)−j(ϕ0(v̄− k)−ϕ0(v̄)),

где A1 из (8.3.7). Из последнего неравенства вытекает, что

Hj 6 A
1

m(p+1)

1 · (1− b)jγ ∀ j 6 iop, γ = (l + 1)−1, l = m(p + 1)− 1,

что приводит к оценке:

Sop(t̄) 6 A
1

m(p+1)

1 K1

(1− δ)(1− (1− b)γ)
U

(0)
k (g0(T − t̄)) := S(0)

op (t̄). (8.3.22)

Отсюда с учетом (8.3.21) получаем:

max{h(t̄, s′ + S(0)
op (t̄)), E(t̄, s′ + S(0)

op (t̄))} 6 C10F1,0(t̄) ∀ t̄ < T,

F1,0(t) = exp(g10(T − t)), g10(τ) = m1 ln g0(τ),

m1 = ln D0(ln(1− b)−1)−1, (8.3.23)

что и доказывает необходимую оценку (8.3.14). ¤
Как и в случае p > g множество всех сингулярных граничных ре-

жимов удобно разбить на два класса:
A1) существует постоянная β > 0 и последовательность {vi} : vi →

∞ при i →∞, такие, что

ϕ0(vi − k)− ϕ0(vi) := g−1
0 (vi − k)− g−1

0 (vi) > v
−m(p+1)(1−β)
i ∀ i ∈ N;

(8.3.24)
B1) для любого β : 0 < β < β0 := m(p+1)−1

m(p+1)
найдется v0 = v0(β) >

g0(T ) + k такое, что

ϕ0(v − k)− ϕ0(v) 6 v−m(p+1)(1−β) ∀ v > v0. (8.3.25)

Кроме того введем подкласс A1) режимов, удовлетворяющих равномерно
оценке (8.3.24):

Ā1) существуют β > 0, v0 > 0 такие, что

ϕ0(v − k)− ϕ0(v) > v−m(p+1)(1−β) ∀ v > v0 (8.3.26)
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а также следующий более широкий, чем B1) класс:
B̄1) существует β ∈ (0, β0) и v0 > g0(T ) + k такие, что выполнена

оценка (8.3.25).
Отметим, что классы A1), Ā1) содержат как угодно сильно сингу-

лярные режимы g0(r), а класс B1)– слабо сингулярные нелокализованные
режимы, являющиеся возмущением предельного локализованного режи-
ма

g0(τ) = τ−
1

m(p+1)−1 (ϕ0(v) := g−1
0 (v) = v−m(p+1)+1).

Основываясь на леммах 8.3.1, 8.3.2, выведем оценки сверху волны син-
гулярности для режимов из классов Ā1), B1). Сначала рассмотрим слу-
чай ϕ0(v) ∈ B̄1). Зафиксируем соответствующее β ∈ (0, β0). При этом из
определения класса B̄1) следует:

ϕ0(v) =
∞∑

l=0

(ϕ0(v + lk)− ϕ0(v + (l + 1)k)) 6
∞∑

l=1

(v + lk)−α0 ∀ v > v0,

где α0 = m(p+1)(1−β) > 1. Поэтому, продолжая последнее неравенство,
приходим после простых вычислений к оценке

ϕ0(v) 6 c0v
−d0+1 ∀ v > v0, c0 = c0(k, β).

Отсюда следует, что

g0(τ) 6 c
− 1

α0−1

0 · τ− 1
α0−1 := c1τ

− 1
m(p+1)(1−β)−1 ∀ τ < τ0 := ϕ0(v0). (8.3.27)

Используя лемму 8.3.2 получаем теперь с учетом неравенства (8.3.27):

max{h(t, s′ + K3Ū
(0)
k (g0(T − t̄))), E(t̄, s′ + K3Ū

(0)
k (g0(T − t̄)))}

6 C10c
m1
1 (T − t)−

m1
m(p+1)(1−β)−1 ∀ t < t̄ < T. (8.3.28)

Оценка (8.3.28) для любого t̄ < T определяет при всех t < t̄ промежуточ-
ный режим с обострением, удовлетворяющий условию (7.4.3) из леммы
7.4.1. Поэтому в силу этой леммы получаем с учетом условия (8.3.2)
следующую оценку сверху для волны сингулярности рассматриваемого
решения:

χL(t̄) 6 s′+(1−δ)−1K3Ū
(0)
k (g0(T − t̄))+γ, ∀ t̄ < T, ∀ γ > 0, (8.3.29)

где L = L(γ) зависит также и от других известных параметров, фигури-
рующих в правой части оценки (8.3.28), но не зависит от t̄ < T .
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Теперь рассмотрим случай, когда ϕ0(v) ∈ Ā1). Снова стартуем с
оценки (8.3.14), установленной в лемме 8.3.2, которую запишем в виде:

max{h(t, s′+K3(1−δ)−1U
(0)
k (g0(T−t̄)), E(t, s′+K3(1−δ)−1U

(0)
k (g0(T−t̄)))}

6 C10 exp[W (t̄)(T − t)−
1

m(p+1)−1 ] ∀ t < t̄ < T, (8.3.30)

где

W (t̄) = max
0<t<t̄

w(t), w(t) = m1 ln g0(T − t) (T − t)
1

m(p+1)−1 .

Из (8.3.30) в силу теоремы 7.4.1 вытекает следующее соотношение для
волны сингулярности χL(t̄):

χL(t̄) 6 s′ + U
(0)
k (g0(T − t̄))

(
K3(1− δ)−1 +

KW (t̄)
m(p+1)−1

m(p+1)

U
(0)
k (g0(T − t̄))

)
,

где K – постоянная из (7.4.2), L < ∞ зависит только от известных пара-
метров. Из определения функции U

(0)
k (v) и условия (8.3.26) принадлеж-

ности к классу Ā1) следует, что

U
(0)
k (v) > vβ ∀ v > v0.

Поэтому несложно заметить, что

W (t̄)
m(p+1)−1

m(p+1) (U
(0)
k (g0(T − t̄)))−1 6 c = c(β) ∀ t̄ < T.

Продолжая теперь выведенные выше соотношение для χL(t̄) с учетом
последнего неравенства, получаем:

χL(t̄) 6 s′ + K4U
(0)
k (g0(T − t̄)) ∀ t̄ < T, (8.3.31)

где K4 – постоянная зависящая только от известных параметров.
Доказанные оценки (8.3.29), (8.3.31) показывает, что справедливо

следующее общее утверждение.

Теорема 8.3.1. Пусть в задаче (7.1.1)–(7.1.7) p = q > 0 и g(τ) >
0 : g(τ) →∞ при τ → 0, — монотонно невозрастающая функция, опре-
деляемая в (8.3.1), (7.1.10) сингулярным граничным режимом f(t, x) из
(7.1.6). Пусть g0(τ) — произвольная мажоранта функции g(τ) такая,
что

a) обратная к g0(τ) функция g−1
0 (v) := ϕ0(v) является правильно

убывающей в смысле определения 8.3.1,
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b) ϕ0(v) принадлежит по крайней мере одному из классов Ā1) (см.
(8.3.26) ) или B̄1) (см. (8.3.25)).
Тогда существуют постоянные K, L, зависящие только от известных
параметров задачи, такие, что для волны сингулярности произвольно-
го решения и рассматриваемой краевой задачи справедлива оценка:

χL(t) 6 1 + KUk(g0(T − t)) ∀ t < T,

где
Uk(v) := v(ϕ0(v − k)− ϕ0(v))

1
m(p+1) .

Рассмотрим теперь несколько примеров иллюстрирующих общий ре-
зультат, сформулированный в теореме 8.3.1.

Пример 6. g(τ) = wτ−
1
l , 0 < l < l0 := m(p + 1)− 1.

При этом положим g0(τ) := g(τ), следовательно, ϕ0(v) = ( v
w
)−l и также

как в примере 2 из раздела 8.2 имеем

klwlv−(l+1) = −kϕ′0(v) 6 ϕ0(v − k)− ϕ0(v)

6 −kϕ′0(v − k) = klwl(v − k)−(l+1) ∀ v > k. (8.3.32)
Используя эти соотношения, при помощи простых вычислений проверя-
ем выполнение условия (8.3.2) с произвольными k0 > 0, λ ∈ (0, 1) при
δ ∈

(
1− (1− λ)

l+1
l0+1 , 1

)
. При помощи (8.3.32) легко проверяется принад-

лежность ϕ0(v) классу Ā1) с произвольным β ∈ (0, l0−l
l0+1

) и некоторым
v0 = v0(k, w, l). Также просто проверяется и принадлежность ϕ0(v) к
классу B̄1) с произвольным β ∈ ( l0−l

l0+1
, l0

l0+1
) при некотором v0 = v0(k, w, l).

Поэтому в силу теоремы 8.3.1 имеем

χL(t) 6 1 + K ′w
l0

l0+1 (T − t)
− l0−l

l(l0+1) ∀ t < T, (8.3.33)
где K ′ < ∞ не зависит от w и t. Эта оценка при m > 1 была впервые
получена в [44], там же установлены оценки волны сингулярности и для
следующих двух модельных режимов с обострением.

Пример 7. g(τ) = w exp τ−α, α > 0, w = const > 0. Полагаем снова
g0(τ) = g(τ). Следовательно,

ϕ0(v) = g−1
0 (v) =

(
ln

v

w

)− 1
α ∀ v > w.

В силу выпуклости функции ϕ0(v) имеем:

k

αv(ln v
w
)

α+1
α

= −kϕ′0(v) 6 ϕ0(v − k)− ϕ0(v) 6 −kϕ′0(v − k)

=
k

α(v − k)(ln(v−k
w

))
α+1

α

∀ v > k + w. (8.3.34)
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С использованием соотношений (8.3.34) легко проверяется выполнение
условия (8.3.2) с произвольными k0 > 0, λ ∈ (0, 1) при v0 = (1 − λ)−2w,
δ ∈ (1 − 2−1(1 − λ)

1
l0+1 , 1). Также просто проверяется принадлежность

ϕ0(v) из (8.3.34) классу Ā1) с произвольным β ∈
(
0, l0

l0+1

)
при соответ-

ствующем v0 = v0(k, α, β). Поэтому в силу теоремы 8.3.1 имеем в резуль-
тате простых вычислений:

χL(t) 6 1 + K ′α
− 1

l0+1

0 w
l0

l0+1 (T − t)
α+1
l0+1 exp

(
l0

l0 + 1
(T − t)−α

)
∀ t < T,

(8.3.35)
где K ′ < ∞ зависит только от известных параметров задачи, но не за-
висит от w, α, t. В [44] оценка (8.3.35) получена при α = 1.

Следующим является пример режима с сингулярным обострением,
являющимся возмущением режима из примера 6, не допускающим яв-
ного выражения для обратной функции ϕ0(v).

Пример 8. g(τ) = g0(τ) = wτ−
1
l (ln τ−1)α, α ∈ R1. Обозначая τ =

ϕ0(v) = g−1
0 (v), v = g0(τ), можем переписать определение функции g(τ)

в виде:

ϕ0(v) =
(w

v

)l

(ln ϕ0(v)−1)αl. (8.3.36)

Дифференцируя это равенство по v, приходим к

dϕ0

dv

(
1 +

αlwl(ln ϕ0(v)−1)αl−1

vlϕ0(v)

)
= − lwl

vl+1
(ln ϕ0(v)−1)αl.

Выражая vlϕ0(v) из (8.3.36) и подставляя в последнее соотношение, по-
лучаем:

dϕ0

dv

(
1 +

αl

ln ϕ0(v)−1

)
= − lwl

vl+1
(ln ϕ0(v)−1)αl.

Учитывая, что ϕ0(v) → 0 при v → 0, для произвольного сколь угодно
малого ε > 0 можем найти v0 = v0(ε, α) такое, что из последнего соотно-
шения вытекает

−(1 + ε)lwl

vl+1
(ln ϕ0(v)−1)αl 6 dϕ0

dv
6 −(1− ε)lwl

vl+1
(ln ϕ0(v)−1)αl ∀ v > v0.

(8.3.37)
С помощью (8.3.37) стандартно проверяется выполнение условия (8.3.2),
а также принадлежность ϕ0(v) классу Ā1). Следовательно, теорема 8.3.1
дает оценку:

χL(t) 6 1 + K ′w
l0

l0+1 (ln(T − t)−1)
αl0

l0+1 (T − t)
− l0−l

l(l0+1) ∀ t < T. (8.3.38)
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Пример 9. Наконец, оценим при p = q > 0 волну сингулярности, по-
рождаемую суперсингулярным режимом g0(τ) := g0,l(τ) (8.2.90) из при-
мера 3. При этом соответствующая обратная функция ϕ0(v) := ϕ0,l(v)
(см. (8.2.90)), как несложно проверить, принадлежит классу Ā1) (см.
(8.3.26)) с произвольным β ∈ (0, m(p+1)−1

m(p+1)
). Поэтому с учетом (8.2.92) в

силу теоремы 8.3.1 имеем:

χL(t) 6 1 + Kg0,l(T − t)
m(p+1)−1

m(p+1) (T − t)
1

m(p+1)

× (
l∏

j=1

f
(j)
l (g0,l(T − t)))−

1
m(p+1) ∀ t < T, ∀ l ∈ N,

где постоянная K < ∞ не зависит также и от l.



ГЛАВА 9

ПРИЛОЖЕНИЕ: ФОРМУЛИРОВКИ И ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УТВЕРЖДЕНИЙ

9.1. Интерполяционные неравенства

Предложение 9.1.1. (см. [39]) Пусть Ω – произвольная ограничен-
ная область в Rn, n > 1, с C1-гладкой границей ∂Ω. Тогда

1) существует постоянная k0 > 0, зависящая только от Ω, такая,
что

‖v‖L1(∂Ω) 6 k0‖v‖W 1
1 (Ω) ∀ v ∈ W 1

1 (Ω);

2) для произвольных чисел q, p : 0 < q 6 p < ∞, существуют по-
стоянные k1 и k2, зависящие от p, q и Ω, такие, что для произвольной
функции v ∈ W 1

p+1(Ω) справедливо неравенство

||v||Lp+1(∂Ω) 6 k1||Dv||θLp+1(Ω)||v||1−θ
Lq+1(Ω) + k2||v||Lq+1(Ω), (9.1.1)

где θ = [n(p− q) + (q + 1)(p + 1)]−1(n(p− q) + q + 1).

Предложение 9.1.2. ([41],[101], см. также предложение A.1 из [36])
Пусть числа 1 6 r 6 ∞, p > 0, q ∈ (0, p), m ∈ N, m > 0 и j ∈ N,
0 6 j < m, такие, что

1

r
− m− j

N
<

1

p
.

Если Ω ⊂ RN является ограниченной областью с кусочно гладкой гра-
ницей ∂Ω, то существуют положительные постоянные c1 и c2, зави-
сящие только от Ω, r, m, q, j и N такие, что для любой u ∈ Lq(Ω) с
Dmu ∈ Lr(Ω) имеет место неравенство

‖Dju‖Lp(Ω) 6 c1‖Dmu‖θ
Lr(Ω)‖u‖1−θ

Lq(Ω) + c2‖u‖Lq(Ω), (9.1.2)

где θ =

(
j

N
+

1

q
− 1

p

)(
1

q
+

m

N
− 1

r

)−1

.
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Дополнительно, существует положительная постоянная c, зависящая
только от r, j, m, q и N (и не зависящая от Ω) такая, что

1) если Ω = K(λ) – N -мерный куб со стороной длины λ, то неравен-
ство (9.1.2) справедливо с c1 = c, c2 = cλ−j−N( 1

q
− 1

p
);

2) если Ω = RN , то неравенство (9.1.2) справедливо с c2 = 0;
3) если N > 1 и Ω = B(0, r2) \ B(0, r1) (B(0, r) := {|x| < r}), где

0 < r1 < r2 и 2r1 > r2, то неравенство (9.1.2) имеет место с c1 = c и
c2 = c(r2 − r1)

−j−N( 1
q
− 1

p
).

9.2. Системы дифференциальных неравенств

Лемма 9.2.1. Пусть некоторое семейство неотрицательных аб-
солютно непрерывных монотонно невозрастающих функций {Ui(s)},
i = 1, 2, . . . , удовлетворяет следующей системе дифференциальных
неравенств:

Ui(s) 6 λUi−1(s) + k(−U ′
i(s))

1+γ ∀ s > 0, 0 < λ < 1, γ > 0, (9.2.1)

Ui(0) 6 Ki i = 1, 2, . . . ; k = const > 0, U0(s) := 0, (9.2.2)

где {Ki} – неубывающая последовательность положительных чисел.
Тогда для указанных функций Ui(s) справедливы следующие оценки:

Ui(s) 6 Mi(s) := a1k
− 1

γ

[
a2(kKγ

i )
1

1+γ − s
] 1+γ

γ

+
∀ i 6 j, (9.2.3)

где

a1 = (1−λ)
1
γ

(
γ

1 + γ

) 1+γ
γ

, a2 = γ−1(1+γ)(1−λ)−
1

1+γ , f(s)+ := max(0, f(s)).

В частности, suppUi ∈ [1, bi], bi = a2(kKγ
i )

1
1+γ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Указанные функции Mi(s) являются,
как несложно проверить, решениями следующей вспомогательной зада-
чи Коши:

Mi(s) = λMi(s) + k(−M ′
i(s))

1+γ ∀ s > 0, (9.2.4)

Mi(0) = Ki, i = 1, 2, . . . , j. (9.2.5)

Доказываем теперь оценку (9.2.3) по индукции. При i = 1 эта оценка
проверяется непосредственно интегрированием неравенства (9.2.1) при
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i = 1. Предположим, что оценка (9.2.3) уже доказана для всех i 6 l − 1,
то есть

0 6 Ui(s) 6 Mi(s) ∀ s > 0, ∀ i 6 l − 1,

и докажем, что
Ul(s) 6 Ml(s) ∀ s > 0. (9.2.6)

Предположим, что это не так, то есть, что существует такой интервал
(s1, s2), 0 6 s1, что

Ul(s1) = Ml(s1) Ul(s) > Ml(s) > 0 ∀ s ∈ (s1, s2). (9.2.7)

В силу монотонности последовательности {Ki} и предположения индук-
ции выполняются следующие неравенства:

Ml(s) > Ml−1(s) > Ul−1(s) ∀ s > 0.

Отсюда в силу (9.2.7) вытекает, что Ul(s) > Ul−1(s) ∀ s ∈ (s1, s2). Зна-
чит, функция Ul(s) является решением следующей задачи:

Ul(s) 6 λUl(s) + k(−U ′
l (s))

1+γ ∀ s ∈ (s1, s2),

Ul(s1) = Ml(s1).

Интегрируя это неравенство, получаем оценку

Ul(s) 6 Ml(s) ∀ s ∈ (s1, s2),

что противоречит сделанному допущению (9.2.7). ¤
Рассмотрим "задачу Коши" для следующего дифференциального

неравенства:

M(s) 6 max
{
k1(−M ′(s))1+γ1 , k2(−M ′(s))1+γ2

} ∀ s > 0, (9.2.8)

M(0) 6 K; k1 > 0, k2 > 0, γ1 > 0, γ2 > 0, K > 0. (9.2.9)

Лемма 9.2.2. Пусть γ2 > γ1. Тогда для произвольной неотрица-
тельной невозрастающей абсолютно непрерывной функции M(s), удов-
летворяющей при почти всех s > 0 неравенствам (9.2.8) и (9.2.9), спра-
ведлива оценка

1) если K 6 K̃ = K̃(k1, k2, γ1, γ2) := k
1+γ2

γ2−γ1
1 k

− 1+γ1
γ2−γ1

2 , то

M(s) 6 M(s) := a
(1)
1 k

− 1
γ1

1

[
a

(1)
2 (k1K

γ1)
1

1+γ1 − s

] 1+γ1
γ1

+

∀ s > 0, (9.2.10)



466 Гл. 9. Приложение

где a
(1)
1 =

(
γ1

1+γ1

) 1+γ1
γ1

, a
(1)
2 = γ−1

1 (1 + γ1);

2) если K > K̃, то

M(s) 6 M(s) :=





a
(2)
1 k

− 1
γ2

2

[
a

(2)
2 (k2K

γ2)
1

1+γ2 − s
] 1+γ2

γ2 ∀ s : 0 < s < s̃,

a
(1)
1 k

− 1
γ1

1

[
a

(1)
2 (k1K̃

γ1)
1

1+γ1 + s̃− s
] 1+γ1

γ1

+
∀ s > s̃,

(9.2.11)

где a
(2)
1 =

(
γ2

1+γ2

) 1+γ2
γ2

, a
(2)
2 = γ−1

2 (1 + γ2), а s̃ определяется равенством

a
(2)
1 k

− 1
γ2

2

[
a

(2)
2 (k2K

γ2)
1

1+γ2 − s̃
] 1+γ2

γ2 = K̃ ⇐⇒ s̃ = a
(2)
2 k

1
1+γ2
2

[
K

γ2
1+γ2 − K̃

γ2
1+γ2

]
.

Замечание 9.2.1. Из (9.2.10) и (9.2.11) следует, в частности, что

M(s) = 0 ∀ s > s0, (9.2.12)

где

s0 =





a
(1)
2 (k1K

γ1)
1

1+γ1 , если K 6 K̃,

a
(2)
2 (k2K

γ2)
1

1+γ2 + γ2−γ1

γ1γ2

(
k

γ2
1

k
γ1
2

) 1
γ2−γ1

, если K > K̃.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко проверить, что неравенство (9.2.8)
может быть записано в эквивалентной форме:

M ′(s) 6 −min

{(
M(s)

k1

) 1
1+γ1

,

(
M(s)

k2

) 1
1+γ2

}

= −
{

(k−1
2 M(s))

1
1+γ2 при M > M̃ = k

1+γ2
γ2−γ1
1 k

− 1+γ1
γ2−γ1

2

(k−1
1 M(s))

1
1+γ1 при M < M̃.

∀ s > 0 (9.2.13)

Отсюда заключение леммы 9.2.2 следует непосредственным вычислени-
ем, так как функция M(s) из (9.2.10), (9.2.11) является максимальным
решением задачи (9.2.13), (9.2.9). ¤

Замечание 9.2.2. Несложно убедиться, что функция M(s), опреде-
ляемая (9.2.10) и (9.2.11), может быть записана также в форме

M(s) = max(M1(s), M2(s)), (9.2.14)
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где

M2(s) = a
(2)
1 k

− 1
γ2

2

[
a

(2)
2 (k2K

γ2)
1

1+γ2 − s
] 1+γ2

γ2

+
, M1(s) = a

(1)
1 k

− 1
γ1

1 [s0 − s]
1+γ1

γ1
+ ,

а s0 из (9.2.12).

Рассмотрим теперь последовательность задач Коши

M ′
j(s) = −fj(M j(s)) := −min

{(
M j(s)

kj,1

) 1
1+γ1

,

(
M j(s)

kj,2

) 1
1+γ2

}
∀ s > 0,

(9.2.15)
M j(0) = Kj, j = 1, 2, . . . ,

где
kj,1 = c1ε

γ1

j , kj,2 = c2ε
γ2

j , Kj = c3ε
−(1−δ)
j , 0 < δ < 1,

{εj} – произвольная монотонно убывающая последовательность: εj → 0
при j →∞. Очевидно, что

(
kj,1K

γ1

j

) 1
1+γ1

=

(
c1c

γ1

3

) 1
1+γ1

ε
δγ1

1+γ1
j → 0 при j →∞,

(
kj,2K

γ2

j

) 1
1+γ2

=

(
c2c

γ2

3

) 1
1+γ2

ε
δγ2

1+γ2
j → 0 при j →∞.

K̃j =

(
k1+γ2

j,1 k
−(1+γ1)
j,2

) 1
γ2−γ1

=

(
c1+γ2

1 c
−(1+γ1)
2

) 1
γ2−γ1

ε−1
j . (9.2.16)

Поэтому неравенство

Kj > K̃j ⇐⇒ c3ε
−1+δ
j >

(
c1+γ2

1 c
−(1+γ1)
2

) 1
γ2−γ1

ε−1
j

выполняется только для

j 6 j0 = max

{
j : εi > c

− 1
δ

3

(
c1+γ2

1 c
−(1+γ1)
2

) 1
δ(γ2−γ1)

:= C0

}
. (9.2.17)

Отметим также, что

(
kγ2

j,1

kγ1

j,2

) 1
γ2−γ1

=

(
cγ2

1

cγ1

2

) 1
γ2−γ1

= const. (9.2.18)
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В силу леммы 9.2.2 и соотношений (9.2.16)–(9.2.18) (произвольное реше-
ние задачи (9.2.15) может быть записано в виде:

M j(s) :=





r11ε
−1
j [r12ε

δγ1
1+γ1
j − s]

1+γ1
γ1

+ ∀ s > 0, ∀ j > j0,

r11ε
−1
j [r22 + r23ε

δγ2
1+γ2
j − s]

1+γ1
γ1

+ ∀ j < j0, ∀ s > s̃j,

r31ε
−1
j [r23ε

δγ2
1+γ2
j − s]

1+γ2
γ2

+ ∀ j < j0, ∀ s : 0 < s < s̃j,

(9.2.19)
где

r11 = a
(1)
1 c

− 1
γ1

1 , r12 = a
(1)
2 (c1c

γ1

3 )
1

1+γ1 , r22 =
γ2 − γ1

γ1γ2

(
cγ2

1

cγ1

2

) 1
γ2−γ1

,

r23 = a
(2)
2 (c2c

γ2

3 )
1

1+γ2 , r31 = a
(2)
1 c

− 1
γ2

2 ,

s̃j = a
(2)
2 k

1
1+γ2
j,2 (K

γ2
1+γ2
j − K̃

γ2
1+γ2 ) = r23

[
ε

δγ2
1+γ2
j − C

δγ2
1+γ2
0

]
,

а C0 из (9.2.17). Отметим еще следующее простое свойство, вытекающее
из представления (9.2.19) решения M j задачи (9.2.15):

suppM j = [0, sj], sj1 < sj2 ∀ j1 > j2; sj → 0 при j →∞. (9.2.20)

Лемма 9.2.3. Для произвольных номеров j1 > j2 функция M j1(s)−
M j2(s) является строго монотонно убывающей на интервале [0, sj1 ] и,
как следствие, существует только одна точка sj1,j2 ∈ (0, sj1), такая,
что

M j1(sj1,j2) = M j2(sj1,j2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим обратные к M j(s) функции
sj(M) ∀ j ∈ N. Очевидно, что эти функции, в силу (9.2.15) удовлетворяют
соотношениям

s′j(M) = −(fj(M))−1 := −gj(M) 0 < M < M j(0) = Kj,

sj(Kj) = 0 ∀ j ∈ N.

Так как последовательность функций gj(M) строго монотонно убывает
при j →∞, то

s′j1(M)− s′j2(M) = gj2(M)− gj1(M) > 0 ∀M < M j2(0).
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Отсюда, очевидно, следует заключение леммы. ¤
Теперь по последовательности {M j(s)} построим монотонную после-

довательность M̃j(s):

M̃j(s) = max
16i6j

{M i(s)} ∀ j ∈ N, ∀ s > 0. (9.2.21)

В силу леммы 9.2.3 для любого номера j ∈ N существует конечное число
lj точек s

(j)
l , l = 1, 2, . . . , lj, таких, что s

(j)
1 > s

(j)
2 > . . . > s

(j)
lj

> 0 и

M̃j(s) = M il(s) ∀ s ∈ [s
(j)
l+1, s

(j)
l ) ∀ l 6 lj, s

(j)
lj+1 = 0. (9.2.22)

Лемма 9.2.4. Последовательность il, l = 1, 2, . . . , lj, определенная
в (9.2.22), является монотонно возрастающей: il+1 > il ∀ l 6 lj и,
следовательно, для чисел lj справедлива оценка

lj 6 j ∀ j ∈ N. (9.2.23)

Д о к а з a т е л ь с т в о проведем от противного. Пусть для
некоторого l < lj имеем

il+1 < il. (9.2.24)

Рассмотрим соответствующие кривые

γl+1 := (s,M il+1
(s)), γl := (s, M il(s))

в квадранте (s,M) ∈ R2 : s > 0, M > 0. В силу свойства (9.2.20) и
предположения (9.2.24)

M il+1
(sil) > M il(sil) = 0.

С другой стороны, из определения (9.2.22) следует, что

M il(s
(j)
l ) > M il+1

(s
(j)
l ). (9.2.25)

Из двух последних неравенств следует, что кривые γl+1 и γl обязательно
имеют точку пересечения на интервале [s

(j)
l , sil ]. Теперь заметим, что в

силу (9.2.22)
M il+1

(s
(j)
l+1) > M il(s

(j)
l+1),

что вместе с (9.2.25) гарантирует существование точки пересечения кри-
вых γl+1 и γl на интервале [s

(j)
l+1, s

(j)
l ). Тем самым найдено две различные

точки пересечения кривых γl и γl+1, что противоречит лемме 9.2.3. ¤
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Лемма 9.2.5. Пусть некоторое семейство неотрицательных абсо-
лютно непрерывных монотонно невозрастающих функций {Mj(s)}, j =
1, 2, . . ., удовлетворяет следующей системе дифференциальных нера-
венств:

Mj(s) 6 λMj−1(s) + (1− λ) max

{
kj,1(−M ′

j(s))
1+γ1 , kj,2(−M ′

j(s))
1+γ2

}

∀ s > 0, Mj(0) 6 Kj, j = 1, 2, . . . , M0(s) := 0, (9.2.26)

где 0 < λ < 1, а постоянные kj,1, kj,2 и Kj из (9.2.15). Тогда для произ-
вольного j ∈ N справедлива следующая равномерная оценка:

Mi(s) 6 M̃j(s) ∀ i 6 j, ∀ s > 0, (9.2.27)

где функции M̃j(s) определены в (9.2.21).
Д о к а з a т е л ь с т в о проведем по индукции. При j = 1 оценка

(9.2.27) проверяется непосредственно. Предположив, что имеет место

Mi(s) 6 M̃j−1(s) ∀ i 6 j − 1, ∀ s > 0, (9.2.28)

докажем справедливость оценки (9.2.27). Предположим, что это неверно,
то есть, существует интервал (a, b), a > 0, такой, что

Mj(s) > M̃j(s) ∀ s ∈ (a, b); Mj(s) 6 M̃j(s) ∀ s 6 a, Mj(a) = M̃j(a).
(9.2.29)

Предположим, что
a ∈ [s

(j)
l+1, s

(j)
l ), l 6 lj, (9.2.30)

где lj из (9.2.22). В силу (9.2.22)

M̃j(s) = M il(s) ∀ s ∈ [a, s
(j)
l ). (9.2.31)

В силу предположения индукции (9.2.28), монотонного неубывания по-
следовательности M̃i(s), i = 1, 2, . . . , и предположения (9.2.29) имеем

Mj−1(s) 6 M̃j−1(s) 6 M̃j(s) < Mj(s) ∀ s ∈ [a, s
(j)
l ). (9.2.32)

Теперь из дифференциального неравенства (9.2.26) и соотношения
(9.2.32) вытекает неравенство

Mj(s) 6 max{kj,1(−M ′
j(s))

1+γ1 , kj,2(−M ′
j(s))

1+γ2} ∀ s ∈ [a, s
(j)
l ).
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Из этого неравенства в силу монотонного убывания последовательностей
{kj,1} и {kj,2} следует, что

Mj(s) 6 max{kil,1(−M ′
j(s))

1+γ1 , kil,2(−M ′
j(s))

1+γ2} ∀ s ∈ [a, s
(j)
l ).
(9.2.33)

Кроме того, из предположения (9.2.29) и свойства (9.2.31) вытекает нера-
венство

Mj(a) = M il(a). (9.2.34)
Из (9.2.33) и (9.2.34) в силу леммы 9.2.2 получается оценка

Mj(s) 6 M il(s) ∀ s ∈ [a, s
(j)
l ),

которая противоречит сделанному допущению (9.2.29). ¤
Лемма 9.2.6. В условиях леммы 9.2.5 для функций Mj(s), удо-

влетворяющих системе (9.2.26), справедлива следующая универсальная
априорная оценка:

Mj(s) = max{D1s
− (1+γ1)(1−δ)

δγ1 , D2} ∀ s > 0, ∀ j ∈ N, (9.2.35)

где постоянные D1 и D2 зависят только от известных параметров
системы (9.2.26) и не зависят от j ∈ N.

Д о к а з a т е л ь с т в о . Рассмотрим более широкое, чем {M j(s)}
из (9.2.19), семейство функций N τ (s), зависящее от непрерывного пара-
метра τ :

N τ (s) :=





r11τ
−1[r12τ

δγ1
1+γ1 − s]

1+γ1
γ1

+ ∀ s > 0, ∀ τ 6 C0,

r11τ
−1[r22 + r23τ

δγ2
1+γ2 − s]

1+γ1
γ1

+ ∀ τ > C0,

∀ s > r23(τ
δγ2

1+γ2 − C
δγ2

1+γ2
0 ),

r31τ
−1[r23τ

δγ2
1+γ2 − s]

1+γ2
γ2 ∀ τ > C0,

∀ s : 0 < s < r23(τ
δγ2

1+γ2 − C
δγ2

1+γ2
0 )

(9.2.36)
где C0 из (9.2.17), а постоянные r11, r12, r22, r31 и r23 из (9.2.19). Очевидно,
что N εj

(s) = M j(s) ∀ j ∈ N. Поэтому

max
i6j

{M i(s)} 6 max
τ>sj

{N τ (s)} 6 max
τ>0

{N τ (s)}
6 max{max

τ<C0

N τ (s), max
τ>C0

N τ (s)}

6 max{max
τ<C0

N
(1)

τ (s), C1}, C1 := N
(1)

C0
(0) = r11r

1+γ1
γ1

12 C
−(1−δ)
0 ,

(9.2.37)
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где
N

(1)

τ (s) = r11τ
−1[r12τ

δγ1
1+γ1 − s]

1+γ1
γ1 ∀ s > 0.

Найдем теперь огибающую N(s) семейства кривых N
(1)

τ (s). Для этого,
как хорошо известно, нужно исключить параметр τ из системы

∂

∂τ
N

(1)

τ (s) = 0, N −N
(1)

τ (s) = 0.

В результате стандартных вычислений получаем

N(s) = C2s
− (1+γ1)(1−δ)

δγ1 , C2 = r11r
1+γ1

γ1
12 δ

1+γ1
γ1 (1− δ)

(1+γ1)(1−δ)
δγ1 . (9.2.38)

Покажем теперь, что

N
(1)

τ (s) 6 N(s) ∀ τ > 0, ∀ s > 0. (9.2.39)

Так как N
(1)

τ (s) > 0 и N(s) > 0, то для справедливости (9.2.39) достаточ-
но показать, что

ϕ(s) := N(s)
γ1

1+γ1 − (N
(1)

τ (s))
γ1

1+γ1 > 0 ∀ τ > 0, ∀ s > 0. (9.2.40)

Элементарные вычисления показывают, что

ϕ′(s) = 0 только при s = sc := rδ
12(1− δ)τ

δγ1
1+γ1 ∀ τ > 0.

Просто проверяется, что ϕ(sc) = 0. Отсюда, очевидно, следует (9.2.40), а
значит, и (9.2.39). Поэтому оценка (9.2.37) может быть продолжена так:

max
i6j

{M i(s)} 6 max{N(s), C1} ∀ j ∈ N. (9.2.41)

Отсюда в силу (9.2.5) и определения (9.2.21) следует заключение
леммы с постоянными D1 = C2, где C2 из (9.2.38) и D2 = C1, где C1 из
(9.2.37). ¤

Лемма 9.2.7. Пусть некоторое семейство неотрицательных абсо-
лютно непрерывных монотонно невозрастающих функций {Ui(s)}, i =
= 1, 2, . . . , удовлетворяет следующей системе дифференциальных нера-
венств:

Mi(s) 6 λMi−1(s) + (1− λ)ki(−M ′
j(s)) ∀ s > 1, H0(s) = 0,

Mi(1) 6 D1 exp(D2k
−1
i ) i = 1, 2, . . . , 0 < λ < 1,

(9.2.42)
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где {ki} — монотонно убывающая последовательность: ki → 0 при i →
∞, D1 < ∞ и D2 < ∞. Тогда для функций Mi(s) справедливы следующие
оценки сверху:

Mi(s) 6 M i(s) = D1 exp[k−1
i (D2 + 1− s)]

∀ s : 1 < s < s0 = 1 + D2, ∀ i > 1. (9.2.43)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко убедиться, что функции M i(s)
являются решением задачи

M i(s) = ki(−M
′
i(s)) ∀ s > 1,

M i(1) = D1 exp(D2k
−1
i ).

Очевидно, что последовательность {M i(s)} является строго монотонно
возрастающей на интервале [1, s0), s0 = 1 + D2. Поэтому дальнейшее
доказательство леммы проводится по индукции, аналогично доказатель-
ству леммы 9.2.1. ¤

Лемма 9.2.8. Пусть некоторое семейство неотрицательных абсо-
лютно непрерывных монотонно невозрастающих функций {Mj(s)} удо-
влетворяет следующим соотношениям:

Mj(s) 6 λMj−1(s) + (1− λ)kj(−M ′
j(s)) ∀ s > s, M0(s) = 0,

Mj(s) 6 exp Kj, j = 1, 2, . . . , 0 < λ = const < 1,
(9.2.44)

где последовательности {kj}, {K−1
j } и {rj := kjKj} стремятся моно-

тонно к нулю при j → ∞. Тогда функции Mi(s) удовлетворяют следу-
ющей равномерной оценке сверху:

Mi(s) 6 M̃j(s) := max
l6j

{M l(s)} 6 M̃(s) := max
l∈N

{M̃l(s)}

∀ i 6 j, ∀ j ∈ N, ∀ s : s < s 6 s + k1K1,

(9.2.45)

где M l(s) := exp[k−1
l (Klkl + s− s)] является решением задачи

M l(s) = −kiM
′
l (s) ∀ s > s; M l(s) = exp Kl. (9.2.46)

Д о к а з а т е л ь с т в о опускаем, поскольку практически оно
повторяет доказательство леммы 9.2.5. ¤
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Лемма 9.2.9. Пусть в условиях леммы 9.2.8 дополнительно Ki =
f(ki) ∀ i ∈ N, где f(s), s > 0 – произвольная непрерывно дифференци-
руемая монотонно убывающая функция. Тогда для функции M̃(s) из
(9.2.45) справедлива оценка

M̃(s) 6 Ñ(s) ∀ s > 0,

где Ñ(s) — огибающая семейства кривых N τ (s): Nki
(s) = M i(s), ∀ i ∈ N,

а ki из (9.2.44).
Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству леммы 9.2.6 и

мы также опускаем его. ¤
Следствие 9.2.1. Если в условиях леммы 9.2.9 f(s) = r + g ln s−1,

то
Ñ(s) = exp

(
(r + g)gg(s− s)−g

) ∀ s > s.

9.3. Функциональные неравенства

Лемма 9.3.1. (см. [125]) Пусть неотрицательные невозрастающие
на (0,∞) функции A(s), H(s), B(s) и D(s) удовлетворяют следующему
функциональному неравенству:

A(s + δ) + H(s + δ)

6 εH(s) + c(ε)
l∑

i=1

δ−αi(B(s)−B(s + δ))B(s)βi + D(s)

∀ s > 0, ∀ δ > 0, ∀ ε > 0, αi > 0, βi > 0, (9.3.1)

где c(ε) → ∞ при ε → 0. Тогда для функций A(s), H(s) имеет место
следующая априорная оценка:

A(s + δ) + H(s + δ)

6 (1 + ε)D(s) + c1(ε)(B(s)−B(s + δ))
l∑

i=1

B(s)βi

δαi
,

∀ s > 0, ∀ δ > 0, ∀ ε < ε0 := min
i6l

2−αi , (9.3.2)

где c1(ε) →∞ при ε → 0.
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Д о к а з a т е л ь с т в о . Из (9.3.1) вытекает справедливость
следующей серии неравенств:

A
(
s +

δ

2j−1

)
+ H

(
s +

δ

2j−1

)
6 εH

(
s +

δ

2j

)
+ D

(
s +

δ

2j

)

+c(ε)
l∑

i=1

(2j

δ

)αi

B
(
s+

δ

2j

)βi
(
B

(
s+

δ

2j

)
−B

(
s+

δ

2j−1

))
, j = 1, 2, . . . .

(9.3.3)

Стартуем теперь с неравенства (9.3.3) при j = 1. Оцениваем член H(s+ δ
2
)

в правой части этого неравенства при помощи неравенства (9.3.3) с j = 2,
затем слагаемое H(s + δ

4
) в правой части полученного соотношения при

помощи (9.3.3.) с j = 3 и так далее. Повторив описанную процедуру k
раз, приходим к соотношению

A(s + δ) + H(s + δ) 6 εkH
(
s +

δ

2k

)
+

k−1∑
r=0

εrD
(
r +

δ

2r+1

)

+ c(ε)
l∑

i=1

k−1∑
r=0

(
21+r

δ

)αi

εrB
(
s +

δ

2r+1

)βi
(
B

(
s +

δ

2r+1

)
−B

(
s +

δ

2r

))
.

Отсюда в силу монотонности функций D(s) и B(s) следует, что

A(s + δ) + H(s + δ) 6 εkH
(
s +

δ

2k

)
+ D

(
s +

δ

2k

) k−1∑
r=0

εr

+ c(ε)
l∑

i=1

(
2

δ

)αi

B
(
s +

δ

2k

)(
B

(
s +

δ

2k

)
−B(s + δ)

) k−1∑
r=0

(2αiε)r. (9.3.4)

Полагая в (9.3.4) ε < ε0 := min
i6l

2−αi и переходя к пределу при k → ∞,
получаем

A(s + δ) + H(s + δ) 6 D(s)

1− ε
+ c(ε)K1(B(s)−B(s + δ))

l∑
i=1

B(s)βi

δαi
,

где
K1 = max

i6l
{2αi(1− ε2αi)−1}.

Последнее неравенство эквивалентно оценке (9.3.2). ¤
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Лемма 9.3.2. ([126]).Пусть некоторая непрерывная неотрицатель-
ная невозрастающая функция f : [0,∞) → R1 удовлетворяет соотно-
шению:

f(s + δ) 6 a δ−αf(s)θ ∀ s > 0, δ > 0;

где числа a > 0, α > 0, θ > 0. Тогда для функции f справедлива следую-
щая универсальная априорная оценка:

1) если θ < 1 : f(s) 6 2
α

θ(1−θ)2 a
1

1−θ s−
α

1−θ ∀ s > 0;

2) если θ = 1 : f(s) 6 f(0) exp(1− s/(ae)1/α);

3) если θ > 1 : f(s0) = 0, s0 = 2
β

β−1 (af(0)β−1)
1
α .

Лемма 9.3.3. Пусть некоторая непрерывная неотрицательная не-
возрастающая функция f : [0,∞) → R1 удовлетворяет соотношению

f(s + δ) 6 aδ−αf(s)θ + R ∀ s > 0, δ > 0, (9.3.5)

где 0 < θ < 1, a > 0, α > 0, R = const < ∞. Тогда для функции f
справедлива следующая априорная оценка:

f(s) 6 max
{

2R, 2
α

θ(1−θ)2 (2a)
1

1−θ · s− α
1−θ

}
∀ s > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношение (9.3.5), очевидно, эквивалентно
неравенству

f(s) 6 aδ−αf(s− δ)θ + R ∀ s > 0, ∀ δ : 0 < δ < s. (9.3.6)

Очевидно, что из (9.3.6) вытекает также следующее неравенство:

f(s) 6 2aδ−αf(s− δ)θ ∀ s : f(s) > 2R, ∀ δ < s.

Отсюда в силу монотонности функции f(s) и леммы 9.3.2 вытекает спра-
ведливость доказываемого утверждения. ¤
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