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УСТАНОВИВШИЙСЯ СПУСК
АВТОРОТИРУЮЩИХ АНАЛОГОВ КРЫЛАТОК

Исследована авторотация свободно падающих в воздухе пластинок, имеющих специальную
форму и специальное распределение масс, подобные форме и распределению масс семян
клена. Получены уравнения, описывающие установившуюся авторотацию пластинки. С их
помощью рассмотрены две задачи. Первая состоит в выяснении вопроса о возможности
совершения авторотации пластинкой с заданными массово-геометрическими параметрами.
Вторая заключается в нахождении распределения масс, при котором пластинка заданной
формы и размеров может совершать установившуюся авторотацию.
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Хорошо известно, что крылатки (семена клена и некоторых других ра-
стений) при падении легко приходят в состояние авторотации и сохраняют
этот режим до конца своего падения. Это явление изучалось многими уче-
ными [1–5]. Однако ряд вопросов остался неисследованным. В то же время
возник и успешно развивается новый класс летательных аппаратов – моно-
коптеры, использующие принцип полета крылаток [6–8]. Поэтому представ-
ляется интересным проведение дальнейших исследований по этой проблеме.

В настоящей работе для исследования авторотации крылаток и их искус-
ственных аналогов используются подходы, предложенные Н.Е.Жуковским
при исследовании самовращения круговых секторов в потоке воздуха [9].

Отметим, что приводимые ниже результаты являются расширенным изло-
жением доклада [4].

1. Уравнения установивщихся движений. Будем изучать устано-
вившиеся авторотационные вращения плоской пластинки, изображенной на
рис. 1. Пластинки такой формы при правильно подобранных моментах инер-
ции и весе легко входят в авторотационный режим вращения. К пластинке
прикреплены два грузика, обозначенные на рис. 1 штриховкой. Грузик, при-
крепленный к узкому краю пластинки, имеет значительную массу, так что
центр масс всей системы (точка O) располагается недалеко от него. Второй
грузик, расположенный на передней кромке пластинки, имеет относитель-
но небольшую массу. При падении пластинка совершает авторотационные
вращения против часовой стрелки. В центре масс O может располагаться
дополнительный грузик, обладающий незначительными моментами инерции.
Добавление дополнительного грузика приводит к возрастанию скоростей вра-
щения и снижения пластинки.

Обозначим через O1ξ1η1ζ1 неподвижную систему координат, ось O1ζ1 ко-
торой направлена вертикально вверх. Будем считать, чтот центр масс O пла-
стинки при снижении в режиме авторотации движется вдоль оси O1ζ1.
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Замечание. Сделав предположение о движении центра масс вдоль оси
O1ζ1, мы заменяем исходную задачу с шестью степенями свободы задачей с
четырьмя степенями свободы, которую можно для наглядности интерпрети-
ровать так. В центре масс пластинки имеется маленькое отверстие, через ко-
торое продет тонкий абсолютно твердый стержень, закрепленный ветикаль-
но. При спуске авторотирующая пластинка скользит вдоль этого стержня без
трения.

Такая замена исходной задачи другой, более простой, целесообразна на
начальном этапе исследования. В дальнейшем будет необходимо вернуться к
исходной задаче.

Через Oξηζ обозначим систему координат, начало O которой расположе-
но в центре масс, а ось Oζ лежит на оси O1ζ1. Вся система координат Oξηζ
вращается вместе с пластинкой вокруг оси O1ζ1 так, что линия пересечения
плоскости Oηζ с плоскостью пластинки всегда будет параллельна ее передней
кромке. Через Oxyz обозначим оси, жестко связанные с пластинкой. Начало
осей O совпадает с центром масс системы, ось Oz направлена ортогонально
плоскости пластинки, а ось Oy лежит в плоскости пластинки и направлена
в сторону ее широкого края параллельно передней кромке. Положение осей
Oxyz относительно Oξηζ определим углами Крылова α, β (рис. 2). Если оси
Oxyz совпадают с осями Oξηζ, то перевод их в новое положение осуществля-
ется поворотом вокруг оси Ox на угол α, потом поворотом вокруг оси Oy на
угол β. В теории вертолета принято называть: α – угол взмаха лопасти и β
– угол установки лопасти. Положение осей Oξηζ относительно Oξ1η1ζ1 опре-
деляется координатой ζ1 точки O на оси O1ζ1 и углом поворота осей Oξηζ
вокруг оси O1ζ1.

Рис. 1

Рис. 2

Уравнения движения пластинки вокруг точки O в связанных осях Oxyz
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имеют вид

Ġx + ωyGz − ωzGy = Mx (xyz), (1)

где ωx, ωy, ωz – проекции угловой скорости пластинки на оси Oxyz; Mx,My,Mz

– проекции момента аэродинамических сил относительно точки O на оси
Oxyz; Gx, Gy , Gz – проекции кинетического момента пластинки относительно
точки O на оси Oxyz, которые определяются формулами

Gx = Jxxωx − Jxyωy − Jxzωz (xyz). (2)

Здесь Jxx, Jyy, Jzz, Jxy = Jyx, Jyz = Jzy, Jzx = Jxz – моменты инерции
пластинки в осях Oxyz. Символ (xyz) означает, что остальные соотношения
получаются из записанного круговой перестановкой индексов x, y, z.

Поскольку нас интересуют установившиеся режимы движения, при кото-
рых пластинка равномерно вращается вокруг оси O1ζ1, то в уравнениях (1)
надо положить

Ġx = 0 (xyz). (3)

Обозначая проекцию угловой скорости пластинки на ось Oζ через ω, находим

ωx = −ω cosα sin β, ωy = ω sinα, ωz = ω cosα cos β. (4)

Используя выражения (2)–(4), представим уравнения (1) в виде

ω2[(Jzx cosα sin β − Jzysinα+ Jzz cosα cosβ) sinα−

−(Jyx cosα sin β + Jyy sinα− Jyz cosα cos β) cosα cos β] = Mx,

ω2[(−Jxx cosα sin β − Jxy sinα− Jxz cosα cosβ) cosα cos β+

+(Jzx cosα sin β − Jzy sinα+ Jzz cosα cos β) cosα sin β] = My, (5)

ω2[−(Jyx cosα sin β + Jyy sinα− Jyz cosα cos β) cosα sin β+

+(Jxx cosα sin β + Jxy sinα+ Jxz cosα cos β) sinα] = Mz.

Как было отмечено выше, мы будем полагать, что центр масс O движется по
оси O1ζ1. Уравнение движения центра масс имеет вид mv̇ = Fζ −mg, где v –
скорость движения центра масс вдоль оси O1ζ1, m – масса пластинки с гру-
зиками; g – ускорение свободного падения, Fζ – проекция главного вектора
аэродинамических сил на ось O1ζ1. Учитывая, что мы рассматриваем уста-
новившееся движение, имеем v̇ = 0, и из уравнения движения центра масс
следует

Fζ = mg. (6)
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2. Аэродинамические силы и моменты. Теперь необходимо опре-
делить силу Fζ и момент (Mx,My,Mz). Для этого воспользуемся теорией
элемента лопасти [10]. Для упрощения расчетов будем учитывать влияние
свободных вихрей по импульсной теории [10]. Такой подход вносит определен-
ную погрешность, однако его целесообразно использовать для качественного
изучения проблемы на первоначальном этапе исследования.

Проекции на оси Oξηζ скорости набегающего на лопасть потока опреде-
ляются формулами vξ = ωη, vη = −ωξ, vζ = v, где (vξ, vη, vζ) – проекции
скорости потока. Поскольку на оси Oy выполняется равенство ξ = 0, то на
этой оси будем иметь

vξ = ωη, vη = 0, vζ = v. (7)

Используя матрицу косинусов углов между осями Oξηζ и Oxyz и учитывая,
что вдоль оси Oy выполняется соотношение η = y cosα, перепроектируем
скорость (7) на оси Oxyz:

vx = (ωy cos β − v sin β) cosα, vy = v sinα, vz = (ωy sin β + v cos β) cosα.

Теперь можно ввести для каждого сечения пластинки плоскостью
y = const скорость потока в бесконечности по формулам

vx = (ωy cos β − v sinβ) cosα, vz = (ωy sinβ + v cos β) cosα. (8)

Как известно [11], центр давления аэродинамических сил для каждого попе-
речного сечения пластинки расположен на расстоянии одной четверти ши-
рины пластинки от передней кромки, а проекции результирующей аэроди-
намической силы, отнесенной к единице длины, на оси Oxyz определяются
формулами Rx = −2πρcv2z , Ry = 0, Rz = 2πρcvxvz, где ρ – плотность возду-
ха, c – половина ширины пластинки. Используя выражения (8), представим
последние формулы в виде

Rx(y) = −2πρc(y)(ωy sin β + v cos β)2 cos2 α, Ry = 0,
(9)

Rz(y) = 2πρc(y)(ωy cos β − v sin β)(ωy sin β + v cosβ) cos2 α.

Выражение для момента аэродинамических сил записывается в виде

M∗ =

yk∫

y1

r(y)× R(y) dy,

где R(y) – вектор с компонентами (9), r(y) – вектор, проведенный из центра
масс O в точку приложения вектора R(y), yk – значение y, соответствующее
широкому концу пластинки, y1 > 0 – значение координаты y на некотором
расстоянии от центра масс O. Задавая нижний предел интегрирования по-
ложительным, мы тем самым исключаем из рассмотрения часть пластинки,
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окружающую центр масс O. Учитывая, что центр давления для пластинки
расположен на одной четверти ее хорды от передней кромки, запишем выра-
жение для проекций r(y) на оси Oxyz: rx = 0, 5 c(y) − c1, ry = y, rz = 0,
где −c1 – координата x точек передней кромки пластинки. Тогда проекции
вектора M∗ на оси Oxyz будут иметь вид

M∗

x =

yk∫

y1

yRz(y) dy, M∗

y = −0, 5

yk∫

y1

[c(y)−2c1]Rz(y) dy, M∗

z = −
yk∫

y1

yRx(y) dy.

Используя (9), представим эти выражения в виде

M∗

x = (a3ω
2 sinβ cos β + a2ωv cos 2β − a1v

2 cos β sin β) cos2 α,

M∗

y = −(b2ω
2 sin β cosβ − b1ωv cos 2β + b0v

2 cosβ sin β) cos2 α, (10)

M∗

z = (a3ω
2 sinβ +a2ωv sin

2 β + a1v
2 cos2 β) cos2 α,

где

an = 2πρ

yk∫

y1

c(y)yn dy, n = 1, ..., 3,

(11)

bn = πρ

yk∫

y1

[c(y)− 2c1]c(y)y
n dy, n = 0, ..., 2.

Теперь запишем выражение для момента сил, создаваемых профиль-
ным сопротивлением. Будем считать, что сечения пластинки обтекаются по-
током, имеющим в бесконечности скорость с компонентами (8), а течени-
ем вдоль оси Oy пренебрегаем. Тогда на каждый элемент пластинки бу-
дет действовать направленная по потоку сила профильного сопротивления

Qdy = CD(θ)c(y)ρV
2 dy, гле V =

√
ω2y2 + v2 cosα [10]. Будем считать, что

эта сила приложена к оси Oy. Тогда выражение для момента будет иметь
вид

MD =

yk∫

y1

r × Q dy,

где r = (0, y, 0), |Q| = Q и направление вектора Q совпадает с направлением
скорости (8). Проекции вектора MD на оси Oxyz будут

MD
x = ρ cos2 α

yk∫

y1

CD(θ)c(y)y(ωy sin β + v cos β)
√

ω2y2 + v2 dy, MD
y = 0,

(12)

93



С.Н. Судаков

MD
z = −ρ cos2 α

yk∫

y1

CD(θ)c(y)y(ωy cos β − v sinβ)
√

ω2y2 + v2 dy,

где

θ = arctg
y sin β + (v/ω) cos β

y cos β − (v/ω) sin β
.

Коэффициент CD(θ) определяется экспериментально и имеет достаточно
сложную зависимость от угла θ. Учитывая, что нами внесена в задачу
погрешность, обусловленная способом учета влияния свободных вихрей, це-
лесообразно на первоначальном этапе исследования упростить и выраже-
ния (12) так, чтобы упростить решение задачи. С этой целью положим
CD(θ) = const и будем вычислять MD

x ,MD
y ,MD

z при v = 0. Получаем

MD
x = κω2 cos2 α sin β, MD

y = 0, MD
z = −κω2 cos2 α cos β, (13)

где κ = CDa3/2π. Для Mx,My,Mz будем иметь

Mx = M∗

x +MD
x , My = M∗

y , Mz = M∗

z +MD
z . (14)

Теперь вычислим вертикальную составляющую Fζ аэродинамических сил.
Проекции результирующей аэродинамических давлений на оси Oxyz будут
следующие

Fx =

yk∫

y1

Rx(y) dy, Fy = 0, Fz =

yk∫

y1

Rz(y) dy.

Учитывая (9) и (11), перепишем эти выражения в виде

Fx = −(a2ω
2 sin2 β + a1ωv sin 2β + a0v

2 cos2 β) cos2 α, Fy = 0,

Fz = (a2ω
2 cos β sinβ + a1ωv cos 2β − a0v

2 cosβ sin β) cos2 α.

Проектируя результирующую на ось Oζ, находим

Fζ = (a2ω
2 sin β + a1ωv cos

3 β) cos3 α. (15)

Уравнения (5), (6) вместе с выражениями для моментов сил (10), (13), (14)
и силы (15) описывают равномерные авторотационные вращения пластинки.
Перепишем эти уравнения, подставив в них выражения для сил и моментов

(Jzx sin β − Jzy tgα+ Jzz cos β) tg α− (Jyx sin β + Jyy tgα− Jyz cos β) cos β =

= κ sin β + a3 sin β cos β + a2
v

ω
cos 2β − a1

(
v

ω

)2

cos β sinβ,
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−(Jxx sin β + Jxy tgα+ Jxz cos β) cos β + (Jzx sin β − Jzy tgα+ Jzz cos β) sin β =

= −b2 sin β cos β − b1
v

ω
cos 2β + b0

(
v

ω

)2

cos β sin β, (16)

−(Jyx sin β + Jyy tgα− Jyz cos β) sin β + (Jxx sin β + Jxy tgα+ Jxz cos β) tg α =

= −κ cos β + a3 sin
2 β + 2a2

v

ω
sin β cos β + a1

(
v

ω

)2

cos2 β,

ω2(a2 sin β + a1
v

ω
cos3 β) cos3 α = mg.

Используя уравнения (16), рассмотрим две задачи.

3. Формулировка и решение задачи 1. Прежде всего нас будет
интересовать решение следующей проблемы.

Задача 1. Выяснить вопрос о существовании равномерных авторотаци-
онных вращений пластинки заданной формы с известной массой, центром
масс и тензором инерции. В случае существования таких движений, вычи-
слить для них v, ω, α, β.

Решение. Введя обозначения

x̃ = v/ω, ỹ = tg α, (17)

представим первые три уравнения (16) в виде

x̃2a1 sin β cos β − ỹ2Jzy − x̃a2 cos 2β + ỹ[Jzx sin β + (Jzz − Jyy) cos β]−

−(Jyx sinβ − Jyz cos β) cos β − κ sin β − a3 sin β cos β = 0,

x̃2b0 sin β cos β − x̃b1 cos 2β − b2 sin β cos β + ỹ(Jxy cos β + Jzy sin β)+
(18)

+(Jxx sin β + Jxz cos β) cos β − (Jzx sinβ + Jzz cosβ) sin β = 0,

x̃2a1 cos
2 β − ỹ2Jxy + 2x̃a2 sin β cos β + ỹ[(Jyy − Jxx) sin β − Jxz cos β]+

+(Jyx sin β − Jyz cosβ) sin β − κ cos β + a3 sin
2 β = 0.

Задача сводится к нахождению действительных корней x̃, ỹ, β системы (18),
удовлетворяющих условиям

x̃ > 0, ỹ ≥ 0, β1 < β < β2, (19)

где β1 > −π/2, β2 < π/2 – некоторые числа, выбираемые из тех соображе-
ний, что при авторотации вертикаль пересекает плоскость пластинки. Пер-
вое условие (19) следует из того, что пластинка, имея вид, изображенный на
рис. 1, при падении должна вращаться против часовой стрелки (при виде
сверху), то есть ω > 0. Второе условие принято потому, что в экспериментах
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у пластинок, совершающих равномерные авторотационные вращения, тяже-
лый конец никогда не располагается выше легкого.

Для решения системы (18) заметим, что каждое входящее в нее уравнение
при фиксированном β определяет в плоскости Ox̃ỹ кривую второго порядка.
Решению системы (18) соответствует значение β, при котором все три кривые
пересекутся в одной точке. Это значение β можно найти, разбив отрезок
[β1, β2] на n равных частей и построив для каждой точки деления упомянутые
кривые. Для этого удобно использовать компьютер.

Когда значения x̃, ỹ, β будут найдены, можно вычислить ω, v, α. Из вто-
рого равенства (17) находим α = arctg y. Учитывая первое равенство (17), из
последнего равенства (16) получаем

ω =
√

mg(a2 sin β + a1x̃ cos3 β)−1 cos−3 α.

Далее, из первого уравнения (17) находим v = x̃ω. Найденные величины
α, β, ω, v полностью описывают авторотационные вращения пластинки. Ско-
рость снижения пластинки v∗ относительно оси O1ζ1 определяется равен-
ством

v∗ = −v. (20)

Равенство (20) получилось вследствие того, что мы пренебрегли влиянием
свободных вихрей. Это внесло определенную погрешность. Используя им-
пульсную теорию винта, можно уточнить значение v∗. Для этого заметим,
что при решении задачи скорость снижения пластинки v∗ нигде не использо-
валась. Поэтому можно пытаться найти v∗, используя найденное значение v
и импульсную теорию.

Согласно импульсной теории, для струи воздуха, протекающей через оме-
таемую вращающейся пластинкой поверхность, должны выполняться соотно-
шения [12]

v1 + v0 = 2v, ρAv(v1 − v0) = −mg, (21)

где A = π(yk cosα)
2 – площадь проекции ометаемой пластинкой поверхно-

сти на плоскость Oξη, v0 и v1 – вертикальные составляющие скорости струи
относительно пластинки соответственно ниже и выше ее, причем

v∗ = −v0. (22)

Из системы (21) находим

v0 = v +
mg

2ρAv
, v1 = v − mg

2ρAv
. (23)

При v1 > 0 соотношение (22) и первое равенство (23) определяют скорость
снижения пластинки. При v1 < 0 будет реализовываться режим турбулен-
тного следа [10]. В этом случае для уточнения необходимо использовать ви-
хревую теорию.
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Изложенный подход может быть полезен при обработке результатов эк-
спериментов с авторотирующей пластинкой, когда известны ее массово-
геометрические параметры и известно, что она может авторотировать при
свободном падении. В этом случае, используя решение задачи 1, можно вычи-
слять скорость снижения, скорость вращения и углы, определяющие положе-
ние пластинки при авторотации.

4. Формулировка и решение задачи 2. Рассмотрим теперь следую-
щую задачу.

Задача 2. Для пластинки заданной формы указать массу, положение
центра масс и тензор инерции, при которых падающая пластинка может со-
вершать равномерные авторотационные вращения.

Решение. Сначала разберем несколько частных случаев.
1) Случай α = β = 0. В этом случае уравнения (16) принимают вид

v =
Jyz
a2

ω, v =
Jxz
b1

ω, v =

√
κ

a1
ω, vω =

mg

a1
. (24)

Перед корнем стоит знак плюс потому, что v > 0 и мы условились считать
ω > 0. Эта система может быть разрешена относительно v и ω тогда и только
тогда, если ее первые три уравнения будут описывать в плоскости v, ω одну и
ту же прямую линию. Для этого необходимо и достаточно выполнения усло-
вий

Jyz = a2

√
κ

a1
, Jxz = b1

√
κ

a1
. (25)

Остальные компоненты тензора инерции произвольны. Из двух последних
уравнений (24) находим

v =

√
mg

a1

√
κ

a1
, ω =

√
mg√
κa1

.

Далее скорость снижения определяется по формулам (22) и (23).
Интересно отметить, что при симметричном распределении масс относи-

тельно плоскости Oxy имеем Jyz = Jxz = 0, и равенства (25) выполняться не
будут. В этом случае реализовать рассматриваемое движение нельзя.

2) Случай 0 < α < π/2, β = 0. В этом случае уравнения (16) принимают
вид

Jzy(1 + tg2 α) + (Jzz − Jyy) tgα = a2v/ω, Jxy tgα+ Jxz = b1v/ω,
(26)

(Jxy tgα+ Jxz) tg α = a1(v/ω)
2 − κ,

vω = mg/(a1 cos
3 α).

Условие разрешимости второго и третьего уравнений (26) относительно Jxy
и Jxz имеют вид a1(v/ω)

2 −κ = b1(v/ω) tg α. Это условие вместе с последним
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уравнением (26) образуют систему уравнений, определяющую v и ω, которую
мы запишем в виде

vω = k1, a1v
2 − κω2 = k2, (27)

где

k1 =
mg

a1 cos3 α
, k2 = mg

b1 tgα

a1 cos3 α
.

Система (27) сводится к двум биквадратным уравнениям

a1v
4 − k2v

2 − κk21 = 0, kω4 + k2ω
2 − a1k

2

1 = 0,

из которых находим

v2 =
k2 +

√
k2
2
+ 4κa1k

2

1

2a1
, ω2 =

−k2 +
√

k2
2
+ 4κa1k

2

1

2κ
.

Вычислив v/ω, можно из первых двух уравнений (26) определить значения
компонент тензора инерции, при которых реализуется рассматриваемое дви-
жение. Эти уравнения могут быть удовлетворены и в случае симметричного
распределения масс относительно плоскости Oxy, когда Jxy = Jxz = 0 (в
отличие от случая α = β = 0).

3) Случай α > 0, 0 < |β| < β0, где β0 < π/2. Будем считать распределение
масс симметричным относительно плоскости Oxy. В этом случае Jxz = Jyz =
= 0. Попробуем, используя уравнения (18), найти значения Jxx, Jyy , Jzz, Jxy,
при которых возможны установившиеся авторотационные вращения пластин-
ки с заданными значениями углов α, β. Для этого запишем уравнения (18) в
виде

Jyy − Jzz = Ax, Jzz − Jxx = Ay, Jxx − Jyy = Az, (28)

где

Ax =
1

ỹ cos β
(x̃2a1 sinβ cos β−x̃a2 cos 2β−Jxy sin β cos β−κ sinβ−a3 sin β cos β),

Ay =
1

sin β cos β
(x̃2b0 sin β cosβ − x̃b1 cos 2β + Jxyỹ cos β − b2 sin β cos β), (29)

Az =
1

ỹ sinβ
(x̃2a1 cos

2 β − ỹ2Jxy + x̃a2 sin 2β + Jxy sin
2 β − κ cos β + a3 sin

2 β).

При этом исключается из рассмотрения случай ỹ = 0,β = 0, который рассмот-
рен выше. Условие разрешимости уравнений (28) относительно Jxx, Jyy , Jzz
имеет вид Ax +Ay +Az = 0 и, с учетом выражений (29), записывается так:

x̃2a1 cos β + x̃2ỹb0 sin β cosβ + x̃a2 sin β − x̃ỹb1 cos 2β − ỹb2 sinβ cos β = 0. (30)

В это уравнение входят всего две группы параметров: a1, a2, b0, b1,κ – па-
раметры, характеризующие форму и профильное сопротивление пластинки,
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x̃, ỹ, β – параметры, характеризующие движение пластинки. Таким образом,
два из трех параметров x̃, ỹ, β могут быть заданы произвольно, а третий опре-
деляется уравнением (30). Могут представиться следующие случаи:

а) Параметры x̃, ỹ заданы, а β определяется из уравнения (30).
б) Заданы параметры ỹ, β. Выражение для x̃ находится из квадратного

уравнения (30) и имеет вид

x̃1,2 =
−a2 sin β + ỹb1 cos 2β ±

√
∆

2(a1 + ỹb0 sin β) cos β
, (31)

где ∆ = (a2 sinβ − ỹb1 cos 2β)
2 + 4(κ + b2ỹ sinβ cos β)(a1 + ỹb0 sin β) cos β. Из

двух значений x̃1,2 нам подходят только положительные.
в) Заданы параметры x̃, β. Параметр ỹ находится из уравнения (30) по

формуле

ỹ =
2f1(x̃, β)

f2(x̃, β)
,

где

f1(x̃, β) = x̃2a1 cos β + x̃a2 sin β − κ,

f2(x̃, β) = −x̃2b0 sin 2β + 2x̃b1 cos 2β + b2 sin 2β.

Остановимся на этом случае более подробно. Напомним, что кроме уравнения
(30) параметры x̃, ỹ должны удовлетворять условиям

x̃ > 0, ỹ > 0. (32)
Условия (32) накладывают ограничения на параметры x̃, β. Поэтому це-

лесообразно построить в плоскости Ox̃β области выполнения условий (32) и
построить линии уровня для параметра ỹ. В этих областях функции f1(x̃, β)
и f2(x̃, β) должны быть одного знака. Разрешая уравнения f1(x̃, β) = 0 и
f2(x̃, β) = 0 относительно x̃, получаем уравнения границы искомых областей
в следующей удобной форме

x̃ = − a2 sinβ

2a1 cos β
+

√(
a2 sinβ

2a1 cos β

)2

+
κ

a1 cos β
,

x̃ =
b1 cos 2β

b0 sin 2β
+

√(
b1 cos 2β

b0 sin 2β

)2

+
b2
b0
.

Качественно картина областей показана на рис. 3. Линии уровня параметра
ỹ строятся по формуле (31).

Определив параметры x̃, ỹ, β так, чтобы удовлетворялись условия (30) и
(32), приступаем к определению моментов инерции Jxx, Jyy , Jzz, Jxy. Момент
Jxy может быть задан без всяких ограничений. Согласно (29), этим будут
определены величины Ax, Ay, Az. Задав далее момент Jzz, из первых двух
уравнений (28) находим
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Рис. 3

Jyy = Jzz +Ax, Jxx = Jzz −Ay. (33)
Момент Jzz должен выбираться так, чтобы Jxx, Jyy, Jzz были положитель-

ны и выполнялись неравенства Jxx+Jyy ≥ Jzz (xyz), Jzz ≥ |2Jxy |, вытекающие
из определения моментов инерции [13]. Используя выражения (33), предста-
вим эти неравенства в виде

Jzz ≥ Ay −Ax, Jzz ≥ −Ax −Ay, Jzz ≥ Ax +Ay, Jzz ≥ |2Jxy|. (34)

Условие положительной определенности кинетической энергии сводится к не-
равенству JxxJyy − J2

xy > 0 и с учетом выражений (33) принимает вид J2
zz+

+Jzz(Ax − Ay) − AxAy > 0. Это условие выполняется в силу соотношений
(33).

Таким образом, для нахождения Jxx, Jyy, Jzz, Jxy нужно:
1) произвольно задать Jxy;
2) по формулам (29) найти Ax, Ay, Az;
3) задать Jzz так, чтобы выполнялись условия (34);
4) по формулам (33) найти Jyy и Jxx.

5. Численный пример. В качестве примера приведем расчет момен-
тов инерции и параметров полета пластинки, изображенной на рис. 1. Бу-
дем пользоваться системой СИ. Зададим размеры пластинки: AB = 0, 35м,
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BC = 0, 095м, CD = 0, 15м, AE = 0, 05м. Будем считать, что центр масс
расположен в точке O, лежащей на расстоянии 0, 03м от передней кромки
AB и на расстоянии 0, 324м от боковой кромки BC. Связанные с пластинкой
оси Oxyz расположим так, чтобы ось Oy была параллельна AB. Положим
y1 = 0, 06м. При этом 2c(y1) = 0, 072м. Коэффициент профильного сопро-
тивления CD зададим так, чтобы κ = 0, 2 · 10−6. Результаты трех вариантов
расчета приведены в таблице.

№ 1 2 3
α 0,4568 0,1696 0,0481
β -0,0380 -0,08 -0,01
ω 21,1549 30,7550 45,3555
v 0,5818 0,7689 0,4431
Jxx 0,019469 0,002813 0,00021302
Jyy 0,010185 0,004992 0,0019870
Jzz 0,01 0,0026 0,0021
Jxy 0,00079985 0,00023985 -0,0001362
m 0,022 0,022 0,0555
v0 1,1634 1,1337 1,9982
v1 1, 6297 · 10−4 0,4040 -1,1119
x̃ 0,0275 0,025 0,0098
ỹ 0,4914 0,1712 0,0481

Заключение. Полученные в работе результаты позволяют для пластин-
ки с известными массово-геометрическими параметрами, способной авторо-
тировать при падении, рассчитать скорость снижения, скорость вращения и
углы, определяющие ее положение при авторотации (задача 1).

Для пластинки заданной формы полученные результаты позволяют вычи-
слять массу, положение центра масс и тензор инерции, при которых она будет
способна авторотировать при падении (задача 2).
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S.N. Sudakov

The stationary falling of autorotational analog of samaras

Autorotations of plates, free falling in air, are investigated in this article. Shape and mass
distributions of plates are like ones for seeds of maple. The equations for stationary autorotation
revolutions of the plate are obtained. By means of this equations two problems are solved. The
first problem is the following. For a plate, the form and distributions of mass of which are given,
it is necessary to ascertain the exsistens of stationary autorotation revolutions. And the second
problem is the following. For a plate of given form, it is necessary to find out the conditions for
distributions of mass, which make possible the exsistens of stationary autorotation revolutions.
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