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Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà n òâåðäûõ òåë, îáðàçóþùèõ çàìêíóòóþ öåïü [1]. Òåëà ñâÿçàíû óïðóãèìè ñôåðè-
÷åñêèìè øàðíèðàìè. Òàêèå øàðíèðû ïîçâîëÿþò ó÷åñòü êàê èçãèáíûå, òàê è êðóòèëüíûå äåôîðìàöèè
ìîäåëèðóåìîãî óïðóãîãî îáúåêòà. Ïîëàãàëîñü, ÷òî ìîäåëèðóåìàÿ óïðóãàÿ ñèñòåìà ôèçè÷åñêè ëèíåéíà,
íî ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíà. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ñèñòåìû ñ ó÷åòîì áîëüøèõ ïðîãèáîâ.
Ïîëó÷åíû íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ââåäåííîé ñèñòåìû ñâÿçàííûõ òåë â ïðåäïîëîæåíèè îòñóò-
ñòâèÿ âíåøíèõ ñèë è ìîìåíòîâ. Íàéäåíû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû. Äåòàëüíî èçó÷åí
ñëó÷àé, êîãäà îñü ìîäåëèðóåìîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïëîñêîé êðèâîé. Äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ â ÿâíîì âèäå íàéäåíî ÷àñòíîå ðåøåíèå, â êîòîðîì îñü ñèììåòðèè çàìêíóòîé öåïè òâåðäûõ òåë
ïðè n→∞ ñîâïàäàåò ñ îñüþ óïðóãîãî ñòåðæíÿ, ìîäåëèðóþùåãî êîëüöåâóþ ìîëåêóëó.

Ââåäåíèå. Èñïîëüçîâàíèå ñèñòåì òâåðäûõ òåë, ñâÿçàííûõ óïðóãèìè óíèâåðñàëü-
íûìè øàðíèðàìè, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé óïðóãèõ áàëî÷íûõ ñèñòåì ïîçâîëèëî
â ðÿäå çàäà÷ ïîëó÷èòü îáîçðèìûå àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè [2 � 4]. Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü
êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â [5], êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåçîíàíñ-
íûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ, ïðè÷åì â ñëó÷àå n = 1, 2, 3 íèçøèå ðåçîíàíñíûå ñêîðîñòè ìîãóò
áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ
áàëî÷íîé òåîðèè è, êàê ñëåäñòâèå, åå êîíå÷íîìåðíîãî àíàëîãà ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå
î ìàëîñòè îòíîñèòåëüíûõ ïðîãèáîâ, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè îçíà÷àåò ìà-
ëîñòü îòíîñèòåëüíûõ óãëîâ ïîâîðîòà.

Îäíàêî â ðÿäå çàäà÷, ãäå ïðîãèáû äîñòèãàþò çíà÷èòåëüíîé âåëè÷èíû, áàëî÷íàÿ
òåîðèÿ íå ðàáîòàåò, à èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ óïðóãèõ ñòåðæíåé, ó÷èòûâàþùàÿ èõ ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü. Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ïîëó÷èâøèõ
ðàçâèòèå â ïîñëåäíèå ãîäû, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óïðóãèõ ñòåðæíåé ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè òðåòè÷íîé ñòðóêòóðû ìîëåêóëû ÄÍÊ. Óñòàíîâëåíî [6 � 8], ÷òî ýòè ìîëåêóëû ìîãóò
èìåòü êàê íåçàìêíóòóþ, òàê è çàìêíóòóþ ôîðìû. Êàê îòìå÷åíî â [7], íàèáîëåå óäîá-
íûìè äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ êîëüöåâûå ìîëåêóëû. Èññëåäî-
âàíèþ ãåîìåòðèè êîëüöåâûõ ìîëåêóë ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåðæíåâîé ìîäåëè ïîñâÿùåíû
ðàáîòû [6 � 8].

Îòìå÷åííîå âûøå óñïåøíîå ïðèìåíåíèå êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè ïðè èçó÷åíèè äè-
íàìèêè áàëî÷íûõ êîíñòðóêöèé äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíà äàñò ðÿä ïðå-
èìóùåñòâ è ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè íåëèíåéíûõ ñòåðæíåâûõ ñèñòåì. Íàñòîÿùàÿ ðàáî-
òà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè çàìêíóòîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ ñ ó÷åòîì
íåëèíåéíîñòè óïðóãèõ ïðîãèáîâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
n îäèíàêîâûõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà, ñâÿçàííûõ óïðóãèìè ñôåðè÷åñêèìè øàðíèðàìè,
ðàñïîëîæåííûìè â òî÷êàõ Ok ïåðåñå÷åíèÿ îñåé ñèììåòðèè ãèðîñêîïîâ (ñì. ðèñ. 1).
Òàêèå øàðíèðû ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü â ñî÷ëåíåíèÿõ óïðóãîñòü êàê èçãèáà, òàê è êðó-
÷åíèÿ. Ïîëàãàåì, ÷òî âíåøíèå ñèëû è ìîìåíòû îòñóòñòâóþò, è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî,
îáùèé öåíòð ìàññ ñèñòåìû òåë C íåïîäâèæåí. Ñâÿæåì ñ êàæäûì òåëîì Sk ñèñòåìó
êîîðäèíàò CkXkYkZk (îðòû ei

k; k = 1, n; i = 1, 2, 3), ãäå Ck � öåíòð ìàññ òåëà Sk, à îñü
CkZk íàïðàâëåíà âäîëü îñè ñèììåòðèè òåëà.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ìàññ Ck ðàñïîëîæåí â öåíòðå îñè ñèììåòðèè òåëà è

OkOk+1 = 2OkCk = 2c. (1)

Äëÿ çàìêíóòûõ ñèñòåì äîëæíî âû-

Ðèñ. 1. Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà òåë.

ïîëíÿòüñÿ óñëîâèå O1 = On+1, êîòîðîå ñ
ó÷åòîì (1) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

n∑
k=1

OkOk+1 = 2c
n∑

k=1

e3
k = 0. (2)

Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå ñèñòåìû êîîðäè-
íàò CkXkYkZk ïî îòíîøåíèþ ê èíåðöè-
àëüíîé CXY Z óãëàìè Êðûëîâà ψk, θk, ϕk.
Òîãäà èç (2) ñëåäóþò òðè ñêàëÿðíûõ ñî-
îòíîøåíèÿ:

f1 =
n∑

k=1

sinψk cos θk = 0,

f2 =
n∑

k=1

sin θk = 0, f3 =
n∑

k=1

cosψk cos θk = 0. (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç rkc ðàññòîÿíèå îò Ck äî íåïîäâèæíîãî öåíòðà C. Ïî îïðåäåëåíèþ
öåíòðà ìàññ ñèñòåìû n îäèíàêîâûõ òåë èìååì

n∑
k=1

rkc = 0. (4)

Èç âåêòîðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà (ðèñ. 1) ñ ó÷åòîì (1) ñëåäóåò

r2c = r1c + c(e3
1 + e3

2), rkc = r1c + c(e3
1 + e3

k) + 2c
k−1∑
i=2

e3
i (k ≥ 3). (5)

Èç (4) è (5) îïðåäåëÿåì

rkc = c

{
−e3

k +
1

n

k∑
i=1

(2i− 1)e3
i −

1

n

n∑
i=k+1

[2(n− i) + 1] e3
i

}
,

(k = 1, n− 1), (6)

rnc = c

[
−e3

n +
1

n

n∑
i=1

(2i− 1)e3
i

]
.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû èìååò âèä

T =
1

2

n∑
k=1

[
mṙ2

kc + A(p2
k + q2

k) +Br2
k

]
, (7)
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ãäå m � ìàññà òåëà Sk, A,B � ñîîòâåòñòâåííî åãî ýêâàòîðèàëüíûé è îñåâîé ìîìåíòû
èíåðöèè, pk, qk, rk � êîìïîíåíòû àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà Sk, êîòîðûå âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç óãëû ψk, θk, ϕk:

pk = ψ̇k cos θk sinϕk + θ̇k cosϕk, qk = ψ̇k cos θk cosϕk − θ̇k sinϕk, rk = ϕ̇k − ψ̇k sin θk. (8)

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (6) ñ ó÷åòîì (8) âûðàæåíèå (7) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

T =
1

2

n∑
j=1

[
A

′
(ψ̇2

j cos2 θj + θ̇2
j ) +B(ϕ̇j − ψ̇j sin θj)

2 +mc2

(
j∑

i=1

bijAij +
n∑

i=j+1

cijAij

)]
. (9)

Çäåñü
A

′
= A+mc2;

Aij = θ̇iθ̇j cos θi cos θj + (θ̇iθ̇j sin θi sin θj + ψ̇iψ̇j cos θi cos θj) cos(ψj − ψi)+

+(θ̇iψ̇j sin θi cos θj − θ̇jψ̇i cos θi sin θj) sin(ψj − ψi);

bij = 4(i− 1) +
1

n
[2j − 1− 2i(2i− 1)] +

1

n2
(2j − 1)(2i− 1)(i− j);

cij = 4j +
1

n
(4j2 + 2j + 2i− 8ij − 1) +

1

n2
(i− j)(2i− 1)(2j − 1).

Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â âèäå

Π =
1

2

n∑
k=1

[
k1(κ2

1k + κ2
2k) + k2κ2

3k

]
, (10)

ãäå k1, k2 � ñîîòâåòñòâåííî æåñòêîñòè èçãèáà è êðó÷åíèÿ, à

κ1k = (ψk − ψk−1) cos θk sinϕk + (θk − θk−1) cosϕk,

κ2k = (ψk − ψk−1) cos θk cosϕk − (θk − θk−1) sinϕk, (11)

κ3k = ϕk − ϕk−1 − (ψk − ψk−1) sin θk.

Òàêîé âûáîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ãåîìåòðè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü
îáúåêòà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óãëû ψk, θk, ϕk ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷å-
íèÿ, à èõ ðàçíîñòè ìàëû. Èç (11) ïðè n → ∞ (h → 0) ïîëó÷àåì, ÷òî hκik(i = 1, 2, 3)
ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà Äàðáó, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (10) � ñ ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèåé óïðóãîãî ñòåðæíÿ [9].

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (11) â (10) èìååì

Π =
1

2

n∑
k=1

{k1[(ψk−ψk−1)
2 cos2 θk +(θk−θk−1)

2]+k2[ϕk−ϕk−1− (ψk−ψk−1) sin θk]
2}. (12)

Â (12) âõîäÿò çíà÷åíèÿ óãëîâ ψ0, θ0, ϕ0, êîòîðûå â ñëó÷àå çàìêíóòûõ ñèñòåì (ïðè
ýòîì ïîëàãàåì On+1 = O1) òàêîâû:

ψ0 = ψn − 2π; θ0 = θn − 2π; ϕ0 = ϕn − 2π (13)
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2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â ôîðìå óðàâ-
íåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáîáùåííûå êîîðäèíàòû qi(ψi, θi, ϕi) óäî-
âëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì (3). Òîãäà ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì [10]:

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
+
∂Π

∂qi
−

3∑
k=1

λk
∂fk

∂qi
= 0, (14)

ãäå λk (k = 1, 2, 3) � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Ïîäñòàâëÿÿ â (14) âûðàæåíèÿ (3), (9), (12), ïîëó÷àåì

ψ̈k(A
′
cos2 θk +B sin2 θk)−Bϕ̈k sin θk + ψ̇kθ̇k(B − A

′
) sin 2θk −Bϕ̇kθ̇k cos θk+

+µ cos θk{(2k − 1)
n∑

j=k+1

(2n− 2j + 1)Fkj + (2n− 2k + 1)
k∑

j=1

(2j − 1)Fkj}+

+k1[(ψk − ψk−1) cos2 θk − (ψk+1 − ψk) cos2 θk+1]− k2{sin θk[ϕk − ϕk−1−

−(ψk − ψk−1) sin θk]− sin θk+1[ϕk+1 − ϕk − (ψk+1 − ψk) sin θk+1]}+

+λ1 cosψk cos θk − λ3 sinψk cos θk = 0 (k = 1, n);

A′[θ̈k + ψ̇2
k cos θk sin θk] +Bψ̇k(ϕ̇k − ψ̇k sin θk) cos θk + µ{(2k − 1)

n∑
j=k+1

(2n− 2j+ (15)

+1)Gkj + (2n− 2k + 1)
k∑

j=1

(2j − 1)Gkj} − k1[sin 2θk(ψk − ψk−1)
2/2+

+θk+1 − 2θk + θk−1]− k2 cos θk[ϕk − ϕk−1 − (ψk − ψk−1) sin θk]+

+λ1 sinψk sin θk + λ2 cos θk − λ3 cosψk sin θk = 0 (k = 1, n);

B[ϕ̈k − ψ̈k sin θk − ψ̇kθ̇k cos θk]− k2[ϕk+1 − 2ϕk + ϕk−1 + (ψk − ψk−1) sin θk−

−(ψk+1 − ψk) sin θk+1] = 0 (k = 1, n).

Çäåñü µ = mc2/n, ψn+1 = ψ1 + 2π, θn+1 = θ1 + 2π, ϕn+1 = ϕ1 + 2π;

Fkj = ψ̈j cos θj cos(ψk − ψj) + θ̈j sin θj sin(ψk − ψj)− 2ψ̇j θ̇j sin θj cos(ψk − ψj)+

+(θ̇2
j + ψ̇2

j ) cos θj sin(ψk − ψj);

Gkj = θ̈j[cos θj cos θk + sin θj sin θk cos(ψk − ψj)]− ψ̈j cos θj sin θk sin(ψk − ψj)+

+θ̇2
j [cos θj sin θk cos(ψk − ψj)− sin θj cos θk] + 2ψ̇j θ̇j sin θj sin θk sin(ψk − ψj)+

+ψ̇2
j cos θj sin θk cos(ψk − ψj)

Ñèñòåìà (3), (15) ïðåäñòàâëÿåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ ψk, θk, ϕk (k = 1, n), λs (s = 1, 2, 3).
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3. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Ïëîñêèé ñëó÷àé. Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû, ïîëîæèâ â óðàâíåíèÿõ (15) ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò ψk, θk, ϕk (k = 1, n) ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà ýòè êîîðäèíàòû äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå (3) è óðàâíåíèÿì

k1[(ψk − ψk−1) cos2 θk − (ψk+1 − ψk) cos2 θk+1] + k2{− sin θk[ϕk − ϕk−1−

−(ψk − ψk−1) sin θk] + sin θk+1[ϕk+1 − ϕk − (ψk+1 − ψk) sin θk+1]}+

+λ1 cosψk cos θk − λ3 sinψk cos θk = 0;

k1[sin 2θk(ψk − ψk−1)
2/2 + θk+1 − 2θk + θk−1] + k2 cos θk[ϕk − ϕk−1− (16)

−(ψk − ψk−1) sin θk]− λ1 sinψk sin θk − λ2 cos θk + λ3 cosψk sin θk = 0;

ϕk+1 − 2ϕk + ϕk−1 + (ψk − ψk−1) sin θk − (ψk+1 − ψk) sin θk+1 = 0.

Â ðàáîòàõ [6, 7] ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óïðóãàÿ
ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ ëèíèþ. Èçó÷èì ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé è çäåñü, ïîëà-
ãàÿ

θk = 0, k = 1, n. (17)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (17) â (16) è (3) è çàìåíû ïåðåìåííûõ

λ1 = λ cosψ, λ3 = λ sinψ, ψ̃k = ψk + ψ (18)

ïîëó÷èì
k1(ψ̃k+1 − 2ψ̃k + ψ̃k−1)− λ sin ψ̃k = 0, (19)

n∑
k=1

sin ψ̃k = 0,
n∑

k=1

cos ψ̃k = 0, (20)

ϕk+1 − 2ϕk + ϕk−1 = 0. (21)

Â äàëüíåéøåì çíàê ”˜” íàä ψk îïóñêàåì, à λ è ψ îïðåäåëÿåì èç (18) ÷åðåç èñõîäíûå
ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ =

√
λ2

1 + λ2
3 > 0; ψ = arctg(λ3/λ1).

Èç (19) � (21) çàêëþ÷àåì, ÷òî â ïëîñêîì ñëó÷àå óãëû ψk è ϕk íåçàâèñèìû.
Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàìêíóòîñòè ñèñòåìû (13) è ðàâåíñòâî ϕn+1 = ϕ1+2π,

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà (21) èìååò ðåøåíèå

ϕk = 2πk/n+ α, (22)

ãäå α � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ
Ââîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

xk = (ψk + ψn−k+1)/2, yk = (ψk − ψn−k+1)/2, k = 1, N

(çäåñü ïîëàãàëîñü n = 2N � ÷åòíîå ÷èñëî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ
ñèììåòðè÷íîé ìîëåêóëû ÄÍÊ) è ó÷èòûâàÿ (13), ïðèâîäèì ñèñòåìû (19), (20) ê âèäó

Â1X − ω2B̂1 = 0, (23)

Â2Y − ω2B̂2 = 2πE1, (24)
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n∑
k=1

sin xk cos yk = 0,
n∑

k=1

cosxk cos yk = 0. (25)

Çäåñü X, Y− ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöû-ñòîëáöû n-ãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè xi, yi; à
B̂1, B̂2 � ìàòðèöû-ñòîëáöû ñ ýëåìåíòàìè b1i , b

2
i , ðàâíûìè b1i = sinxi cos yi ,

b2i = cos xi sin yi; Â1 = {a1
ij}, Â2 = {a2

ij} � ÿêîáèåâû êâàäðàòíûå ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà,
â êîòîðûõ

a1
11 = a1

NN = −1, a1
ii = −2, a1

ii+1 = 1, i = 2, N − 1,

a2
11 = a2

NN = −3, a2
ii = −2, a2

ii+1 = 1; i = 2, N − 1,

E1 � ìàòðèöà-ñòîëáåö, â êîòîðîé e1 = 1, à îñòàëüíûå ei = 0 , ω2 = λ/k1.
Èç ïåðâûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (23), (24) íàõîäèì x2, y2, êàê ôóíêöèè x1, y1, ω

2. Èìååì

x2 = x1 + ω2b1(x1, y1) = f2(x1, y1, ω
2), y2 = 2π + y1 + ω2b11(x1, y1) = f 1

2 (x1, y1, ω
2).

Ó÷èòûâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, èç âòîðûõ óðàâíåíèé íàõîäèì x3 = f3(x1, y1, ω
2),

y3 = f 1
3 (x1, y1, ω

2). Ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ ïåðåìåííûõ â ïîñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ïîç-
âîëÿåò èç (k − 1)-ãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëèòü xk = fk(x1, y1, ω

2), yk = f 1
k (x1, y1, ω

2). Òîãäà
ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

F (x1, y1, ω
2) = 0, F1(x1, y1, ω

2) = 0. (26)

Óðàâíåíèÿ (25) äàþò åùå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

G(x1, y1) = 0, G1(x1, y1) = 0. (27)

Âõîäÿùèå â (26), (27) ôóíêöèè F, F1, G,G1 ëåãêî ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (15), (17) íàõîäÿòñÿ ïðè îäíîâðå-

ìåííîì óäîâëåòâîðåíèè óñëîâèé (26), (27).
4. Ðåøåíèå ïðè óñëîâèè λ = 0. Ïîëàãàÿ λ = 0, ïîëó÷àåì ω2 = 0 è ñèñòåìà (23)

ñòàíîâèòñÿ ñèñòåìîé îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî xk, à ñèñòåìà (24) � ñèñòåìîé
íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî yk.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî det(A1) = 0, òàê êàê

∆1
N = ∆1

N−1 = ... = ∆1
2 =

∣∣∣∣ −1 1
1 −1

∣∣∣∣ = 0. (28)

Çäåñü ∆1
k− îïðåäåëèòåëü k-ìåðíîé ìàòðèöû Â1, (k = 2, N).

Èç (28) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (23) ïðè óñëîâèè ω2 = 0 èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå è, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, îíî ðàâíî

xN = xN−1 = ... = x1 = x. (29)

Çäåñü x− ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Â2 ÷åðåç det(A2) = ∆2

N . Ýòîò îïðåäåëèòåëü ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåí òàê

∆2
N = δN − 2δN−1 + δN−2, (30)

ãäå δn− îïðåäåëèòåëü N -ãî ïîðÿäêà ÿêîáèåâîé ìàòðèöû B̂, â êîòîðîé bii = −2; bi i+1 = 1.
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Ðàñêëàäûâàÿ δN ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷àåì δN = −2δN−1 − δN−2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
δ1 = −2; δ3 = 3, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî δN = (−1)N(N + 1). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âû-
ðàæåíèå â (30), ïîëó÷àåì ∆2

N = (−4)NN 6= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ
íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (24) èìååò åäèíñòâåííîå íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé ñèñòåìå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, íàõîäèì

yk = −π +
2k − 1

2N
π (k = 1, N − 1), yN = − π

2N
. (31)

Ïðè ó÷åòå (29) èç (25) èìååì

N∑
k=1

cos yk = 0. (32)

Ïîñêîëüêó èç (31) ñëåäóåò cos yk = − cos yN−k+1, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå (31) óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (32). Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì ψk, ïîëó÷àåì

ψk = −π + x+
2k − 1

2N
π, ψN+k = π + x− 2k − 1

2N
π, k = 1, N.

Î÷åâèäíî, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà x, ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî, êàê è (22),
â âèäå

ψk = 2πk/n+ α1, k = 1, n. (33)

Çäåñü α1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Íàéäåííîå ðåøåíèå (22), (33) ïðè n → ∞ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííûì â [6 � 8] ðå-

øåíèåì äëÿ ñòåðæíåâûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ óïðóãàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæ-
íîñòü.
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