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ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ È ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÜ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÝÉËÅÐÀ�ÏÓÀÑÑÎÍÀ

Äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ëîêàëüíîé èíòåãðèðóå-
ìîñòè âáëèçè åå íåïîäâèæíîé òî÷êè, êàê êîíå÷íîé, òàê è áåñêîíå÷íî óäàëåííîé. Äëÿ ëîêàëüíîãî àíà-
ëèçà ñèñòåìû âáëèçè åå êîíå÷íîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëÿòü åå íîðìàëüíóþ ôîðìó
[1, 2]. Áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåâîäèòü â êîíå÷íóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò [1, 2] è çàòåì èñïîëüçîâàòü ïðèâåäåíèå ê íîð-
ìàëüíîé ôîðìå. Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà,
îïèñûâàþùåé äâèæåíèÿ âîë÷êà. Îêàçàëîñü, ÷òî ó ýòîé ñèñòåìû âáëèçè ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷-
íî óäàëåííûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê åñòü îáëàñòè ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè.

Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

ẋj = ϕj(X), j = 1, . . . , n, ˙
def
= d/dt, (1)

ãäå X = (x1, . . . , xn) è ϕj(X) � ìíîãî÷ëåíû. Òàêàÿ ñèñòåìà îïðåäåëåíà â n-ìåðíîì êîì-
ïëåêñíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Cn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìà â îáëàñòè D ⊂ Cn, åñëè â ýòîé îáëàñòè îíà èìååò íóæíîå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âèäà a(X)/b(X), ãäå ôóíêöèè a(X) è b(X) àíàëèòè÷íû â îáëàñòè D.
Êîíå÷íî, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåñòàöèîíàðíîé òî÷êè X0, ãäå õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ
ϕj(X

0) 6= 0, ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè ñèñòåìà (1) èìååò n− 1 àíàëèòè÷åñêèé ïåðâûé èí-
òåãðàë, ò.å. èíòåãðèðóåìà. Ïîýòîìó âîïðîñ îá èíòåãðèðóåìîñòè èíòåðåñåí äëÿ îáëàñòåé,
ñîäåðæàùèõ îñîáåííîñòè òèïà íåïîäâèæíîé òî÷êè èëè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû (1) ïðåäëàãàåòñÿ [3]
èçó÷àòü ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîé ôîðìû [1, 2] ñèñòåìû (1). Ïðèâåäåíèå ñèñòåìû (1) ê åå
íîðìàëüíîé ôîðìå � ýòî ââåäåíèå òàêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, â êîòîðûõ ñèñòåìà (1)
ïðèíèìàåò íàèáîëåå ïðîñòóþ (íîðìàëüíóþ) ôîðìó (ñì. íèæå ï. 2).

Åñëè íîðìàëèçóþùàÿ çàìåíà êîîðäèíàò ñõîäèòñÿ, òî ïî íîðìàëüíîé ôîðìå ìîæíî
èçó÷èòü âñå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1) âáëèçè íåïîäâèæíîé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè,
âñå ïåðèîäè÷åñêèå è óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå
íîðìàëèçóþùåìó, ïîëó÷èì ýòè ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ.

Åñëè æå íîðìàëèçóþùàÿ çàìåíà ðàñõîäèòñÿ, òî ïî íîðìàëüíîé ôîðìå ìîæíî èçó-
÷èòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ëèøü ïðèáëèæåííî, íî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.
Îäíàêî, ñ ðîñòîì òî÷íîñòè óìåíüøàåòñÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé îíà äîñòèãàåòñÿ. Â
ïðåäåëå òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó. Òåì íå ìåíåå, äàæå â ñëó÷àå ðàñõîäè-
ìîñòè íîðìàëèçóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî íîðìàëüíîé ôîðìå ìîæíî íàõîäèòü òàêèå
ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ è óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, êîòîðûå ïðèìûêàþò ê
íåïîäâèæíîé òî÷êå [1, 2]. Íî ïðè ýòîì òåðÿþòñÿ òàêèå ñåìåéñòâà ýòèõ ðåøåíèé, êîòî-
ðûå íå ïðèìûêàþò ê íåïîäâèæíîé òî÷êå. Îíè íàõîäÿòñÿ ïî íîðìàëüíîé ôîðìå òîëüêî
â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè íîðìàëèçóþùåé çàìåíû.

Åñëè â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè ñèñòåìà (1) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, òî
òàì ðåøåíèÿ âåäóò ñåáÿ ðåãóëÿðíî, è íîðìàëèçóþùàÿ çàìåíà, êàê ïðàâèëî, ñõîäèòñÿ.
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Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñõîäèòñÿ, òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà
(1) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà.

×òîáû èññëåäîâàòü èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû (1) âáëèçè áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî-
÷åê, íàäî êîìïàêòèôèöèðîâàòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü ñèñòåìó
(1) â ïðîåêòèâíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå PCn, ãäå xj = yj/y0, èëè â òîðè÷åñêîì
çàìûêàíèè ïðîñòðàíñòâà Cn, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïîèçâåäåíèåì n êîìïëåêñíûõ
ñôåð è èíâàðèàíòíî ïðè ñòåïåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò. Òîãäà äàííîå âûøå
îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè ïåðåíîñèòñÿ íà ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå áåñêî-
íå÷íî óäàëåííûå òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, � íà ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè
â áåñêîíå÷íîñòè, ê êîòîðûì ñòðåìÿòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1). Íàïðèìåð, ðåøåíèÿì ñ
îïðåäåëåííîé ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
â áåñêîíå÷íîñòè.

×òîáû èññëåäîâàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) âáëèçè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè, ìîæíî ïåðåâåñòè ýòó òî÷êó â êîíå÷íóþ ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ êîîðäèíàò (ïîäðîáíåå ñì. ï. 5). Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè êîíå÷íîé
íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæíî èçó÷àòü ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîé ôîðìû, êàê ñêàçàíî âûøå.
Â ÷àñòíîñòè, � åå èíòåãðèðóåìîñòü, ïåðèîäè÷ñêèå è óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ,
à òàêæå � âû÷èñëÿòü ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ åå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ. Ñäåëàâ çàòåì îá-
ðàòíîå ñòåïåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì ýòó èíôîðìàöèþ â êîîðäèíàòàõ èñõîäíîé
ñèñòåìû (1).

Áåñêîíå÷íî óäàëåííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû (1) (èëè ñòåïåííûå àñèìïòî-
òèêè åå ðåøåíèé) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà è óêîðî-
÷åííûõ ñèñòåì, îïèñàííîé â ãë. III êíèãè [2].

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èçó÷àòü ëîêàëüíóþ èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû (1) âáëèçè åå
êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷åê, à íå òîëüêî åå ãëîáàëüíóþ èíòåãðèðóåìîñòü âî
âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, êàê ýòî äåëàëîñü äî ñèõ ïîð. Ïåðâûå ïîïûòêè òàêîãî ðîäà
ïðåäïðèíÿòû â ðàáîòå [3]. Çäåñü îíè ïðîäîëæåíû.

Â [4, 5] äëÿ óðàâíåíèé Í. Êîâàëåâñêîãî ìåòîäàìè ñòåïåííîé ãåîìåòðèè [2] áûëî
íàéäåíî 22 ñåìåéñòâà ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé, èìåþùèõ ñòå-
ïåííûå àñèìïòîòèêè. Èç íèõ 8 ñåìåéñòâ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé èìåþò íàèáîëüøåå âîç-
ìîæíîå ÷èñëî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ò.å. ðåøåíèÿ ýòèõ ñåìåéñòâ çàïîëíÿþò íåêî-
òîðóþ îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé èìååòñÿ ïîëíûé íàáîð èíòåãðàëîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ïðîèçâîëüíûì ïîñòîÿííûì. Îäíàêî ýòè ëîêàëüíûå èíòåãðàëû
ñóùåñòâóþò íå âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à ëèøü â åãî îáëàñòè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
àíàëîãè÷íûå îáëàñòè è ëîêàëüíûå èíòåãðàëû èìåþòñÿ â ñèñòåìå Ýéëåðà-Ïóàññîíà. Äëÿ
ïîèñêà ýòèõ îáëàñòåé è àíàëèçà â íèõ ñòðîåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áûëî èñïîëü-
çîâàíî ïðèâåäåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà ê íîðìàëüíîé ôîðìå. Îáû÷íî
íîðìàëüíàÿ ôîðìà âû÷èñëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè [1]. Íî â [2, ãë. III]
ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòåïåííàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ
ïåðåâîäèòñÿ â íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü íîðìàëüíóþ ôîðìó â
îêðåñòíîñòè ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè, ÷òî è áûëî ñäåëàíî äëÿ òðåõ èç óêàçàííûõ 22
ñåìåéñòâ. Íîðìàëèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü Â.Ô. Åäíåðàëîì ñ ïîìîùüþ åãî ïðîãðàììû, íà-
ïèñàííîé â ñèñòåìå MATHEMATICA.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà A = B, x0 6= 0, y0 =
= z0 = 0 âû÷èñëÿëèñü íîðìàëüíûå ôîðìû â îêðåñòíîñòè íåðåçîíàíñíûõ è ðåçîíàíñíûõ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê è â îêðåñòíîñòè ñòåïåííûõ àñèìïòîòèê ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè
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Íîðìàëüíûå ôîðìû è èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà

íàáîðàìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ó ýòîé ñèñòåìû èìåþòñÿ ìíîæåñòâà êàê
êîíå÷íûõ, òàê è áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê, âáëèçè êîòîðûõ îíà ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìà.

Îòìåòèì åùå, ÷òî èç ãëîáàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (1) ñëåäóåò åå ëîêàëüíàÿ
èíòåãðèðóåìîñòü âáëèçè ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Íî èç ëîêàëüíîé èíòåãðèðóåìîñòè
ñèñòåìû (1), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò åå ãëîáàëüíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü.

Íèæå âñå âåêòîðû îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè áóêâàìè è çàïèñûâàþòñÿ êàê ìàòðèöû-
ñòðîêè, à çâåçäî÷êà * îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

1. Ëîêàëüíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âûðîñ èíòåðåñ ê èíòåãðè-
ðóåìûì ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì îáû÷íî ê èíòåãðèðóåìûì
îòíîñÿò òå ñèñòåìû, êîòîðûå èíòåãðèðóåìû âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò. å. ãëî-
áàëüíî èíòåãðèðóåìû. Îäíàêî, èìåþòñÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà
(1) ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ϕj(X), êîòîðûå èíòåãðèðóåìû ëèøü â ÷àñòè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è íåèíòåãðèðóåìû â äðóãîé åãî ÷àñòè. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé
ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 1.1. Ñèñòåìà (28) èç [6] ïðè b = 1/2, c = −1 èìååò âèä

ẋ = y + 2xy, ẏ = −x− x2 + xy + y2. (2)

Ñîãëàñíî (32) [6] îíà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

[(1 + x)2 − (1 + x)y + y2]|1 + 2x|−1 = c exp

[
2√
3

arc tg
2 + 2x− y

y
√

3

]
, (3)

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñèñòåìà (2) èìååò

Ðèñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (2).

2 íåïîäâèæíûå òî÷êè

S1 = {x = y = 0},
S2 = {x = −1, y = 0} (4)

è èíâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ

T = {x = −1/2}. (5)

Â òî÷êå S1 îíà èìååò öåíòð, à â òî÷êå S2 � ôîêóñ.
Ðèñ. 1 ïîêàçûâàåò ðàñïîëîæåíèå èíòåãðàëüíûõ êðè-
âûõ ñèñòåìû (2) íà ïëîñêîñòè (x, y). Ñèñòåìà (2) èí-
òåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè S1, íî
îíà íåèíòåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè S2. Â òî÷êå
S2 èíòåãðàë (3) èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü è íå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê îòíîøåíèå äâóõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âíå îêðåñòíîñòè òî÷êè S2 ñèñòåìà

(2) èíòåãðèðóåìà.
Ïîýòîìó çàäà÷ó îá èíòåãðèðóåìîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü òàê: â îêðåñòíîñòÿõ êà-

êèõ îñîáåííîñòåé ñèñòåìà (1) èíòåãðèðóåìà, à â îêðåñòíîñòè êàêèõ åå îñîáåííîñòåé
îíà íåèíòåãðèðóåìà. Òàêèå èíòåãðèðóåìîñòü è íåèíòåãðèðóåìîñòü áóäåì íàçûâàòü
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ëîêàëüíûìè. Ïîëåçíî òàêæå âûäåëÿòü èíâàðèàíòíûå ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå ìíîæå-
ñòâà. Ìàêñèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ãäå ñèñòåìà (2) èíòåãðèðóåìà, ýòî ïîëó-
ïëîñêîñòü x ≥ −1/2.

2. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà. Íàèáîëåå ïðîñòî ëîêàëüíóþ èíòåãðèðóåìîñòü (èëè íåèí-
òåãðèðóåìîñòü) ñèñòåìû (1) âáëèçè îñîáåííîñòè ìîæíî óñòàíîâèòü ïî åå íîðìàëüíîé
ôîðìå [1, ãë. III; 2, ãë. V, � 6]. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ òàêèõ îñîáåííîñòåé, êàê íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà, ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, èíâàðèàíòíûé òîð è àíàëîãè÷íûõ îñîáåííîñòåé â
áåñêîíå÷íîñòè. Çäåñü íàïîìíèì ëèøü íîðìàëüíóþ ôîðìó ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè åå
íåïîäâèæíîé òî÷êè X = 0. Òàì ñèñòåìà (1) èìååò âèä

Ẋ∗ = AX∗ + Φ∗(X), ˙
def
= d/dt, (6)

ãäå X = (x1, . . . , xn), A � ïîñòîÿííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è âåêòîðíûé ìíîãî÷ëåí
Φ(X) = (ϕ1, . . . , ϕn) íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ è ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, à çâåçäî÷êà * îçíà÷àåò
òðàíñïîíèðîâàíèå. Ïóñòü ëèíåéíàÿ çàìåíà

X∗ = BY ∗ (7)

ïðèâîäèò ìàòðèöó A ê æîðäàíîâîé ôîðìå J = B−1AB, à âñþ ñèñòåìó (6) � ê âèäó

Ẏ ∗ = JY ∗ + Φ̃∗(Y ). (8)

Ïóñòü ôîðìàëüíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò

Y = Z + Ξ(Z), (9)

ãäå Ξ = (ξ1, . . . , ξn) è ξj(Z) ñóòü ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû áåç ñâîáîäíûõ è ëèíåéíûõ
÷ëåíîâ, ïåðåâîäèò ñèñòåìó (8) â ñèñòåìó

Ż∗ = JZ∗ + Ψ∗(Z), (10)

ãäå Ψ(Z) � âåêòîðíûé ñòåïåííîé ðÿä áåç ñâîáîäíûõ è ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Çàïèøåì åå â
âèäå

żj = zjgj(Z) = zj

∑
gjQZQ ïî Q ∈ Nj, j = 1, . . . , n, (11)

ãäå Q = (q1, . . . , qn), ZQ = zq1

1 . . . zqn
n è Nj = {Q : Q ∈ Zn, Q + Ej ≥ 0}, j = 1, . . . , n, à Ej

� j-é åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïîëîæèì

N = N1 ∪ . . . ∪ Nn. (12)

Ïîñêîëüêó J � æîðäàíîâà ìàòðèöà, òî åå äèàãîíàëü Λ = (λ1, . . . , λn) ñîñòîèò èç ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A.

Ñèñòåìà (10), (11) íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé, åñëè:
à) ìàòðèöà J � æîðäàíîâà;
á) â çàïèñè (11) èìåþòñÿ òîëüêî ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû gjQZQ, äëÿ êîòîðûõ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå
〈Q, Λ〉 def

= q1λ1 + . . . + qnλn = 0. (13)
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Òåîðåìà 2.1 î íîðìàëüíîé ôîðìå. [1, ãë. III, � 1]. Ñóùåñòâóåò ôîðìàëüíàÿ çà-
ìåíà (9), ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìó (8) ê íîðìàëüíîé ôîðìå (10), (11).

Ñâîéñòâà íîðìàëüíîé ôîðìû è íîðìàëèçóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñì. òàì æå è â [7].
Ïóñòü k � ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé Q ∈ N óðàâíåíèÿ (13), îíî íàçûâàåòñÿ
êðàòíîñòüþ ðåçîíàíñà. Èíòåãðèðîâàíèå íîðìàëüíîé ôîðìû (11) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû ïîðÿäêà k îòíîñèòåëüíî k ðåçîíàíñíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèâåäåíèå ñèñòåìû ê íîðìàëüíîé ôîðìå � ýòî ââåäåíèå òàêèõ êîîðäèíàò, â êî-
òîðûõ ñèñòåìà èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä è ðåøåíèÿ ïî âîçìîæíîñòè âûïðÿìëåíû.
Îäíàêî, íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå íå âñåãäà ñõîäèòñÿ è äàåò àíàëèòè÷åñêóþ çà-
ìåíó ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. ×àñòî îíî ðàñõîäèòñÿ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ëèøü äëÿ
ïðèáëèæåííîãî (ñ òî÷íîñòüþ ëþáîãî ïîðÿäêà) îïèñàíèÿ ðåøåíèé âáëèçè íåïîäâèæíîé
òî÷êè. Íî è â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè îíî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ
è óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïðèìûêàþùèå ê íåïîäâèæíîé òî÷êå. Â [7] óêàçàíû
óñëîâèÿ íà íîðìàëüíóþ ôîðìó (11), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñõîäèìîñòü íîðìàëèçóþùå-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðèìåð 2.1 (ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 1.1). Â òî÷êå S1 äëÿ ñèñòåìû (2) ìàòðèöà

A =

(
0 1

−1 0

)
. (14)

Åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = i, λ2 = −i. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà (11) ñèñòåìû (2) èìååò âèä

żj = zj

[
λj +

∞∑

l=1

gjl(z1z2)
l

]
, j = 1, 2, (15)

èáî ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå (13) åñòü

〈Q, Λ〉 def
= q1λ1 + q2λ2 = i(q1 − q2) = 0

è èìååò ðåøåíèÿ Q = (q1, q2) ∈ N òîëüêî âèäà: öåëûå q1 = q2 = l ≥ 0.
Åñëè ïîëîæèòü ρ = z1z2, òî èç ñèñòåìû (15) âûäåëÿåòñÿ óðàâíåíèå

ρ̇ = ρ

∞∑

l=1

(g1l + g2l)ρ
l, (16)

êîòîðîå ÿâíî èíòåãðèðóåòñÿ. Äëÿ ñèñòåìû (2) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå

g1l + g2l = 0, l = 1, 2,

ò. å. óðàâíåíèå (16) èìååò ðåøåíèå

ρ = const, (17)

à äëÿ ñèñòåìû (15) � ýòî ïåðâûé èíòåãðàë. Â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâà-
íèå ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè S1, à ρ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷èíîé
äëÿ âåùåñòâåííûõ x è y âèäà ρ = x2+y2+. . ., ò.å. àíàëîãè÷íî êâàäðàòó ðàäèóñà-âåêòîðà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2) â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè S1 èìååò ïåðâûé èíòå-
ãðàë (17) , ò. å. ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé.
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Â òî÷êå S2 ïîëîæèì x = −1 + ξ, òîãäà ìàòðèöà

A =

(
0 −1
1 −1

)
.

Åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
λ1 =

−1 + i
√

3

2
, λ2 =

−1− i
√

3

2
.

Óðàâíåíèå (13), ò. å.
〈Q, Λ〉 def

= q1λ1 + q2λ2 = 0,

èìååò òîëüêî îäíî âåùåñòâåííîå ðåøåíèå q1 = q2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíàÿ
ôîðìà (11) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé

żj = λjzj, j = 1, 2 (18)

è åå ðåøåíèÿ ñóòü
zj = c̃ exp λjt, j = 1, 2. (19)

Ïðè ýòîì ρ = z1z2 è ϕ = −i ln(z1/z2) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè äëÿ âåùåñòâåííûõ ξ è
y. Îíè èìåþò ñìûñë êâàäðàòà ðàäèóñà-âåêòîðà è ïîëÿðíîãî óãëà. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ
ðåøåíèÿ (19) ñèñòåìû (18) èìåþò âèä

ρ = c̃ e−t, ϕ =
√

3 (t + t0).

Ñëåäîâàòåëüíî, åå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñóòü ñïèðàëè

ρ = c̃ exp (−ϕ/
√

3).

Â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
S2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè S2 ëîêàëüíî íåèíòåãðè-
ðóåìà.

3. Ïåðâûå èíòåãðàëû íîðìàëüíîé ôîðìû. Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ôîðìà (11) ëè-
íåéíà

żj = λjzj, j = 1, 2, . . . , n (20)

è λn 6= 0. Òîãäà îíà èìååò n− 1 ïåðâûé èíòåãðàë

zj =

{
cj, åñëè λj = 0,

cjz
λj/λn
n , åñëè λj 6= 0, j = 1, . . . , n− 1,

(21)

ãäå cj � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïóñòü α � êîìïëåêñíîå ÷èñëî: Re α 6= 0, Im α 6= 0.
Òîãäà êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ zα óñòðîåíà äîâîëüíî ñëîæíî â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîýòîìó
åñëè áîëåå ÷åì îäíî îòíîøåíèå λj/λn ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, òî òàêîé ñëó÷àé
áóäåì ñ÷èòàòü íåèíòåãðèðóåìûì è â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àè,
êîãäà âñå îòíîøåíèÿ λi/λn, i = 1, . . . , n− 1 âåùåñòâåííû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λn ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé L, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íîëü. Áóäåì ðàçëè÷àòü òðè ñëó÷àÿ:
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1. Íà ïðÿìîé L âñå ÷èñëà λ1, . . . , λn ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò íóëÿ.

2. Íåñêîëüêî ÷èñåë λi ðàâíû íóëþ, ñêàæåì λ1 = . . . = λl = 0, à îñòàëüíûå ÷èñëà
λl+1, . . . , λn ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò íóëÿ.

3. ×èñëà λj ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ.

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ íà íîðìàëüíóþ ôîðìó (10) è âåêòîð Λ, îáåñïå÷èâàþùèå
ñõîäèìîñòü íîðìàëèçóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ [7].

Óñëîâèå A. Â ñëó÷àå 1 íåò îãðàíè÷åíèé íà íîðìàëüíóþ ôîðìó (10); â ñëó÷àå 2 â
íîðìàëüíîé ôîðìå (10) ψ1 ≡ . . . ≡ ψl ≡ 0; â ñëó÷àå 3 ñóùåñòâóåò òàêîé ñòåïåííîé ðÿä
a(Z), ÷òî âñå

ψj = λjzj a(Z), j = 1, . . . , n. (22)

Â ÷àñòíîñòè, ýòî óñëîâèå âñåãäà âûïîëíåíî äëÿ ëèíåéíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (20).
Ïóñòü

ωk = min |〈Q, Λ〉| ïî Q ∈ N, 〈Q, Λ〉 6= 0,
n∑

j=1

qj < 2k, k = 1, 2 . . .

Óñëîâèå ω. Ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

k=1

ln ωk+1

ωk

,

ò.å. ýòà ñóììà > −∞.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àÿõ 1 è 2 ýòî óñëîâèå àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî. Â ñëó÷àå 3

îíî âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ âåêòîðîâ Λ = (λ1, . . . , λn).
Òåîðåìà 3.1. [7; 1, ãë. III]. Åñëè âåêòîð èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë Λ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ω è íîðìàëüíàÿ ôîðìà (11) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A, òî íîðìàëèçóþùåå
ïðåîáðàçîâàíèå (9) ñõîäèòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå 1 íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïîëèíîìèàëüíà. Åñëè ñîáñòâåííûå
÷èñëà λj óïîðÿäî÷åíû ïî ðîñòó |λj|, òî íîðìàëüíàÿ ôîðìà èìååò òðåóãîëüíûé âèä

żj = λjzj + δjzj−1 + pj(z1, . . . , zj−1), j = 1, . . . , n,

ãäå δj = 0, åñëè λj−1 6= λj, à pj ñîäåðæèò òîëüêî òàêèå ìîíîìû zq1

1 . . . z
qj−1

j−1 , ÷òî

λj = q1λ1 + . . . + qj−1λj−1.

Â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå âñåãäà ñõîäèòñÿ.
Òåîðåìà 3.2.[8]. Åñëè ó èñõîäíîé ñèñòåìû èìååòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë h̃(X) = const

â âèäå ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì X, òî â íîðìàëüíîé ôîðìå îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì
h(Z) =

∑
hQZQ ïî öåëûì ñòåïåíÿì Z, ñîäåðæàùèì òîëüêî ðåçîíàíñíûå ìîíîìû

hQZQ ñ 〈Q, Λ〉 = 0.
Îòìåòèì, ÷òî íåèíòåãðèðóåìîñòü íîðìàëüíîé ôîðìû âëå÷åò ëîêàëüíóþ íåèíòåãðè-

ðóåìîñòü èñõîäíîé ñèñòåìû. Íî èíòåãðèðóåìîñòü íîðìàëüíîé ôîðìû âëå÷åò èíòåãðèðó-
åìîñòü èñõîäíîé ñèñòåìû òîëüêî â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè íîðìàëèçóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
åñëè æå îíî ðàñõîäèòñÿ, òî, êàê ïðàâèëî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåèíòåãðèðóåìà.
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4. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà. Ñèñòåìó øåñòè óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà
[9], îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé (âîë÷êà),
ðàññìîòðèì â ñëó÷àå A = B = 1, C = c, Mgx0 = −1, y0 = z0 = 0:

ṗ = (1− c)qr, q̇ = (c− 1)pr − γ3, ṙ = γ2/c, (23)

γ̇1 = rγ2 − qγ3, γ̇2 = pγ3 − rγ1, γ̇3 = qγ1 − pγ2. (24)

Åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð ñèñòåìû c ∈ (0, 2]. Îíà èìååò òðè îáùèõ ïåðâûõ èíòåãðàëà

I1
def
= p2 + q2 + cr2 + 2γ1 = h = const,

I2
def
= pγ1 + qγ2 + crγ3 = l = const,

I3
def
= γ2

1 + γ2
2 + γ2

3 = 1.

(25)

Ýòî èíòåãðàëû ýíåðãèè, ìîìåíòà è ãåîìåòðè÷åñêèé. Êàê èçâåñòíî [9], ñèñòåìà (23), (24)
èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ, åñëè îíà èìååò ÷åòâåðòûé (äîïîëíèòåëüíûé) èíòåãðàë I4.
Îí èçâåñòåí â äâóõ ñëó÷àÿõ: ïðè c = 1 (ñëó÷àé Ëàãðàíæà)

I4
def
= p = const (26)

è ïðè c = 1/2 (ñëó÷àé Ñ. Êîâàëåâñêîé)

I5
def
= (p2 − q2 + 2γ1)

2 + (2pq + 2γ2)
2 = const. (27)

Òåîðåìà 4.1. Ñèñòåìà (23), (24) èìååò äâå ïàðû äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ (ïî c è p )
ñåìåéñòâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

Sσ : p ∈ C, q = 0, r = 0, γ1 = σ, γ2 = 0, γ3 = 0; σ = ±1;

Tσ : p ∈ C, q = 0, r = σ
√

1− (c− 1)2p4/((c− 1)p), γ1 = (c− 1)p2,

γ2 = 0, γ3 = σ
√

1− (c− 1)2p4; σ = ±1.

Â íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ýòèõ ñåìåéñòâ äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà íóëåâûå λ1 = λ2 = 0,
à îñòàëüíûå ðàçáèòû íà ïàðû λ3 = −λ4, λ5 = −λ6. Â [10] ïîêàçàíî, ÷òî ó ñåìåéñòâà S+

èìåþòñÿ øåñòü ìíîæåñòâ, âáëèçè êîòîðûõ ñèñòåìà (23), (24) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà,
ïðè÷åì äâà èç íèõ âåùåñòâåííûå. Äëÿ òî÷åê ýòèõ ìíîæåñòâ îòíîøåíèå λ5/λ3 íåâå-
ùåñòâåííî. Â ðàáîòå [3] â ñåìåéñòâå S+ áûëî âûäåëåíî 2 îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ (ïî c)
ïîäñåìåéñòâà S±+3, íà êîòîðûõ èìååòñÿ ðåçîíàíñ λ5 = 2λ3. Â îêðåñòíîñòÿõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê ýòèõ ïîäñåìåéñòâ âû÷èñëÿëèñü íîðìàëüíûå ôîðìû ñèñòåìû (23), (24) äî ÷ëåíîâ
ïîðÿäêà 6 (ò. å. ñ

∑
qi ≤ 6 â (11)), à òàêæå � èíòåãðàëû (25) � (27) â íîðìàëèçîâàííûõ

êîîðäèíàòàõ. Çäåñü ìëàäøèìè ðåçîíàíñíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà 4. Îíè àííó-
ëèðóþòñÿ íà îáîèõ ñåìåéñòâàõ òîëüêî ïðè c = 0.5 è c = 1. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà
ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòÿõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îáîèõ ñåìåéñòâ, èáî îíà
ãëîáàëüíî èíòåãðèðóåìà. Êðîìå òîãî, äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé c ÷ëåíû ïîðÿäêà 4 àííóëè-
ðóþòñÿ òîëüêî íà îäíîì èç äâóõ ïîäñåìåéñòâ S±+3. Â [3] áûëî ïðåäïîëîæåíî, ÷òî â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ñèñòåìà (23), (24) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà âáëèçè îäíîé èç äâóõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê è ëîêàëüíî íåèíòåãðèðóåìà âáëèçè äðóãîé. Îäíàêî áîëåå òùàòåëüíûé àíàëèç
[10] ïîêàçàë, ÷òî âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ íîðìàëüíàÿ ôîðìà íå èìååò äîïîëíèòåëüíîãî
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ôîðìàëüíîãî èíòåãðàëà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé. Îêàçàëîñü, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ
íîðìàëüíàÿ ôîðìà èìååò äîïîëíèòåëüíûå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, êîòîðûå
ïðèìûêàþò ê íåïîäâèæíîé òî÷êå.

5. Ñòåïåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Îáîçíà÷èì ln X = (ln x1, . . . , ln xn). Â ãë. III êíè-
ãè [2] îïèñûâàåòñÿ, êàê èçìåíÿåòñÿ ñèñòåìà (1) ïðè ñòåïåííîì ïðåîáðàçîâàíèè

(ln X)∗ = α (ln U)∗ , (28)

ãäå α � íåîñîáàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n. Ïóñòü ïðè çàìåíå (28) ñèñòåìà
(1) ïåðåõîäèò â ñèñòåìó

U̇ = H(U).

Â ýòîé ñèñòåìå ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ìîíîìîâ.
Äëÿ ñîõðàíåíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè â ýòèõ ìîíîìàõ íàäî èñïîëüçî-
âàòü ïðåîáðàçîâàíèå (28) ñ óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé α, ò. å. âñå åå ýëåìåíòû � öåëûå è
det α = ±1.

Ïóñòü ñèñòåìà (1) èìååò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèé

xj = bjτ
pj , bj 6= 0, j = 1, . . . , n. (29)

Â ãë. III êíèãè [2] ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (28) è ñòåïåííîé
çàìåíû âðåìåíè dt = UR dτ ïåðåâåñòè ýòó àñèìïòîòèêó â íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Îêðåñò-
íîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîé ôîðìû, â òîì
÷èñëå � è íà èíòåãðèðóåìîñòü. Äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ýòî äàñò åå àíàëèç â îêðåñòíîñòè
êðèâîé (29).

Ïðèìåð 5.1 (ïðîäîëæåíèå ïðèìåðîâ 1.1 è 2.1). Ñèñòåìà (2) èìååò èíâàðèàíòíóþ
ïðÿìóþ x = −0.5. Èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû âáëèçè ýòîé ïðÿìîé ïðè y →∞.
Ñäåëàåì ñòåïåííîå ïðåîáðàçîâàíèå è çàìåíó âðåìåíè

y = 1/u, dt = u dτ. (30)

Òîãäà ñèñòåìà (2) ïåðåéäåò â ñèñòåìó

x′ = 1 + 2x, u′ = u(−1 + xu + xu2 + x2u2), ′ def
= d/dτ. (31)

Ó ýòîé ñèñòåìû íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èìååòñÿ ïðè x = −1/2, u = 0. Ïîëîæèì x = −1/2+v,
òîãäà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åñòü v = u = 0. Äëÿ íåå ìàòðèöà

A =

(
2 0
0 −1

)

äèàãîíàëüíà; åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñóòü 2 è −1, ò. å. Λ = (2,−1). Íîðìàëüíàÿ ôîðìà
(11) èìååò âèä

z′j = zj

[
λj +

∞∑

l=1

gjl(z1z
2
2)

l

]
, j = 1, 2, (32)

èáî óðàâíåíèå (13) äëÿ Q = (q1, q2) ∈ N èìååò ðåøåíèÿ Q = (l, 2l), öåëîå l ≥ 0. Îä-
íàêî äëÿ ñèñòåìû (31) â åå íîðìàëüíîé ôîðìå (32) âñå êîýôôèöèåíòû gjl = 0, è åå
íîðìàëüíàÿ ôîðìà ëèíåéíà

z′1 = 2z1, z′2 = −z2.
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Îíà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë
I

def
= z1z

2
2 = const.

Ïî òåîðåìå 3.1 íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (31)
èíòåãðèðóåìà â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè, à ñèñòåìà (2) � â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé
x = −0.5 ïðè áîëüøèõ |y|.

Â [4, 5, 11] îïèñàíî 22 ñåìåéñòâà F1�F22 ñòåïåííûõ àñèìïòîòèê ðåøåíèé óðàâíåíèé
Ýéëåðà�Ïóàññîíà â ñëó÷àå B 6= C, x0 6= 0, y0 = z0 = 0. Èç íèõ 15 èìåþòñÿ ïðè A = B,
ò.å. äëÿ ñèñòåìû (23), (24) ñ c 6= 1. Ìû õîòèì èññëåäîâàòü îêðåñòíîñòè àñèìïòîòèê
ñåìåéñòâà F10. Äëÿ ýòîãî äåëàåì ñòåïåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

p = x4x5x
−1
6 , q = x5x

−1
6 , r = x−1

6 ,
γ1 = x1x

−2
6 , γ2 = x2x

−2
6 , γ3 = x3x5x

−2
6

(32′)

ñ ìàòðèöåé

α =




0 0 0 1 1 −1
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 −2
0 1 0 0 0 −2
0 0 1 0 1 −2




, det α = 1, (33)

è çàìåíó âðåìåíè dt = x6 dτ . Òîãäà ñèñòåìà (23), (24) ïðèíèìàåò âèä

x′1 = x2 − 2x1x2/c− x3x
2
5,

x′2 = −x1 + 2x2
2/c + x3x4x

2
5,

x′3 = x1 − x2x4 − (c− 1)x3x4 + x2
3 − x2x3/c,

x′4 = 1− c + (1− c)x2
4 + x3x4,

x′5 = [(c− 1)x4 − x3 − x2/c]x5,
x′6 = −x2x6/c.

(34)

Ïðè ýòîì ïåðâûå èíòåãðàëû (25)�(27) ïðèíèìàþò âèä

I1 = x−2
6 [c− 2x1 + (x2

4 + 1)x2
5],

I2 = x−3
6 x5(x1x4 + x2 + cx3),

I3 = x−4
6 (x2

1 + x2
2 + x2

3x
2
5),

I4 = x4x5x
−1
6 ,

I5 = x−4
6 [(2x1 + x2

4x
2
5 − x2

5)
2 + 4(x2 + x4x

2
5)

2].

(35)

Òåîðåìà 5.1. Ïðè x5 = x6 = 0 ñèñòåìà (34) èìååò òðè ñåìåéñòâà íåïîäâèæíûõ
òî÷åê, ó êîòîðûõ îäèíàêîâû x1 = c/2, x2 = i c/2 :

A : x3 = −i
4c− 3

4c− 2
, x4 = i

2c− 2

2c− 1
;

B : x3 = 0, x4 = −i;
C : x3 = ic (2− c), x4 = i (1− c).

(36)

Ñåìåéñòâà A è B ïðè c ∈ (1/2, 1) ñîîòâåòñòâóþò äâóì âåòâÿì ñåìåéñòâà F10, êî-
òîðûå ñîåäèíÿþòñÿ ïðè c = 3/4. Ñåìåéñòâî A ïðè c ∈ (0, 1/2) è ñåìåéñòâî B ïðè
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c ∈ (1, 2) ñîîòâåòñòâóþò ñåìåéñòâó F8. Ñåìåéñòâî C ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâó
F6.

Ñîãëàñíî [4, 5, 11] ýòèì ñåìåéñòâàì ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ñòåïåííûå àñèìïòîòèêè
ðåøåíèé ñèñòåìû (23), (24) ïðè t → 0:

A : p = b1t
1−2c, q = b2t

1−2c, r = b3t
−1,

γ1 = b4t
−2, γ2 = b5t

−2, γ3 = b6t
−2c;

B : p = b1t
2c−2, q = b2t

2c−2, r = b3t
−1,

γ1 = b4t
−2, γ2 = b5t

−2, γ3 = b6t
2c−3;

C : p = b1t
2, q = b2t

2, r = b3t
−1,

γ1 = b4t
−2, γ2 = b5t

−2, γ3 = b6t,

(37)

ãäå bj � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Ìàòðèöà ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû âáëèçè
ýòèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê èìååò áëî÷íûé âèä

A =




D 0 0
E F 0
0 0 G


 , (38)

ãäå D, E, F, G � ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2:

D =

( −i 0
−1 −2i

)
, E =

(
1 e12

0 0

)
, G =

(
λ5 0
0 −i/2

)
, (39)

ó ìàòðèöû F ýëåìåíòû ðàçíûå íà ðàçíûõ ñåìåéñòâàõ è âñå îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ âñåõ ñåìåéñòâ

λ1 = −i, λ2 = −2i, λ6 = −i/2. (40)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâà A, B è C ïî îòäåëüíîñòè.

6. Ñåìåéñòâî À. Ñåìåéñòâî A íàñ èíòåðåñóåò ïðè c ∈ (0, 1), c 6= 1/2. Äëÿ ýòîãî
ñåìåéñòâà â (39) e12 = −i (2c− 3)/(2c), à ìàòðèöà

F =



−i

4c2 + 2c− 3

4c− 2
i
2c2 − 6c + 3

4c− 2

i
2c− 2

2c− 1
−i

8c2 − 12c + 5

4c− 2


 . (41)

Åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ3 = −(i/2) (2c + 1), λ4 = −(i/2) (4c − 3). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî
(34) è (36) λ5 = i (c− 1). Èòàê, äîêàçàíà

Ëåììà 6.1. Âåêòîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñåìåéñòâà A åñòü

Λ = −i (1, 2, (2c + 1)/2, (4c− 3)/2, 1− c, 1/2). (42)

Ïðè c 6= 1/2 âñå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè ìàòðèöû A èç (38) ïðîñòûå, ïîýòîìó åå
æîðäàíîâà ôîðìà äèàãîíàëüíà ñ äèàãîíàëüþ (42). Ïðåîáðàçîâàíèå, âêëþ÷àþùåå ïà-
ðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò â íåïîäâèæíóþ òî÷êó è ëèíåéíóþ çàìåíó, èìååò
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âèä
x1 = x0

1 + y1, x2 = x0
2 + iy1 + y2,

x3 = x0
3 + b31y1 + b32y2 + (2c2 − 6c + 3)µy3 − y4/2,

x4 = x0
4 + b41y1 + b42y2 + 2(c− 1)µy3 + y4,

x5 = y5, x6 = y6,

(43)

ãäå µ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, à x0
1, . . . , x

0
4 � çíà÷åíèÿ èç (36). Ñèñòåìà

(34) ïðèíèìàåò âèä
y′j = λjyj + ˜̃ϕj(Y ), j = 1, . . . , 6. (44)

Èíòåãðàëû (35) ïðèíèìàþò âèä

I1 = y−2
6 [αy1 + h1(Ỹ ) y2

5],

I2 = y−3
6 y5 [βy3 + h2(Ỹ )],

I3 = y−4
6 [γy2 + h3(Ỹ ) y2

5],

I4 = y−1
6 y5 [y4 + h4(Ỹ )],

(45)

ãäå α, β, γ � íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò c, Ỹ
def
= (y1, y2, y3, y4), hi(Ỹ ) � ìíîãî-

÷ëåíû îò Ỹ , ïðè÷åì h2(Ỹ ) è h4(Ỹ ) � áåç ñâîáîäíûõ è ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ.
Çäåñü íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

yj = zj + ξj(
˜̃Z), j = 1, 2, 3, 4,

yk = zk(1 + ξk(
˜̃Z)), k = 5, 6,

(46)

ãäå ˜̃Z
def
= (z1, z2, z3, z4, z

2
5) è ξj, ξk � ñòåïåííûå ðÿäû ïî ˜̃Z áåç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, à ξj �

è áåç ëèíåéíûõ. Îíî ïåðåâîäèò ñèñòåìó (44) â íîðìàëüíóþ ôîðìó

z′j = λjzj + ψj(
˜̃Z), j = 1, 2, 3, 4,

z′k = zk(λk + ψk(
˜̃Z)), k = 5, 6,

(47)

à èíòåãðàëû (45) ïðèíèìàþò âèä

I1 = z−2
6 [αz1 + g1(

˜̃Z)],

I2 = z−3
6 z5 [βz3 + g2(

˜̃Z)],

I3 = z−4
6 [γz2 + g3(

˜̃Z)],

I4 = z−1
6 z5 [z4 + g4(

˜̃Z)],

(48)

ãäå gj � ñòåïåííûå ðÿäû áåç ñâîáîäíûõ è ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ è èíòåãðàëû ñîäåðæàò ëèøü
ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âåêòîð Λ èç (42) ïðè c ∈ (3/4, 1) îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ 1 èç
ï. 3, ïðè c = 3/4 � ê ñëó÷àþ 2, à ïðè c ∈ (0, 3/4) � ê ñëó÷àþ 3. Ïîýòîìó äëÿ c ∈
(3/4, 1) íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå âñåãäà ñõîäèòñÿ, à íîðìàëüíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíîé. Â � 6 ïðåïðèíòà [12] ïîêàçàíî, ÷òî ó ñåìåéñòâà F10 èìåþòñÿ îïàñíûå
çíà÷åíèÿ

c =
4k + 3

4(k + 1)
, k = 1, 2, 3, . . . (49)
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íà âåòâè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñåìåéñòâó A. Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ c íå âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ñîâìåñòíîñòè (ðàçðåøèìîñòè) è íåëüçÿ ðåøåíèÿ ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé (â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ âîçíèêàþò ëîãàðèôìû). Ïðè âñåõ äðóãèõ çíà-
÷åíèÿõ c ∈ (0, 1) óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè âûïîëíåíû. Çàìåòèì, ÷òî âñå îïàñíûå çíà÷åíèÿ
(49) ëåæàò â èíòåðâàëå c ∈ (3/4, 1).

Òåîðåìà 6.1. Åñëè c ∈ (3/4, 1) è îòëè÷íî îò îïàñíûõ çíà÷åíèé (49), òî äëÿ ñå-
ìåéñòâà A íîðìàëüíàÿ ôîðìà ëèíåéíà.

Ñîãëàñíî (42) ëèíåéíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (47) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

Ĩ = z4z
2
5z
−1
6 , (50)

èáî λ4 + 2λ5 − λ6 = 0. Îí ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèì ñ èíòåãðàëàìè I1, I2, I3 èç (48)
è ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì. Â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ p, q, r, γ1, γ2, γ3 èíòåãðàë Ĩ áóäåò
äîïîëíèòåëüíûì àíàëèòè÷åñêèì ïåðâûì èíòåãðàëîì â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè (37). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îêðåñòíîñòè ñèñòåìà (23), (24) ëî-
êàëüíî èíòåãðèðóåìà.

Ïðè îïàñíûõ çíà÷åíèÿõ (49) íîðìàëüíàÿ ôîðìà íåëèíåéíà, íî ëèíåéíû äâà åå
ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ, èáî â íèõ ψj ñîäåðæàò ëèøü ìîíîìû ˜̃ZQ̃, ãäå öåëî÷èñëåííûå
Q̃ = (q1, . . . , q5) ≥ 0, q1 + . . . + q5 > 0 è q1λ1 + . . . + q4λ4 + 2q5λ5 = 0. Íî ïîñêîëüêó
âñå λj/i < 0, òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé. Ïðè çíà÷åíèÿõ (49)
λ5 = −i/(4k + 4). Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíàÿ ôîðìà (47) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

˜̃I = z
2(k+1)
5 /z6. (51)

Îí ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèì ñ èíòåãðàëàìè I1, I2, I3 â (48) è ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (23), (24) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà âáëèçè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè (37) òàêæå â ñëó÷àÿõ (49).

Ïóñòü òåïåðü c ∈ (0, 3/4), c 6= 1/2. Åñëè c � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ñîãëàñíî (42)
óðàâíåíèå 〈Q, Λ〉 = 0 äëÿ öåëî÷èñëåííûõ Q ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé

q1 + 2q2 + q3/2− 3q4/2 + q5 + q6/2 = 0,
q3 + 2q4 − q5 = 0.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

q5 = q3 + 2q4. (52)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

q1 + 2q2 + 3q3/2 + q4/2 + q6/2 = 0.

Â íåîòðèöàòåëüíûõ qi ýòî óðàâíåíèå èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

q1 = . . . = q4 = q6 = 0.

Ñîãëàñíî (52) òîãäà q5 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â íîðìàëüíîé ôîðìå (47) ïîñëåäíèå òðè
óðàâíåíèÿ ëèíåéíû. Íî òîãäà íîðìàëüíàÿ ôîðìà (47) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë (50).
Åñëè èððàöèîíàëüíîå c òàêîâî, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ω èç ï. 3, òî ïî òåîðåìå 3.1
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íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñõîäèòñÿ è ñèñòåìà (23), (24) âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè (37) èìååò äîïîëíèòåëüíûé àíàëèòè÷åñêèé ïåðâûé èíòåãðàë,
ò.å. ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà. Èòàê, äîêàçàíà

Òåîðåìà 6.2. Âáëèçè ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè (37), ñîîòâåòñòâóþùåé ñåìåéñòâó
A, ñèñòåìà (23), (24) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, åñëè c ∈ (3/4, 1) èëè åñëè èððàöèîíàëü-
íîå c ∈ (0, 3/4) òàêîâî, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ω.

Â.Ô. Åäíåðàë â ñèñòåìå MATHEMATICA ñîçäàë ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîð-
ìàëüíîé ôîðìû [13]. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ïðîãðàììû îí âû÷èñëèë íîðìàëüíûå ôîðìû
(11) âáëèçè ñåìåéñòâà A äëÿ íåñêîëüêèõ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé c ∈ (0, 3/4) äî ÷ëå-
íîâ áîëüøèõ ïîðÿäêîâ

∑
qi ≥ 6. Âñåãäà âû÷èñëåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïîëó÷àëàñü

ëèíåéíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âáëèçè ñåìåéñòâà A ñèñòåìà (23),
(24) âñåãäà ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà äëÿ c ∈ (0, 3/4).

Ïðè c = 3/4 ñåìåéñòâà A è B ñîâïàäàþò. Ñîãëàñíî (42)

Λ = −i (1, 2, 5/4, 0, 1/4, 1/2).

Íîðìàëüíàÿ ôîðìà áûëà âû÷èñëåíà äî 10 ïîðÿäêà. Îíà íåëèíåéíà è íå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ A. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ [1], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè c = 3/4 óðàâíåíèÿ Í. Êîâàëåâ-
ñêîãî èìåþò íåñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèé ñ äâóïàðàìåòðè÷åñêèì ëîãàðèôìîì.
Ïî-âèäèìîìó, ïðè c = 3/4 âáëèçè íåïîäâèæíîé òî÷êè ñåìåéñòâ A ∩B ñèñòåìà ëîêàëü-
íî íåèíòåãðèðóåìà.

7. Ñåìåéñòâî B. Îíî èíòåðåñíî ïðè c ∈ (1/2, 2]. Íà íåì âåêòîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

Λ = −i (1, 2, (3− 4c)/2, 2− c, (2c− 1)/2, 1/2). (53)

Åñëè c ∈ (1/2, 3/4), òî Λ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ 1 èç ï. 3, à äëÿ c ∈ (3/4, 2] � ê ñëó÷àþ 3.
Çäåñü ìîæíî äîêàçàòü òàêîé àíàëîã òåîðåìû 6.2.

Òåîðåìà 7.1. Âáëèçè ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè (37), ñîîòâåòñòâóþùåé ñåìåéñòâó
B, ñèñòåìà (23), (24) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, åñëè c ∈ (1/2, 3/4) èëè åñëè èððàöèîíàëü-
íîå c ∈ (3/4, 2) òàêîâî, ÷òî Λ èç (53) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ω.

Áûëè âû÷èñëåíû íîðìàëüíûå ôîðìû äëÿ íåñêîëüêèõ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé
c ∈ (3/4, 2). Äëÿ c 6= 1, 3/2, 7/4 âñå îíè îêàçàëèñü ëèíåéíûìè.

Äëÿ c = 1
Λ = −i (1, 2,−1/2, 1, 1/2, 1/2)

ñîãëàñíî (53), à âû÷èñëåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A, ãäå a(Z) �
ðÿä ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì z2

3z
2
5 .

Èòàê, âáëèçè àñèìïòîòèê (37), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâó B, ñèñòåìà (23), (24),
ïî-âèäèìîìó, ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà.

8. Ñåìåéñòâî Ñ. Îíî èíòåðåñíî ïðè c ∈ (0, 2]. Íà íåì

Λ = −i (1, 2,−(2c + 1)/2, c− 2, 3/2, 1/2) (54)

è âñåãäà îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ 3 èç ï. 3. Äëÿ ñåìåéñòâà C íåò îïàñíûõ çíà÷åíèé è àíàëîãà
òåîðåì 6.2 è 7.1.

Áûëè âû÷èñëåíû íîðìàëüíûå ôîðìû äëÿ íåñêîëüêèõ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé c.
Äëÿ c 6= 1/2, 2/3, 3/4, 1, 3/2, 7/4, 2 è íåêîòîðûõ äðóãèõ âñå îíè îêàçàëèñü ëèíåéíûìè.
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Ïî òåîðåìå 3.1 â ýòèõ ñëó÷àÿõ íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñõîäèòñÿ. Ëèíåéíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà èìååò ïÿòü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âèäà (21).

Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòÿõ ñòåïåííûõ àñèìïòîòèê (37), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå-
ìåéñòâó C, ñèñòåìà (23), (24) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà. Ïðè c = 1

Λ = −i (1, 2,−3/2,−1, 3/2, 1/2)

ñîãëàñíî (54), à âû÷èñëåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A, ãäå a(Z) �
ðÿä îò z1z4 è z2

3z
2
5 .

Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà Ýéëåðà�Ïóàññîíà ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà
âáëèçè íåêîòîðûõ åå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé è ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà âáëèçè íåêî-
òîðûõ ñòåïåííûõ àñèìïòîòèê åå ðåøåíèé. Âñå ðàññìîòðåííûå àñèìïòîòèêè êîìïëåêñ-
íûå. Îäíàêî, ëîêàëüíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü è íåèíòåãðèðóåìîñòü ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
íà áîëüøèå îáëàñòè â êîìïëåêñíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùèå êóñêè âåùå-
ñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Íà ðèñ. 2 è 3 ïîêàçàíû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, âû÷èñëåííûå
È.Í. Ãàøåíåíêî äëÿ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà. Âèäíî ÷åòêîå
ðàçäåëåíèå íà çîíû èíòåãðèðóåìîñòè è íåèíòåãðèðóåìîñòè.

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ âåðñèÿ ýòîé ðàáîòû � ïðåïðèíò [14].

Ðèñ. 2. A=B=1.3646, C=1, h=0.75, l=0. Ðèñ. 3. A=B=1.1084, C=1, h=1.5, l=1.

Àâòîð áëàãîäàðèò Â.Ô. Åäíåðàëà çà âû÷èñëåíèå íîðìàëüíûõ ôîðì, à È.Í. Ãàøå-
íåíêî � çà ðèñ. 2, 3 è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 05-01-00050) è Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ "Ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ìåòîäû â íåëèíåéíîé äèíàìèêå".
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