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ДИФРАКЦИОННОЕ РАССЕЯНИЕ НОРМАЛЬНЫХ
ВОЛН СДВИГА НА ВНУТРЕННЕМ ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ
ОРТОТРОПНОМ ВКЛЮЧЕНИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО
СЕЧЕНИЯ В ОРТОТРОПНОМ УПРУГОМ СЛОЕ
С ЗАКРЕПЛЕННЫМИ ГРАНЯМИ

С использованием метода изображений получено численно-аналитическое решение дву-
мерной краевой задачи о дифракционном рассеянии бегущих симметричных нормальных
волн продольного сдвига на прямолинейно-ортотропном цилиндрическом упругом вклю-
чении эллиптического поперечного сечения в плоскопараллельном ортотропном дефор-
мируемом слое. Рассмотрен случай нормального падения волны из произвольной моды
дисперсионного спектра на включение с осью, лежащей в срединной плоскости слоя с за-
крепленными плоскими гранями. Решение задачи сведено к бесконечной системе линейных
алгебраических уравнений относительно коэффициентов представлений волновых полей в
областях сечения слоя и включения рядами по соответствующим базисным частным реше-
ниям волновых уравнений в аффинно-преобразованных координатах, выражаемым через
цилиндрические функции. Представлены результаты численных исследований, характери-
зующие ряд ведущих закономерностей в распределениях волновых перемещений в ближнем
и дальнем дифракционном поле применительно к вариантам задачи, в которых отношения
квадратов полуосей эллиптического сечения включения равны отношениям соответствую-
щих модулей продольного сдвига для материалов слоя и включения. Рассмотрены случаи
варьирования полуосей эллиптического сечения, относительной длины падающей волны
из низшей моды дисперсионного спектра, а также показателя пропорциональности для
модулей продольного сдвига ортотропных материалов слоя и включения.

Ключевые слова: закрепленный ортотропный упругий слой, дифракционное рассеяние
нормальных волн сдвига, численно-аналитическое исследование, методы изображений и
аффинных преобразований, закономерности распределений волновых перемещений.

Введение. Проблемы теоретического исследования двумерных дифрак-
ционных полей, формирующихся при рассеивании стационарных волн ме-
ханических деформаций на неоднородностях в виде полостей и включе-
ний в упругих телах, несмотря на длительный период изучения имеют ряд
открытых, актуальных в фундаментальном и прикладном отношении ас-
пектов. Анализ результатов, представленных в монографиях [1–3], а также в
обзорных разделах ряда публикаций [4–8], свидетельствует, что это заключе-
ние справедливо и для задач о двумерных дифракционных полях, формирую-
щихся в упругом слое при рассеянии нормальных волн продольного сдвига на
внутренних туннельных цилиндрических полостях и деформируемых цилин-
дрических включениях различных сечений с параллельными плоским граням
слоя образующими. В частности, в работе [9] описана принципиальная схе-
ма получения дисперсионных соотношений для волн сдвига, распространя-
ющихся вдоль изотропного слоя с периодическим рядом перпендикулярных
направлению распространения и параллельных граням внутренних туннель-
ных цилиндрических полостей. Метод базируется на использовании рядов по
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базисным решениям волнового уравнения в цилиндрических функциях. Ре-
зультаты численных исследований по данной методике в указанной работе
не приведены. В публикациях [10, 11] рассмотрены задачи о полях сдвиговых
магнитоупругих волн в градиентно-неоднородном слое с внутренней туннель-
ной цилиндрической полостью как приграничной части изотропного полупро-
странства. Метод интегральных преобразований и решения волновых урав-
нений в цилиндрических функциях в пространстве изображений применял-
ся в работе [12] для исследования эффектов рассеяния упругих продольно-
сдвиговых волн на круговом отверстии в изотропной полосе со свободными
от напряжений границами. В [2] без примеров численной реализации описан
численно-аналитический подход к решению задач дифракции волн сдвига на
внутренних туннельных круговых цилиндрических полостях в упругом слое,
базирующийся на концепции зеркального отражения (методе изображений
[13]). Работа [14] содержит аналитическое и численное исследование задачи о
дифракционном рассеянии нормальной волны сдвига на туннельном цилин-
дрическом упругом включении кругового сечения в изотропном слое с за-
крепленными плоскими гранями, включая описание ряда ведущих эффектов
в структуре дифракционных полей.

Целью настоящей работы является дальнейшее обобщение метода изо-
бражений, заключающееся в построении решения задачи о дифракционном
рассеянии симметричных сдвиговых волн при нормальном падении на па-
раллельное граням центрально расположенное туннельное прямолинейно-
ортотропное упругое цилиндрическое включение эллиптического сечения в
прямолинейно-ортотропном слое с закрепленными гранями. Применяется
подход, основывающийся на аффинном преобразовании координат для транс-
формации уравнения стационарных колебаний антиплоской деформации ор-
тотропной среды в метагармоническое уравнение, а также на представлении
поля рассеиваемых в слое волн в виде суперпозиции рядов по базисным систе-
мам решений метагармонических уравнений во вспомогательных аффинно-
преобразованных локальных координатных системах с полюсами, зеркально
расположенными относительно его границ.

1. Постановка задачи. Рассматривается отнесенный к прямоуголь-
ным координатам Oξ1ξ2ξ3 прямолинейно ортотропный упругий слой толщины
2h, сечение которого в плоскости Oξ1ξ2 представлено на рис. 1. Грани слоя
Γ± : ξ2 = ±h жестко закреплены, а внутри слоя расположено прямолинейно
ортотропное туннельное цилиндрическое упругое включение эллиптического
поперечного сечения, занимающее область V2 = {x21/a

2 + x22/b
2 ≤ 1,

−∞ < x3 < ∞}. Контур сечения упругого включения имеет параметри-
ческое представление Γ = {x1 = a cosϕ, x2 = b sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π]}. Во
введенных координатах область сечения, занимаемая материалом слоя, име-
ет вид V1 = {−∞ < x2, x3 < ∞, |x1| ≤ h}/V2. Физико-механические свой-
ства материалов слоя и включения при динамической антиплоской дефор-

мации соответственно характеризуются упругими постоянными {c
(1)
44 , c

(1)
55 },

{c
(2)
44 = δ c

(1)
44 , c

(2)
55 = δ c

(1)
55 } и параметрами плотности ρ1 и ρ2. Полуоси эл-
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липтического сечения включения V2, по предположению, имеют величины
a = R, b = (c55 /c44)

1/2R.

Рис. 1. Сечение слоя с туннельным цилиндрическим
включением эллиптического сечения.

Искомые комплексные амплитудные функции для волновых перемещений

U
(отр)
3 (ξ1, ξ2,t) в отраженных волнах и волновых перемещений U

(прел)
3 (ξ1, ξ2,t)

в преломленных во включении волнах подлежат определению из краевой
задачи для уравнений стационарных сдвиговых упругих колебаний анти-
плоской деформации для материалов слоя и включения, которые в случае
отнесения всех характеристик с линейной размерностью к нормирующему
параметру h принимают вид

(c
(j)
55 ∂2

1 + c
(j)
44 ∂2

2 − ρjh
2∂2

t )U
(j)
3 = 0 (j = 1, 2), (1)

где

∂j = ∂/∂ξj (j = 1, 2), ∂t = ∂/∂t, U
(1)
3 = U

(пад)
3 + U

(отр)
3 , U

(2)
3 = U

(прел)
3 . (2)

Краевые условия рассматриваемой задачи на плоских гранях слоя Γ± и на
границе контакта материалов слоя и включения имеют вид

(U
(1)
3 )ξ2=±h = 0, (U

(1)
3 )Γ = (U

(2)
3 )Γ, (σ

(1)
n3 )Γ = (σ

(2)
n3 )Γ, (3)

где (σ
(j)
n3 )Γ – отнесенные к нормирующему параметру c∗ = c

(1)
55 амплитудные

характеристики касательных напряжений на площадках вдоль поверхности с
направляющей Γ. Для функции волновых упругих перемещений в падающей
нормальной упругой SH-волне вводится исходное представление

U
(пад)
3 (ξ1, ξ2, t) = U30 exp(−i(ωt− knξ1)) cos(α̃nξ2), (4)

в котором α̃n = (2n + 1) π/2h, kn =
(

Ω2
1 − α̃2

n

)1/2
, Ω2

1 = ρ1ω
2h2/c∗, n –

номер моды падающих нормальных бегущих симметричных SH-волн в за-
крепленном на плоских гранях слое. Представление (4) априори удовлетво-
ряет первому из краевых условий (3). Задача заключается в описании полей
отраженных и преломленных волн.
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2. Построение численно-аналитического решения задачи. На
исходном этапе построения решения осуществляется аффинное преобразо-
вание координат Oξ1ξ2 в координаты Ox1x2, которое описывается соотноше-
ниями

x1 = ξ1, x2 = µξ2, µ = (c
(1)
55 /c

(1)
44 )

1/2.

При этом эллиптический контур сечения включения Γ трансформируется в
окружность Γ̃ радиуса R, а уравнения (1) принимают вид

(∂2
1 + ∂2

2 − ρ1h
2c−1

∗ ∂2
t )U

(1)
3 = 0, (∂2

1 + ∂2
2 − ρ2h

2(δc∗)
−1∂2

t )U
(2)
3 = 0.

В плоскости Ox1x2 система полярных координат Orθ связана с xj соотноше-
ниями

x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, θ ∈ [0, 2π].

Для амплитудной составляющей функции волновых перемещений в прелом-
ленных во включении волнах записывается представление

U
(прел)
3 =

∞
∑

n=0

BnJn (Ω2r) cos (nθ), (5)

в котором Bn – подлежащие определению коэффициенты разложения по-
ля преломленных во включении волн в ряд по базисным цилиндрическим
стоячим волнам; Jn (Ω2r) – цилиндрические функции Бесселя первого рода
индекса n, Ω2

2 = ρω2h2/(δc∗) = Ω2
1/δ. Для записи амплитудной составляющей

поля волн, отраженных от включения и удовлетворяющих краевому условию
на закрепленных гранях слоя Γ±, согласно концепции метода изображений,
вводится счетное множество вспомогательных локальных прямоугольных и
полярных координатных систем с полюсами Ok, имеющими в Ox1x2 коорди-
наты x1,k = 0, x2,k = 2kh (k = ±1, ±2, . . .). Соответственно с использованием
введенных локальных координатных систем записывается удовлетворяющее
условию на Γ± представление

U
(отр)
3 =

∞
∑

n=0
AnHn (Ω1r0) cos (nθ0)+

+
∞
∑

k=1

∞
∑

n=0
An(−1)k (Hn (Ω1rk) cos (nθk) +Hn (Ω1r−k) cos (nθ−k)).

(6)

После применения теорем сложения цилиндрических функций контурное

представление (U
(отр)
3 )Γ̃ принимает вид

U
(отр)
3 =

∞
∑

n=0

[

AnH
(1)
n (ΩR) + δ0n

∞
∑

p=0
Ap (i

p−n + i−p+n)Jn (ΩR)×

×
∞
∑

k=1

(−1)k
[

H
(1)
p−n (2Ωhk) + H

(1)
n+p (2Ωhk)

]]

cos (nθ) ,
(7)
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и с введением обозначения Sp,n =
∞
∑

k=1

(−1)kH
(1)
p−n (2Ωhk) приобретает оконча-

тельную форму записи в полярных координатах, связанных с центром вклю-
чения

U
(отр)
3 =

∞
∑

n=0

[

AnH
(1)
n (ΩR) +

+ δ0n
∞
∑

p=0
Ap (i

p−n + i−p+n) Jn (ΩR) (Sp,n + Sp,−n)

]

cos (nθ) .
(8)

Контурное представление на Γ̃ для комплексной амплитудной составляющей
функции перемещений в падающей волне

Ũ
(пад)
3 = U30 exp(iknξ1) cos(α̃nξ2) = U30 exp(iknx1) cos(αnx2),

где αn = α̃n/µ, записывается с использованием формулы обобщенного раз-
ложения Якоби

eν1x1+ν2x2 =
∑

(p)

Qpe
ipθ,

Qp = Jp

(

−iR
(

ν21 + ν22
)1/2

)(

(iν1 + ν2)
/

(

ν21 + ν22
)1/2

)p (9)

и после ряда преобразований принимает вид

Ũ
(пад)
3 = U30

∞
∑

p=0

δ0pJp

(

R
√

k2n + α2
n

)

ip

(

(

kn + iαn

kn − iαn

)p/2

+

(

kn − iαn

kn + iαn

)p/2
)

cos (pθ),

(10)

δ0p =

{ 1

2
, p = 0;

1, p 6= 0.

При использовании представлений (8) и (10) для записи функциональных

уравнений, следующих из краевых условий (3) на контактной поверхности Γ̃,
и в результате их последующей алгебраизации с применением метода орто-
гональных рядов, для неизвестных коэффициентов в указанных представле-
ниях получена бесконечная система из двух групп линейных алгебраических
уравнений:

BnJn (Ω2R)−AnH
(1)
n (Ω1R)− δ0n

∞
∑

p=0

Ap

(

ip−n + i−p+n
)

Jn (Ω1R)×

×
∞
∑

k=1

(−1)k
[

H
(1)
p−n (2Ω1hk) + H

(1)
n+p (2Ω1hk)

]

=

113



Д.С. Вуколов, В.И. Сторожев

= U30δ
0
nJn

(

R
√

k2n + α2
n

)

in

(

(

kn + iαn

kn − iαn

)n/2

+

(

kn − iαn

kn + iαn

)n/2
)

,

Bnδ
( n

R
Jn (Ω2R)− Ω2Jn+1 (Ω2R)

)

−An

( n

R
H(1)

n (Ω1R)− Ω1H
(1)
n+1 (Ω1R)

)

−

(11)

−δ0n

∞
∑

p=0

Ap

(

ip−n + i−p+n
)

( n

R
Jn (Ω1R)− Ω1Jn+1 (Ω1R)

)

×

×

∞
∑

k=1

(−1)k
[

H
(1)
p−n (2Ω1hk) + H

(1)
n+p (2Ω1hk)

]

=

,

= U30δ
0
n

( n

R
Jn

(

R
√

k2n + α2
n

)

−
√

k2n + α2
nJn+1

(

R
√

k2n + α2
n

))

×

×in

(

(

kn + iαn

kn − iαn

)n/2

+

(

kn − iαn

kn + iαn

)n/2
)

.

Путем исключения в указанных группах коэффициента Bn система (11) пре-
образуется к следующему, используемому при редукции и численных иссле-
дованиях виду:

An

(

1

δ

n
RH

(1)
n (Ω1R)− Ω1H

(1)
n+1 (Ω1R)

n
RJn (Ω2R)− Ω2Jn+1 (Ω2R)

−
H

(1)
n (Ω1R)

Jn (Ω2R)

)

+

+δ0n

(

1

δ

n
RJn (Ω1R)− Ω1Jn+1 (Ω1R)
n
RJn (Ω2R)− Ω2Jn+1 (Ω2R)

−
Jn (Ω1R)

Jn (Ω2R)

)

×

×

∞
∑

p=0

Ap

(

ip−n + i−p+n
)

∞
∑

k=1

(−1)k
[

H
(1)
p−n (2Ω1hk) + H

(1)
n+p (2Ω1hk)

]

=

= U30δ
0
n





Jn

(

R
√

k2n + α2
n

)

Jn (Ω2R)
−

1

δ

n
RJn

(

R
√

k2n + α2
n

)

−
√

k2n + α2
nJn+1

(

R
√

k2n + α2
n

)

n
RJn (Ω2R)−Ω2Jn+1 (Ω2R)



×

× in

(

(

kn + iαn

kn − iαn

)n/2

+

(

kn − iαn

kn + iαn

)n/2
)

.

После определения искомых коэффициентов из приведенной алгебраической
системы может быть реализована фаза численного анализа основных зако-
номерностей, свойственных полям преломляющихся во включении и рассеи-
ваемых волн, на которой для расчета характеристик исследуемых полей в
произвольной точке (ξ1, ξ2) используются соотношения

x1 = ξ1, x2 = ξ2/µ, r =
(

ξ21 + ξ22
/

µ2
)1/2

, θ = arctg (ξ2/µξ1) .
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3. Результаты численных исследований. Анализ ряда эффектов
распределения волновых перемещений реализован применительно к задаче
о рассеянии симметричных нормальных волн сдвига с варьируемой отно-
сительной длиной λ = (2π/kn)h

−1 из низшей моды n = 0 дисперсионно-
го спектра в слое с включением, механические свойства, форму и размеры

которого определяет набор варьируемых параметров {c
(1)
44 , c

(1)
55 , R, δ}. Пола-

гается, что плотности материалов слоя и включения равны. На рис. 2 – 10
в виде тонированных изображений, на которых переход от светлых тонов
к темным отвечает нарастанию интенсивности характеризуемых величин,
представлены картины распределения уровней волновых перемещений вну-
три эллиптических включений с различными полуосями и в подобластях слоя
ξ1 ∈ [−h, h], ξ2 ∈ [−4h, 8h] вне включения для моментов времени, соответ-
ствующих началу периодов волновых колебаний. Варьируемыми параметра-
ми являются также показатель δ соотношения модулей сдвига для материа-
лов слоя и включения и относительная длина падающей волны λ.

В качестве выводов, следующих из анализа данных распределений, можно
указать на следующие эффекты. В случае слоя с упругими постоянными,
c44 = 2c∗, c55 = c∗ и включения с параметром R = 0.5h из ортотропного
материала с пониженной жесткостью (δ = 0.25) при падении относительно
короткой волны с λ = 0.25 (рис. 2) во включении формируется поле с по-
вышенной интенсивностью в окрестности больших полуосей и выраженной
точкой фокуса концентрации, и в направлении теневой области включение
выполняет роль рассеивателя; интенсивность отраженных волн в этом случае
очень мала, а в теневой области на расстоянии, приблизительно составляю-
щем 6h от тыльной границы включения, генерируется фокус поля огибающих
включение волн.

Рис. 2. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.25h, δ = 0.25.

Для случая падения волны с λ = 0.5h (рис. 3) в области включения фор-
мируются три полюса, расположенных в вершинах треугольника, а в случае
падения волны с λ = 0.7h (рис. 4) – множественные полюсы у контура сече-
ния. Примечательным является и эффект появления зон контрастно высокой
интенсивности рассеянных волн в теневой области для случая λ = 0.5h.

При λ = h во включении данной геометрии формируются относительно
большие зоны фокусирования (рис. 5), а также возникает зона интенсивного
фокусирования огибающих волн в теневой области на удалении 8.5h от тыль-
ной точки включения. Наконец, наблюдается эффект формирования каналов
отражения волны, расположенных у граней во фронтальной области слоя.
Более контрастно изменяющимся во всех перечисленных случаях является
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Рис. 3. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.5h, δ = 0.25.

Рис. 4. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.7h, δ = 0.25.

поле в тыльной зоне жесткого включения.

Рис. 5. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = h, δ = 0.25.

При изменении геометрии и соотношения модулей упругости включения
с заданием c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5h, δ = 0.25 в случае относительной
длинны падающей волны λ = 0.25h (рис. 6) можно отметить роль включе-
ния как концентратора, вследствие которой вблизи контура за включением
наблюдается контрастный фокус.

Рис. 6. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.25h, δ = 0.25.

При λ = 0.5h и λ = 0.7h (рис. 7, 8) наряду с появлением и трансформаци-
ями фокусных зон в области включения можно отметить эффекты множе-
ственной высокоуровневой фокусировки полей в теневой зоне за включением.
В рассеянном поле выделяются явно выраженные интенсивные огибающие
потоки и наблюдается специфический эффект возникновения зон фокуси-
ровки волн в теневой области на больших расстояниях от включения. При
λ = h наблюдается выраженная картина формирования каналов отражения
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у граней слоя во фронтальной зоне, а также формирование специфических
подобластей взаимного гашения падающей и отраженной волн в прилежащей
к срединной поверхности зоне фронтальной области и противоположный эф-
фект фокусной концентрации поля в теневой области за включением (рис. 9).

Рис. 7. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.5h, δ = 0.25.

Рис. 8. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.7h, δ = 0.25.

Рис. 9. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = h, δ = 0.25.

Рис. 10. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.25h, δ = 4.

Рис. 11. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.5h, δ = 4.
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В случаях, когда рассматриваются включения повышенной жесткости,
геометрические и механические параметры которых имеют характеристики
c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5h, δ = 4, можно также акцентировать малые
эффекты отражения и выраженное обтекание включения при падении отно-
сительно коротких волн с λ = 0.25h (рис. 10). При увеличении относитель-
ной длины падающей волны в случаях λ = 0.5h (рис. 11), λ = 0.7h (рис. 12)
и λ = h (рис. 13) включение с разной степенью выраженности играет роль
рассеивателя, а специфика геометрии поля рассеянных волн может рассмат-
риваться как параметр обратных задач по идентификации формы и свойств
рассеивающего препятствия. Следует также указать на эффекты формиро-
вания вихрей в отраженных полях и на формирование каналов отражения у
граней слоя во фронтальной зоне взаимодействия волны с препятствием.

Рис. 12. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.7h, δ = 4.

Рис. 13. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 2c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = h, δ = 4.

Наконец, падение волн различной относительной длинны на включение с
характеристиками c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5h, δ = 4 (рис. 14 – 17) гене-
рирует низкоинтенсивные поля во включении и сопровождается повышением
степени регулярности в строении полей рассеянных волн с элементами кон-
центрирующей фокусировки. Растет также интенсивность эффектов отраже-
ния во фронтальной зоне.

Рис. 14. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.25h, δ = 4.

Приведенные распределения подтверждают также априорные свойства
сопоставительного уменьшения длины преломляющихся волн в мягком вклю-
чении и увеличения длины этих волн в относительно жестком включении. Во
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Рис. 15. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.5h, δ = 4.

Рис. 16. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = 0.7h, δ = 4.

Рис. 17. Картина распределения волновых перемещений для
случая c44 = 0.5c∗, c55 = c∗, R = 0.5 h, λ = h, δ = 4.

всех случаях более контрастно изменяющимся является поле в теневой зоне
взаимодействия.

Выводы. С использованием метода изображений и приема аффинного
преобразования координат для получения классического волнового уравне-
ния из обобщенного метагармонического получено теоретическое численно-
аналитическое решение двумерной краевой задачи о дифракционном рас-
сеянии бегущих симметричных нормальных волн продольного сдвига на
прямолинейно-ортотропном цилиндрическом упругом включении эллиптиче-
ского поперечного сечения в плоскопараллельном ортотропном деформиру-
емом слое. Рассмотрен случай нормального падения волны из произвольной
моды дисперсионного спектра на включение с осью, лежащей в срединной
плоскости слоя с закрепленными плоскими гранями. Решение задачи сведе-
но к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений относитель-
но коэффициентов представлений волновых полей в областях сечения слоя и
включения рядами по базисным частным решениям в цилиндрических функ-
циях для классических волновых уравнений, получаемых из соответствую-
щих уравнений динамической антиплоской деформации ортотропной среды
путем аффинных преобразований. Представлены результаты численных ис-
следований для случая падения волны низшей моды дисперсионного спектра.
На их основе установлен и описан ряд ведущих закономерностей в распреде-
лениях волновых перемещений в ближнем и дальнем дифракционном поле
при варьировании соотношения полуосей эллиптического сечения включения,
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относительной длины падающей волны, а также коэффициента пропорцио-
нальности модулей сдвига для ортотропных материалов слоя и включения.
В частности, описаны эффекты фокусирующей либо рассеивающей функции
включения для преломляющихся в нем волн в зависимости от соотношения
сдвиговых жесткостей материалов включения и слоя; эффекты усложнения
картины распределения волновых перемещений в протяженной теневой зоне
за включением и появление зон выраженной фокусировки в полях переме-
щений в этой зоне; появление зон выраженной фокусировки в полях пре-
ломляющихся во включении волн; эффекты малости искажений, вносимых в
поле падающих волн отраженными от включения волнами во фронтальной
области взаимодействия.
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Diffraction scattering of normal shear waves at the inner orthotropic cylindri-
cal inclusion of elliptical cross section in orthotropic elastic layer with fixed
faces

A numerical-analytical solution of two-dimensional boundary problem of diffraction scattering
of symmetric normal shear waves on elliptic cylindrical anisotropic elastic inclusion in the de-
formable layer using the method of images and method of affine transformation is obtained. The
case of normal incidence of the wave on inclusion with the axis lying in the median plane of the
layer with fixed faces is investigated. Solution of the problem is reduced to an infinite system
of linear algebraic equations for the coefficients of representations of wave fields in the areas of
cross-section of the layer and the inclusion by series in the basic particular solutions of wave
equations expressed in cylindrical functions. The results of numerical investigation characteriz-
ing a number of leading effects in the distribution of the wave displacements in the near- and
far- diffraction field obtained by varying the relative radius of inclusions, the relative length of
the incident wave on the lowest mode of dispersion spectrum, and the ratio of the shear modulus
for the material layer and inclusion are presented.

Keywords: fixed orthotropic elastic layer, diffractive scattering of normal shear waves,
numerical-analytical study, the method of images, the series of basic solutions of wave equa-
tions, behaviour of distribution of wave displacements.

Д.С.Вуколов, В.I.Сторожев

Дифракцiйне розсiювання нормальних хвиль зсуву на внутрiшньому
цилiндричному ортотропному включеннi з елiптичним перерiзом
в ортотропному пружному шарi iз закрiпленими гранями

З використанням методу зображень отримано чисельно-аналiтичний розв’язок двовимiр-
ної крайової задачi про дифракцiйне розсiювання бiжучих симетричних нормальних хвиль
поздовжнього зсуву на прямолiнiйно ортотропному цилiндричному пружному включеннi
елiптичного поперечного перерiзу в плоскопаралельному ортотропному деформiвному ша-
рi. Розглянуто випадок нормального падiння хвилi з довiльної моди дисперсiйного спектру
на включення з вiссю, що лежить в серединнiй площинi шару з закрiпленими плоскими
гранями. Задачу зведено до нескiнченної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно
коефiцiєнтiв зображень хвильових полiв в областях перерiзу шару i включення рядами
за вiдповiдними базисними частинними розв’язками хвильових рiвнянь у цилiндричних
функцiях в афiнно-перетворених координатах. Подано результати чисельних дослiджень,
що характеризують низку провiдних закономiрностей в розподiлах хвильових перемiщень
в ближньому i далекому дифракцiйному полi для варiантiв задачi, в яких спiввiдношення
квадратiв пiвосей елiптичного перетину включення дорiвнюють спiввiдношенням вiдпо-
вiдних модулiв поздовжнього зсуву для матерiалiв шару i включення. Розглянуто випадки
варiювання пiвосей елiптичного перетину, вiдносної довжини падаючої хвилi з нижчої моди
дисперсiйного спектру, а також показника пропорцiональностi для модулiв поздовжнього
зсуву ортотропних матерiалiв шару i включення.

Ключовi слова: закрiплений ортотропний пружний шар, дифракцiйне розсiювання нор-
мальних хвиль зсуву, чисельно-аналiтичне дослiдження, методи зображень i афiнних
перетворень, закономiрностi розподiлу хвильових перемiщень.
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