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АЛГОРИТМ УЧЕТА ФАКТОРОВ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ
ЭКЗОГЕННЫХ ПАРАМЕТРОВ В МОДЕЛИ КОЛЕБАНИЙ
ТОНКИХ МНОГОСЛОЙНЫХ ГРАФЕНОВЫХ НАНОПЛАСТИН

Представлена разработка теоретической численно-аналитической методики нечеткого оце-
нивания значений собственных частот поперечных колебаний шарнирно-опертых по краям
прямоугольных многослойных графеновых нанопластин, перспективных для использова-
ния в качестве нанорезонаторов в современных конструкциях электромеханических систем.
Методика базируется на применении аппарата теории нечетких вычислений и учитывает
влияние разбросов в исходных экспериментальных данных о физико-механических и гео-
метрических параметрах нанопластин, допускающих нечетко-интервальную интерпрета-
цию. При реализации алгоритма исследования с использованием модифицированной фор-
мы эвристического принципа расширения выполняется переход к нечетко-множественным
аргументам в получаемых на основе детерминистической модели аналитических представ-
лениях для анализируемых собственных частот. Дается пример применения описываемой
методики.
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Введение. К числу современных актуальных проблем компьютерно-
математического моделирования в механике деформируемого твердого те-
ла и физической мезомеханике относится изучение характеристик попереч-
ных колебаний тонких пластинок из модифицированных углеродных матери-
алов, которые находят сегодня ряд высокотехнологичных применений [1–3].
В частности, это представленные в [4–6] исследования и разработки в облас-
ти конструирования наноэлектромеханических систем, касающиеся вопросов
создания нанорезонаторов на базе углеродных наноструктур, в том числе с
использованием графена – монослоя графита, представляющего собой самый
тонкий из известных материалов с одним атомным слоем [7–11]. К числу ис-
следований по данной проблематике [12–14] относятся, в частности, и работы
[15–17], в которых исследование изгибного деформирования и поперечных
колебаний тонких пластин из кристаллического графита базируется на уточ-
ненной теории Тимошенко–Рейсснера и реализуется в рамках эквивалентной
модели пакета из чередующихся графеновых нанослоев и фиктивных изо-
тропных слоев с пониженной жесткостью, имитирующих межслойные проме-
жутки. Практическое применение этой модели для предпроектных расчетов
требует оценивания погрешностей, обусловленных как непосредственно при-
емом введения эквивалентной многослойной графеновой нанопластины, так
и существенными разбросами [2, 3, 8–12, 14] экзогенных параметров физико-
механических и геометрических свойств составляющих рассматриваемого па-
кета.
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Целью настоящей работы является построение теоретического алгорит-
ма оценивания степени влияния разбросов значений исходных парамет-
ров при определении собственных частот поперечных колебаний тонкой
трансверсально-изотропной нанопластинки из кристаллического графита в
рамках модели многослойного пакета, включающего графеновые слои и про-
межутки между ними в виде фиктивных изотропных слоев малой жесткости
[17]. Представляемая методика основана на применении методов теории не-
четких вычислений [18–22] с менее строгими требованиями к характеру не-
определенной исходной информации в сравнении с методами вероятностного
стохастического анализа [23, 24].

1. Соотношения детерминистического варианта модели. Соглас-
но [17], объектом рассмотрения, в связи с анализом проблемы поперечных
колебаний тонкой пластинки кристаллического графита, является симмет-
ричный по толщине пакет, включающий n + 1 слой пренебрежимо малой
толщины из графена с удельной плотностью на единицу площади ρ0 и моду-
лями упругости Eij , Gij , а также n межслойных промежутков толщины h0,

заполненных изотропной средой с податливостью G
(0)
13 и исчезающе малыми

плотностью и жесткостью. Срединная плоскость пакета лежит в координат-
ной плоскости Ox1x2, связываемой с пластиной системы координат Ox1x2x3.

При определении интегральных параметров изгибной жесткости D и
жесткости на поперечный сдвиг Γ для шарнирно опертой по краям нано-
пластины-пакета толщины h = nh0 со сторонами l1, l2 и с занимающей
область S = {x1 ∈ [0, l1] , x2 ∈ [0, l2]} срединной плоскостью, учитывается
изгибная жесткость D0 и жесткость на растяжение K0 отдельных графено-
вых слоев, в результате чего для D, Γ получены [17] представления

D = (n+ 1)D0 + αnh
2
0K0 = αnh

2
0K0 (1 + ξn) ,

αn = n (n+ 1) (n+ 2)/12, ξn = (n+ 1)D0

/(

αnh
2
0K0

)

,

Γ = 5h0G
(0)
13

/

(6γn), K0 = E0h0, E0 = E11 − E2
13E

−1
33 ,

γn =
(

n2 + 2n + 2
)/

(n (n+ 1) (n+ 2)).

(1)

Применительно к случаям колебаний с параметрами изменяемости p, q для
амплитудных форм поперечных смещений

wpq (x1, x2) = w0 sin (pr1x1) sin (qr2x2) (2)

вводится также безразмерный сдвиговой параметр

gnpq = Dr2pq
/

Γ = δnK0µ
2
0pq

/

G, (3)

где

rpq = π
(

p2l−2
1 + q2l−2

2

)1/2
, rj = π/lj, µ0pq = rpqh0,

G = G
(0)
13 h0, δn =

(

n2 + 2n+ 2
)/

10;
(4)
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G – жесткость нанопластины на поперечный сдвиг [17].
Как отмечается в работе [17], величиной ξn в представлении (1), ввиду ма-

лости изгибной жесткости отдельных графеновых слоев, можно пренебречь
и, таким образом, использовать для расчета D выражение

D = αnh
2
0K0. (5)

В рамках описанной модели, приближенные значения технических соб-
ственных частот fnpq поперечных колебаний с формами (p, q) для шарнирно-
опертой по краям прямоугольной (n+ 1)-слойной графеновой нанопластины
со сторонами l1, l2 и с массой единицы площади q0n = (n+ 1) ρ0 определяются
соотношением [17]

fnpq = (2π)−1r2pq(D/(q0n (1 + gnpq)))
1/2, (6)

которое в случае использования представления (4) принимает вид

fnpq = µ2
0pqν∗(n (n+ 2)/(1 + gnpq))

1/2, (7)

где

ν∗ = (2π)−1(K0

/(

h20ρ0
))1/2

,

gnpq =
(

n2 + 2n+ 2
)

µ2
0pqg∗, g∗ = K0

/(

10h0G
(0)
13

)

.
(8)

С использованием соотношений (1), (3) – (8) величина fnpq может быть выра-
жена через исходные параметры модели в форме

fnpq = Fnpq

(

l1, l2, h0, ρ0, E11, E13, E33, G
(0)
13 , n, p, q

)

=

=
(

h
3/2
0

/

(2π)
)

(

p2l−2
1 + q2l−2

2

)

ρ
−1/2
0 (n (n+ 2) /12)1/2(E11 − E13/E33)

1/2×

×
(

1 + δn (E11 − E13/E33) π
2h20

(

p2l−2
1 + q2l−2

2

)

/

G
(0)
13

)

−1/2
. (9)

Представление (9) является соотношением детерминистического варианта
модели, подлежащим, в принципе, использованию в алгоритме формиро-
вания нечетких оценок f̃npq для частотных характеристик fnpq при учете

разбросов в значениях экзогенных параметров l1, l2, h0, ρ0, E11, E13, E33, G
(0)
13 .

При последующем переходе к модели нечеткого оценивания соотношение (9)
целесообразно преобразовать к виду

fnpq = Φnpq

(

ρ0, G
(0)
13 ,K0, Rpq, n, p, q

)

=

= (4π2ρ0)
−1/2K

1/2
0 Rpq(n (n+ 2) /12)1/2

(

1 + δnK0Rpq

/

G
(0)
13

)

−1/2
,

K0 = (E11 − E13/E33) h0, Rpq = h0π
2
(

p2l−2
1 + q2l−2

2

)

,

(10)

для оптимизации рассматриваемого ниже расчетного алгоритма.
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2. Получение нечетких оценок для собственных частот колеба-
ний нанопластины. Разрабатываемая нечетко-множественная процедура
получения оценок для неопределенных собственных частот f̃npq поперечных
колебаний рассматриваемой шарнирно-опертой по краям прямоугольной на-
нопластины при учете возможных технологических разбросов в значениях
ее экзогенных геометрически и физико-механических параметров l1, l2, h0,

ρ0, E11, E13, E33, G
(0)
13 базируется на применении альфа-уровневой формы

модифицированного эвристического принципа обобщения [25 – 28] к четким
аналитическим функциональным соотношениям (10). В рамках данного под-
хода вводится предположение о возможности эффективного описания неконт-

растных величин экзогенных параметров l1, l2, h0, ρ0, E11, E13, E33, G
(0)
13 рас-

сматриваемой модели нормальными трапецеидальными нечеткими интерва-

лами l̃1, l̃2, h̃0, ρ̃0, Ẽ11, Ẽ13, Ẽ33, G̃
(0)
13 , задаваемыми при помощи кортежей

реперных точек

l̃1 = (l11, l12, l13, l14) , l̃2 = (l21, l22, l23, l24) ,

h̃0 = (h01, h02, h03, h04) , ρ̃0 = (ρ01, ρ02, ρ03, ρ04) ,

Ẽ11 = (E111, E112, E113, E114) , Ẽ13 = (E131, E132, E133, E134) ,

Ẽ33 = (E331, E332, E333, E334) , G̃
(0)
13 = (G131, G132, G133, G134) ,

(11)

с соответствующими функциями принадлежности µl̃1
(l1), µl̃2

(l2), µh̃0
(h0),

µρ̃0 (ρ0), µẼ11
(E11), µẼ13

(E13), µẼ33
(E33), µG̃

(0)
13

(

G
(0)
13

)

. При этом для нечетко-

множественных величин K̃0, R̃pq при переходе в соответствующих соотно-
шениях (10) к нечетким аргументам и использовании арифметики нечетких
интервалов [29, 30] можно также получить нечетко-интервальные представ-
ления

K̃0 = (K1,K2,K3,K4) , R̃pq = (Rpq1, Rpq2, Rpq3, Rpq4) , (12)

в которых

K1 = (E111 − E134/E331)h01, K2 = (E112 − E133/E332)h02,

K3 = (E113 − E132/E333)h03, K4 = (E114 − E131/E334)h04,

Rpq1 = π2h01
(

p2l−2
14 + q2l−2

24

)

, Rpq2 = π2h02
(

p2l−2
13 + q2l−2

23

)

,

Rpq3 = π2h03
(

p2l−2
12 + q2l−2

22

)

, Rpq4 = π2h04
(

p2l−2
11 + q2l−2

21

)

.

(13)

Каждый из описывающих неопределенные экзогенные параметры нечет-
ких интервалов в распространяемом на нечеткие аргументы соотношении
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(10) для fnpq представляется в форме разложения по множествам α-срезов:

ρ̃0 = ∪
α∈[0,1]

[

ρ
0α
, ρ0α

]

, G̃
(0)
13 = ∪

α∈[0,1]

[

G13α, G13α

]

,

K̃0 = ∪
α∈[0,1]

[

K0α,K0α

]

, R̃pq = ∪
α∈[0,1]

[

Rpqα, Rpqα

]

,

ρ
0α

= (1− α) ρ01 + αρ02, ρ0α = αρ03 + (1− α) ρ04,

G13α = (1− α)G131 + αG132, G13α = αG133 + (1− α)G134,

K0α = αK3 + (1− α)K4, K0α = (1− α)K1 + αK2,

Rpqα = (1− α)Rpq1 + αRpq2, Rpqα = αRpq3 + (1− α)Rpq4.

(14)

При этом, в соответствии с концепцией эвристического принципа расши-
рения, на основе его модифицированной α-уровневой формы для нечеткой
оценки f̃npq собственных частот поперечных колебаний рассматриваемой
шарнирно-опертой по краям прямоугольной графеновой нанопластины с уче-
том свойств

∂Φnpq/∂ρ0 < 0, ∂Φnpq

/

∂G
(0)
13 > 0,

справедливых во всей области определения аргументов функции

Φnpq

(

ρ0, G
(0)
13 ,K0, Rpq, n, p, q

)

,

может быть записано представление

f̃npq = ∪
α∈[0,1]

[

f
npqα

, fnpqα

]

, (15)

где

f
npqα

= inf
K0∈[K0α,K0α], Rpq∈[Rpqα

,Rpqα]
Φnpq

(

ρ0α, G
(0)
13α,K0, Rpq, n, p, q

)

,

fnpqα = sup
K0∈[K0α,K0α], Rpq∈[Rpqα

,Rpqα]
Φnpq

(

ρ
0α
, G

(0)
13α,K0, Rpq, n, p, q

)

.
(16)

3. Результаты вычислительных экспериментов. Представленный
алгоритм получения нечетких оценок для технических собственных частот
поперечных колебаний тонких многослойных графеновых нанопластин с уче-
том факторов неопределенности их физико-механических и геометрических
параметров [2 – 3, 8–12, 14] в качестве примера реализован применительно к

случаю определения характеристик f̃n11 при n = 4, n = 10 и задании сле-
дующих нечетко-интервальных экзогенных параметров с размерностями в
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системе СИ:

l̃1 = (3.25; 3.39; 3.42; 3.45) [нм], l̃2 = (3.125; 3.180; 3.190; 3.245) [нм],

l̃1 = (3.25; 3.39; 3.42; 3.45) [нм], l̃2 = (3.125; 3.180; 3.190; 3.245) [нм],

h̃0 = (0.310; 0.325; 0.335; 0.345) [нм],

ρ̃0 = (7.580; 7.608; 7.610; 7.625) [кг/м2],

Ẽ11 = (1030; 1050; 1110; 1170) [ГПа], Ẽ13 = (6.5; 8.9; 10.0; 17.5) [ГПа],

Ẽ33 = (36.5; 36.9; 37.6; 38.9) [ГПа], G̃
(0)
13 = (3.9; 4.7; 4.95; 5.35) [ГПа].

Вид функций принадлежности для исходных нечетко-интервальных харак-

теристик ρ̃0, G̃
(0)
13 , а также для нечетко-интервальных характеристик K0,

R11 представлен на рис. 1 – 4. Результаты расчетов функций соответствую-
щих функций принадлежности для f̃411 и f̃10,11 даны на рис. 5 и рис. 6.

Рис. 1. Функция принадлежности для
ρ̃0.

Рис. 2. Функция принадлежности для

G̃
(0)
13 .

Рис. 3. Функция принадлежности для

K̃0.

Рис. 4. Функция принадлежности для

R̃11.

При расчетах приведенных на рисунках графиков функций принадлежно-
сти использовалось разбиение на α-срезы с равномерным шагом ∆α = 0.01
варьирования параметра α.
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Рис. 5. Функция принадлежности для

f̃411.

Рис. 6. Функция принадлежности для

f̃10,11.

Представленные оценки описывают относительные показатели степени
уверенности в том, что технические собственные частоты поперечных колеба-
ний рассматриваемых тонких четырехслойных и десятислойных графеновых
нанопластин будут принимать соответствующие значения с учетом заданных
ошибок рассеяния в значениях экзогенных параметров рассматриваемой мо-
дели. Они позволяют, в частности, сделать выводы о диапазонах наиболее
достоверных значений собственных частот, а также о границах предельно
возможных разбросов для данных характеристик, и, тем самым, повысить
достоверность расчетных результатов предпроектного моделирования кон-
струкций графеновых нанорезонаторов. Результаты расчетов иллюстрируют
также степень увеличения значений низшей собственной частоты для нано-
пластины фиксированных поперечных размеров при рассматриваемых вари-
антах наращивания численности слоев в пакете.

Заключение. Результатом представленных исследований является раз-
работка численно-аналитической методики получения нечетко-множествен-
ных оценок для значений собственных частот поперечных колебаний шарнир-
но-опертых по краям прямоугольных многослойных графеновых наноплас-
тин, перспективных для использования в качестве нанорезонаторов в совре-
менных конструкциях миниатюризированных электромеханических систем.
Представленный теоретический алгоритм анализа рассматриваемой пробле-
мы позволяет учитывать факторы неопределенности исходных параметров
модели в виде разбросов экспериментальных данных о физико-механических
характеристиках материалов нанопластин и технологических разбросов,
свойственных процессам их изготовления. Методика основана на использо-
вании полученных в рамках детерминистической версии модели представле-
ниях для анализируемых собственных частот и последующем переходе в этих
представлениях к нечетко-множественным аргументам с использованием мо-
дифицированной формы эвристического принципа расширения. Дано описа-
ние этапов реализации методики для случая, когда неопределенные экзоген-
ные параметры модели допускают нечетко-интервальную интерпретацию, и
представлены примеры расчетов с ее использованием.
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Algorithm for accounting factors of uncertainty of exogenous parameters in
the model of vibrations of thin multi-layered graphene nanoplates

The development of a theoretical numerical-analytical technique for fuzzy estimation of the
eigenfrequencies of the transverse vibrations of hinge-clamped at the edges rectangular multilayer
graphene nanoplates promising for use as nanoresonators in modern designs of electromechanical
systems is presented. The technique is based on the use of the apparatus of the theory of
fuzzy calculations and takes into account of scatter errors of the initial experimental physical-
mechanical and geometric parameters of nanoplates that allow interpretation in form of a fuzzy-
intervals. When implementing the research algorithm using a modified form of the heuristic
extension principle, the transition to fuzzy-multiple arguments is performed in the analytical
representations obtained on the basis of the deterministic model for the natural frequencies
being analyzed. An example of the application of the described technique is given.

Keywords: multilayer graphene nanoplates; hinge-clamped edges; transverse vibrations; re-
lations of deterministic model; resonant frequencies; fuzzy estimates; scatter errors of initial
parameters; fuzzy-interval interpretation; heuristic principle of generalization.
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