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ÈÇÎÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ
Â ÇÀÄÀ×Å Î ÄÂÈÆÅÍÈÈ ÒÅËÀ Ñ ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÒÎ×ÊÎÉ

Â çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè èçó÷åíû áèôóðêàöèè òðåõìåð-
íûõ èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé (ñîâìåñòíûõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è ïëîùàäåé)
âíóòðè íåâûðîæäåííûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, ãîìåîìîðôíûõ S4 è S2×S2. Íàéäåíû êðè-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé, ðàçäåëÿþùèå òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûå èíòåãðàëüíûå
ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå èõ îñíîâíûå ôàçîâûå ïðîåêöèè. Ââåäåíû ñïåöèàëüíûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå. Óñòàíîâëåíà àíàëîãèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè âèäàìè ôàçîâûõ ñå÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ â çàäà÷àõ
äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà.

Ââåäåíèå. Äâèæåíèå òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè îïèñûâà-
åòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà�Ïóàññîíà, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
çàïèøåì èõ â âèäå

Ṁ = M× ω − γ × r, γ̇ = γ × ω, (1)
ãäå M = Aω− êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò äâèæóùåãîñÿ òåëà, A = diag(A1, A2, A3)− òåíçîð
èíåðöèè òåëà â åãî íåïîäâèæíîé òî÷êå, ω− óãëîâàÿ ñêîðîñòü, γ− îðò ñèëû òÿæåñòè,
r− îðò, íàïðàâëåííûé èç íåïîäâèæíîé òî÷êè ê öåíòðó òÿæåñòè òåëà. Ïåðâûå èíòåãðàëû
óðàâíåíèé (1) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

H =
1

2
M · ω − r · γ = h, G = M · γ = g, I = γ · γ = 1. (2)

Ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò (h, g) ∈ R2, áóäåì èçó÷àòü ñîâìåñòíûå ïî-
âåðõíîñòè óðîâíåé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (2). Òðåõìåðíûå êîìïàêòíûå èíòåãðàëüíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ

Q3
h,g = {H = h, G = g, I = 1} ⊂ R3(ω)× R3(γ)

(êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè [1]) èãðàþò âàæíóþ
ðîëü â êëàññèôèêàöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé óðàâíåíèé (1). Òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó (ω,γ) ∈ Q3

h,g, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â Q3
h,g. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ãðó-

áûì, íî âàæíåéøèì ñ ãëîáàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ èíâàðèàíòîì ýòîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèé òèï Q3

h,g. Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî ïîòåíöèàëà

Ug(γ) =
g2

2(Aγ · γ)
− r · γ

(ãëàäêîé ôóíêöèè (γ1, γ2, γ3) ∈ S2 ñ íåâûðîæäåííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè) çàäàäèì
íà ñôåðå Ïóàññîíà S2 = {|γ| = 1} îáëàñòü âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ

Uh,g = {Ug(γ) ≤ h} ⊂ S2.

Òîãäà èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Q3
h,g, êàê ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè Ñìåéëà [1], ñòàí-

äàðòíûì îáðàçîì íàäñòðàèâàþòñÿ íàä îáëàñòÿìè âîçìîæíîñòè äâèæåíèÿ Uh,g. Ñëîé
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íàä ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé (γ1, γ2, γ3) ∈ S2 ãîìåîìîðôåí ëèáî îêðóæíîñòè S1 (åñëè
γ ∈ Uh,g\∂Uh,g), ëèáî òî÷êå S0 (åñëè γ ∈ ∂Uh,g), ëèáî ïóñò (åñëè γ 6∈ Uh,g). Ïîäðîáíîå
îïèñàíèå òîïîëîãèè èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Q3

h,g èìååòñÿ â ðàáîòàõ [1-4].
Ôèêñèðîâàííûå óðîâíè èíòåãðàëîâ (2) îãðàíè÷èâàþò â ïðîñòðàíñòâå R3(M) òðåõ-

ìåðíóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü Vh,g. Åñëè çíà÷åíèÿ êîíñòàíò h, g çàäàíû, òî òî÷êà ñ êî-
îðäèíàòàìè (M1,M2,M3) âñåãäà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

Vh,g = {f(M) ≥ 0} ⊂ R3(M),

ãäå ôóíêöèÿ f(M) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f = (|M|2 − g2)(1− (T − h)2)− [M · r− (T − h)g]2 =

= −T 2 |M|2 + 2hT |M|2 + 2gT (M · r)− (M · r)2+

+ |M|2 (1− h2)− 2hg (M · r)− g2.

(3)

Ôóíêöèÿ f(M) èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê óðàâíåíèþ Ãåññà [5]

1

2

d|M|2
dt

=
√

f(M). (4)

Äåòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ Vh,g ïîñâÿùåíû ðàáîòû [6, 7]. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ
òî÷êà (M1,M2,M3) ìíîæåñòâà Vh,g ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, ò.å. ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâè-
òåëüíûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèé (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè êîíñòàí-
òàìè h, g.

Â ýòîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êàðòèíà ýâîëþöèè è ïåðåñòðîåê (áèôóð-
êàöèé) èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Q3

h,g âíóòðè èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

E4
h = {H = h, I = 1} ⊂ R3(M)× R3(γ).

Èçîýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü E4
h ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòî-

íà H, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå R3×S2 = {I = γ ·γ = 1} ⊂ R3(M)×R3(γ). Èçâåñòíî, ÷òî
â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè ìíî-
ãîîáðàçèÿ E4

h íåîñîáîãî óðîâíÿ ýíåðãèè h â ïðîñòðàíñòâå R3 × S2 èìåþò äîñòàòî÷íî
ïðîñòóþ òîïîëîãèþ:

a) E4
h = ∅, åñëè h < −1; b) E4

h = S4, åñëè − 1 < h < 1; c) E4
h = S2 × S2, åñëè h > 1.

Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî èçó÷åíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé Q3

h,g íà êàæäîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè E4
h ìîæåò áûòü íàãëÿäíî è ýô-

ôåêòèâíî ïðîâåäåíî ìåòîäîì ôàçîâûõ ñå÷åíèé, îñíîâàííîì íà ïðèìåíåíèè ñïåöèàëü-
íûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Íàéäåíû áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ïëî-
ùàäåé g, ðàçäåëÿþùèå ðàçëè÷íûå òèïû Q3

h,g è èõ îñíîâíûõ ïðîåêöèé � Uh,g ⊂ S2(γ)
è Vh,g ⊂ R3(M).

1. Ñïåöèàëüíûå îñè Ï.Â.Õàðëàìîâà. Ïóñòü ei � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðà-
òîðà èíåðöèè A, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòå Ai. Ïîëîæåíèå òåëà â
òðåõìåðíîì êîîðäèíàòíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíî îðòîíîðìèðîâàííûì ðåïå-
ðîì (e1, e2, e3). Íàðÿäó ñ ýòèì âûáåðåì íîâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (e

′
1, e

′
2, e

′
3) òàê,
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÷òî

e1
′
= r, e

′
2 =

1

|r× e1| [(r× e1) cos α + (r× (r× e1)) sin α] ,

e
′
3 = e

′
1 × e

′
2 =

1

|r× e1| [(r× (r× e1)) cos α− (r× e1) sin α] .
(5)

Óãîë α ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó êîîðäèíàòíûõ îñåé, æåñòêî ñâÿçàííûõ ñ òåëîì. Öåëåñî-
îáðàçíûé âûáîð óãëà α ïîçâîëèò óïðîñòèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
Ñëåäóÿ ðàáîòå [8, �2.6], ïîëîæèì

tg 2α =
2r1r2r3A1(A2 − A3)

A2(A3 − A1)(r2
2 + r2

3)
2 + A1(A2 − A3)(r2

3 − r2
2r

2
1)

. (6)

Ôîðìóëàìè (5),(6) çàäàíî èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ãëàâíûõ îñåé ê ñïåöèàëüíûì îñÿì
Ï.Â. Õàðëàìîâà. Â ðåçóëüòàòå, ïåðâàÿ êîîðäèíàòíàÿ îñü ïðîâåäåíà ÷åðåç öåíòð ìàññ
òåëà, à âòîðàÿ è òðåòüÿ íàïðàâëåíû òàê, ÷òîáû èíòåãðàë ýíåðãèè ïðèíÿë âèä

H =
1

2
a11M2

1 +
1

2
a22M2

2 +
1

2
a33M2

3 + a12M1M2 + a13M1M3 − ν1, (7)

ãäå Mi � êîìïîíåíòû êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M è νi � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåê-
òîðà âåðòèêàëè ν â áàçèñå (e

′
1, e

′
2, e

′
3). Â íîâûõ ïåðåìåííûõ èíòåãðàëû G, I èìåþò òîò

æå âèä, ÷òî è â ñòàðûõ ïåðåìåííûõ:

G = M · ν = g, I = ν · ν = 1. (8)

Èçìåíåíèå êîîðäèíàòíîãî áàçèñà ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ãèðàöè-
îííîãî òåíçîðà è òåíçîðà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà:

a = RBA−1BT RT , A = a−1 = RBABT RT ,

ãäå

R =




1 0 0
0 cos α sin α
0 − sin α cos α


 , B =




r1 r2 r3

− (r2
2 + r2

3)√
r2
2 + r2

3

r1r2√
r2
2 + r2

3

r1r3√
r2
2 + r2

3

0 − r3√
r2
2 + r2

3

r2√
r2
2 + r2

3




.

Ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (6) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà

a23 = a32 = 0, A12A13 −A11A23 = 0.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ïóñòü r = (1, 0, 0), òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäâèæíîãî áàçèñà (5) íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ (M,γ) ãàìèëüòî-
íèàí èìååò âèä (7) ñ êîýôôèöèåíòàìè a11 = A−1

1 , a22 = A−1
2 , a33 = A−1

3 , a12 = a13 = 0.
Ñëó÷àé Ëàãðàíæà õàðàêòåðèçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè A2 = A3 > A1/2, ñëå-
äîâàòåëüíî, òîãäà a22 = a33 < 2a11.
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Ïóñòü öåíòð ìàññ òåëà íàõîäèòñÿ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè, r = (r1, r2, 0). Â ýòîì ñëó÷àå,
â ñîîòâåòñòâèè ñ (6), ïîëîæèì α = 0. Äàëåå íàõîäèì èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ

B =




r1 r2 0
−r2 r1 0

0 0 1


 , A =




A1r
2
1 + A2r

2
2 (A2 − A1) r1r2 0

(A2 − A1) r1r2 A1r
2
2 + A2r

2
1 0

0 0 A3


 , (9)

R = diag(1, 1, 1), a = A−1 =




A−1
1 r2

1 + A−1
2 r2

2 (A−1
2 − A−1

1 ) r1r2 0
(A−1

2 − A−1
1 ) r1r2 A−1

1 r2
2 + A−1

2 r2
1 0

0 0 A−1
3


 . (10)

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ìàññ â òâåðäîì òåëå ïîä÷èíåíî óñëîâèÿì Ãåññà [5]

r1

√
A1(A3 − A2) = r2

√
A2(A1 − A3), r3 = 0, A1 > A3 > A2, (11)

òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèö a,A çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

a11 = A−1
1 + A−1

2 − A−1
3 , a22 = a33 = A−1

3 ,

a12 = a21 =
√

(A−1
3 − A−1

1 )(A−1
2 − A−1

3 ), a13 = a31 = a23 = a32 = 0;

A11 = A1A2A
−1
3 , A22 = A1 + A2 − A1A2A

−1
3 , A33 = A3,

A12 = A21 = −A−1
3

√
A1A2(A1 − A3)(A3 − A2), A13 = A31 = A23 = A32 = 0.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ìàññ â òâåðäîì òåëå ïîä÷èíåíî óñëîâèÿì Ãðèîëè

r1

√
A3 − A2 = r2

√
A1 − A3, r3 = 0, A1 > A3 > A2, (12)

òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèö a,A èìåþò âèä

a11 = A3A
−1
1 A−1

2 , a22 = A−1
1 + A−1

2 − A3A
−1
1 A−1

2 , a33 = A−1
3 ,

a12 = a21 = A−1
1 A−1

2

√
(A1 − A3)(A3 − A2), a13 = a31 = a23 = a32 = 0;

A11 = A1 + A2 − A3, A22 = A33 = A3,

A12 = A21 = −
√

(A1 − A3)(A3 − A2), A13 = A31 = A23 = A32 = 0.

2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé ∂Uh,g ⊂ S2 è ïîâåðõíîñòè ∂Vh,g ⊂ R3. Çàôèê-
ñèðóåì ïàðàìåòðû, îïèñûâàþùèå ðàñïðåäåëåíèå ìàññ â òâåðäîì òåëå. Ïóñòü çíà÷åíèå
êîíñòàíòû h ∈ (−1,∞) çàäàíî, à ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé g èçìåíÿåòñÿ â äîïóñòèìûõ
ïðåäåëàõ. Èññëåäóåì ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì óñëîâèÿì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
êðèâûõ ∂Uh,g ⊂ S2, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì

g2

2(Aν · ν)
− ν1 = h.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

2(ν1 + h)(A11ν
2
1 +A22ν

2
2 +A33ν

2
3 + 2A12ν1ν2 + 2A13ν1ν3 + 2A23ν2ν3) = g2. (13)
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Âèä êðèâîé ∂Uh,g ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì g2. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ∂Uh,g = ∂Uh,−g.
Ââåäåì íà ñôåðå Ïóàññîíà S2 = {|ν| = 1} óãëîâûå êîîðäèíàòû θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)
ïî ôîðìóëàì

ν1 = cos θ, ν2 = sin θ sin ϕ, ν3 = sin θ cos ϕ. (14)
Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü (13), ïîëó÷èì

f1(θ, ϕ) = 2(cos θ + h)
[A11 cos2 θ + (A22 sin2 ϕ +A33 cos2 ϕ + 2A23 sin ϕ cos ϕ) sin2 θ +

+2 (A12 sin ϕ +A13 cos ϕ) sin θ cos θ ] .

Âèä ôóíêöèè f1 óïðîùàåòñÿ â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå (ñì. ï. 1).
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå Ëàãðàíæà ôóíêöèÿ f1 çàâèñèò òîëüêî îò θ, à ïðè óñëîâèÿõ Ãðèîëè
(12) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

f1(θ, ϕ) = 2(cos θ + h)(A11 cos2 θ +A22 sin2 θ + 2A12 sin θ cos θ sin ϕ).

Îñîáûå òî÷êè êðèâûõ ∂Uh,g íàéäåì èç óñëîâèé

∂f1(θ, ϕ)

∂θ
=

∂f1(θ, ϕ)

∂ϕ
= 0.

Òî÷êà (h, g), ãäå h � ðàññìàòðèâàåìûé óðîâåíü ýíåðãèè, g2� îäíî èç êðèòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé ôóíêöèè f1|h, ïðèíàäëåæèò áèôóðêàöèîííîìó ìíîæåñòâó Σ èíòåãðàëüíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ F = H ×G.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ïðèìåð. Ïóñòü r1r2r3 6= 0, A1 > A2 > A3. Òîãäà áèôóðêàöè-
îííîå ìíîæåñòâî Σ ⊂ R2(h, g) ñîñòîèò èç âåòâåé ïëîñêîé êðèâîé, îïèñûâàåìîé óðàâíå-
íèÿìè

h =

(
3∑

i=1

r2
i

(Ai − σ)2

)−1/2 3∑
i=1

(3Ai − 2σ)r2
i

2(Ai − σ)2
, g =

(
3∑

i=1

r2
i

(Ai − σ)2

)−3/4 3∑
i=1

Air
2
i

(Ai − σ)2
,

ãäå ïàðàìåòð σ ∈ (−∞, A3)∪(A3, A2)∪(A2, A1)∪(A1,∞). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè
çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èí Ai, ri è ýíåðãèè h > −1 ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé äîïóñ-
êàåò íå áîëåå äåñÿòè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé σ = σk, k = 1, 10. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîé
ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè âðàùàþùåãîñÿ òåëà èìååòñÿ íå áîëåå äåñÿòè êðèòè÷åñêèõ çíà-
÷åíèé ïîñòîÿííîé ïëîùàäåé g(σk) ≥ 0, êîãäà ó ôóíêöèè Ug ñóùåñòâóþò êðèòè÷åñêèå
òî÷êè. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î
äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [2�4,7,9].

Íà ðèñ. 1, à � â ïîêàçàíû ïðèìåðû ðàñïîëîæåíèÿ êðèâûõ ∂Uh,g íà åäèíè÷íîé ñôå-
ðå. Ïàðàìåòðû òåëà A = diag(2, 1, 1.1), r = (

√
9/10,

√
1/10, 0) ≈ (0.948683, 0.316228, 0)

â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ãðèîëè (12).
Èòàê, ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ òåëà Aij è çàäàííîé ýíåðãèè h > −1 äëÿ êðèâûõ

∂Uh,g ⊂ S2 õàðàêòåðíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

• êðèâûå ∂Uh,g, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì g2, íå ïåðåñåêàþòñÿ;

• îñîáûå òî÷êè êðèâûõ ∂Uh,g ñîîòâåòñòâóþò ðàâíîìåðíûì âðàùåíèÿì òåëà âîêðóã
âåðòèêàëè;
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à)h = − 0.2 á)h = 1.3 â)h = 2.3

Ðèñ. 1. Ñåìåéñòâà êðèâûõ ∂Uh,g íà ñôåðå Ïóàññîíà.

• ðàçíîñòü ÷èñëà ìèíèìàêñíûõ è ÷èñëà ñåäëîâûõ òî÷åê ïðèâåäåííîãî ïîòåíöèàëà
Ug ðàâíà äâóì (ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå ñôåðû);

• äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè h ∈ (−1, 1) êðèâûå ∂Uh,g çàïîëíÿþò òîëüêî òó ÷àñòü ñôåðû,
ãäå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ν1 + h ≥ 0;

• ïðè ëþáîì çíà÷åíèè h > 1 ôóíêöèÿ Ug èìååò íå ìåíåå äâóõ, íî íå áîëåå äåñÿòè
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà S2. Ñëó÷àé Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì, òîãäà âñå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ug ñ îáùèì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ìîãóò ñîñòàâèòü
îêðóæíîñòü.

Ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè

∂Vh,g = {f(M) = 0} ⊂ R3(M).

Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [7, Ïðåäëîæåíèÿ 4.1, 6.1]. Íà ñôåðå
Ïóàññîíà îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ũh,g = {Ũg(ν) ≤ h} ⊂ S2,

ãäå

Ũg =
g2[a11(a22ν

2
2 + a33ν

2
3)− (a12ν2 + a13ν3)

2]

2[a11(ν2
2 + ν2

3)
2 − 2(a12ν2 + a13ν3)(ν2

2 + ν2
3)ν1 + (a22ν2

2 + a33ν2
3)ν

2
1 ]
− ν1.

Â ïðåäïîëîæåíèè ν 6= ±r íàéäåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïîâåðõíîñòè ∂Vh,g è
òî÷êàìè åå îáðàçà Ũh,g íà åäèíè÷íîé ñôåðå. Ïóñòü òî÷êà µ ∈ ∂Vh,g èìååò êîîðäèíàòû
(µ1, µ2, µ3), òîãäà ïîëîæèì

µ1 = g u0/u− (ν2
2 + ν2

3)

√
2(h− Ũg)/u,

µ2 = g u1ν2/u + ν1ν2

√
2(h− Ũg)/u, µ3 = g u1ν3/u + ν1ν3

√
2(h− Ũg)/u,

(15)

ãäå çàâèñÿùèå îò νi êîýôôèöèåíòû u0, u1, u èìåþò âèä

u0 = (a22ν
2
2 + a33ν

2
3)ν1 − (a12ν2 + a13ν3)(ν

2
2 + ν2

3),

u1 = a11(ν
2
2 + ν2

3)− (a12ν2 + a13ν3)ν1,

8



Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â çàäà÷å î äâèæåíèè òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

u = a11(ν
2
2 + ν2

3)
2 − 2(a12ν2 + a13ν3)(ν

2
2 + ν2

3)ν1 + (a22ν
2
2 + a33ν

2
3)ν

2
1 .

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé Mi = µi, i = 1, 2, 3, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ (15)
óäîâëåòâîðÿþò òðåì ïåðâûì èíòåãðàëàì (2) è îáðàùàþò â íóëü ôóíêöèþ (3). Äàëåå
çàìåíîé (14) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ∂Vh,g â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

Íà ðèñ. 2, à � â ïîêàçàíû ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ∂Vh,g ïëîñêîñòÿìè ϕ = π/2. Â
ýòîì ïðèìåðå ïàðàìåòðû òåëà

A = diag(2, 1, 1.1), r = (
√

9/10,
√

1/10, 0) ≈ (0.948683, 0.316228, 0)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (12). Âåðõíèå ðèñóíêè îò íèæíèõ îòëè÷àþòñÿ çíàêîì ðàäèêà-
ëà â âûðàæåíèÿõ (15). Ãðàíè÷íûå ýëëèïñîèäû ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ν = (±1, 0, 0)
â ýòèõ ôîðìóëàõ. Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû íàïðàâëåíèÿ äâóõ ñïåöèàëüíûõ
îñåé. Ïàðàìåòð g ìåíÿåòñÿ â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ, êàæäîìó åãî çíà÷åíèþ ñîîòâåò-
ñòâóåò îòäåëüíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 2. Àíàëîãè÷íûå ðèñóíêè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû äëÿ
ëþáîãî çíà÷åíèÿ ϕ = const.

–1

0

1

–2 –1 1 2

–2

–1

0

1

2

–3 –2 –1 1 2 3

–2

–1

0

1

2

–3 –2 –1 1 2 3

–1

0

1

–2 –1 1 2

–2

–1

0

1

2

–3 –2 –1 1 2 3

–2

–1

0

1

2

–3 –2 –1 1 2 3

à)h = − 0.2 á)h = 1.3 â)h = 2.3

Ðèñ. 2. Ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ∂Vh,g ⊂ R3 ïëîñêîñòÿìè ϕ = π/2.

3. Óãëû Ýéëåðà è êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå äëÿ ñïåöèàëüíûõ îñåé. Íàé-
äåì âûðàæåíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ Mi, νi ÷åðåç îáîáùåííûå èìïóëüñû pθ, pϕ, pψ è
óãëû Ýéëåðà θ, ϕ, ψ :

M1 = pϕ, M2 =
sin ϕ

sin θ
(pψ − pϕ cos θ) + pθ cos ϕ,

M3 =
cos ϕ

sin θ
(pψ − pϕ cos θ)− pθ sin ϕ;

ν1 = cos θ, ν2 = sin θ sin ϕ, ν3 = sin θ cos ϕ.

(16)

Ïîëîæèì θ ∈ (0, π), ϕ, ψ ∈ [0, 2π). Îáðàòíîå ê (16) ïðåîáðàçîâàíèå çàäàíî ôîðìóëàìè
pϕ = M1, ϕ = arctg(ν2/ν3), pψ = M · ν,

pθ =
M2ν3 −M3ν2√

ν2
2 + ν2

3

, θ = arccos ν1.
(17)

9
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Ïîäñòàíîâêîé ñîîòíîøåíèé (16) â (7) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

H =
1

2
a11p

2
ϕ +

1

2
a22

(
sin ϕ

sin θ
(pψ − pϕ cos θ) + pθ cos ϕ

)2

+

+
1

2
a33

(cos ϕ

sin θ
(pψ − pϕ cos θ)− pθ sin ϕ

)2

+

+ a12 pϕ

(
sin ϕ

sin θ
(pψ − pϕ cos θ) + pθ cos ϕ

)
+

+ a13 pϕ

(cos ϕ

sin θ
(pψ − pϕ cos θ)− pθ sin ϕ

)
− cos θ.

(18)

Â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå Ãåññà (4) ïðèìåò âèä

1

2

d|M|2
dt

= −pθ sin θ, (19)

ãäå
|M|2 = p2

ϕ + p2
θ + (pψ − pϕ cos θ)2/ sin2 θ.

Ïðåäëîæåííûé À. Ïóàíêàðå ìåòîä ôàçîâûõ ñå÷åíèé èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåí-
íûõ èññëåäîâàíèÿõ äèíàìèêè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì [9]. Ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî èññëå-
äîâàíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò óäà÷íîãî âûáîðà ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè. Âèä ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (19) ïîçâîëÿåò çàäàòü ãëîáàëüíîå ôàçîâîå ñå÷åíèå S1 äëÿ óðàâíåíèé
âðàùàþùåãîñÿ òåëà â òåðìèíàõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ:

S1 = {(pθ, pϕ, θ, ϕ) : pθ = 0, θ ∈ (0, π)} ∪ {(pθ, pϕ, θ, ϕ) : θ = 0} ∪ {(pθ, pϕ, θ, ϕ) : θ = π}.

Âûðàæåíèå (18) òåðÿåò ñìûñë ïðè θ = 0, π, íî òîãäà ñëåäóåò äîîïðåäåëèòü ãàìèëüòî-
íèàí H ïî íåïðåðûâíîñòè. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ëèáî ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü S1, ëèáî
öåëèêîì åé ïðèíàäëåæèò. Êàê ïðàâèëî, òðàåêòîðèÿ ìíîãîêðàòíî ïåðåñåêàåò S1. Äåé-
ñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè |M|2 äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â ìîìåíò êîí-
òàêòà òðàåêòîðèè ñ ïîâåðõíîñòüþ S1. Â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ òðàåêòîðèÿ ìîæåò
öåëèêîì ïðèíàäëåæàòü S1. Â ðàáîòå [10] ïåðå÷èñëåíû âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû, êîãäà
ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà âäîëü êàêîé-ëèáî òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1). Ýòè ñëó-
÷àè ñóòü: ðåøåíèÿ Ýéëåðà (r = 0), ðàâíîìåðíûå âðàùåíèÿ âîêðóã âåðòèêàëè, ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ ïðè óñëîâèÿõ Ëàãðàíæà è Ãåññà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåöåññèîííûì äâèæåíè-
ÿì òâåðäîãî òåëà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíûõ âðàùåíèÿõ òåëà è ïðåöåññèîííûõ
äâèæåíèÿõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà è Ãåññà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî pθ = 0.

Òðàåêòîðèè ìîãóò ïåðåñåêàòü âñå êîìïîíåíòû S1, ëèáî íåêîòîðûå èç íèõ. Ïðèâåäåì
ïðèìåð, êîãäà pθ 6= 0 â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Äëÿ äâèæåíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïðè
óñëîâèÿõ r3 = 0, g = 0 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

pϕ = pψ = 0, cos ϕ = 0,
1

2
a33p

2
θ − cos θ = h, θ̇2 = 2(h + cos θ) a33.

Ïðè îãðàíè÷åíèè h > 1 íàõîäèì pθ 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèè áûñòðî âðàùàþ-
ùåãîñÿ ìàÿòíèêà íå ïåðåñåêàþò ìíîæåñòâî

S
(1)
1 = {(pθ, pϕ, θ, ϕ) : pθ = 0, θ ∈ (0, π)}.

10
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4. Ïåðåìåííûå Àíäóàéå�Äåïðè äëÿ ñïåöèàëüíûõ îñåé. Èñïîëüçóåì ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ: OXY Z � íåïîäâèæíûé òðèýäð ñ íà÷àëîì â òî÷êå ïîäâåñà, Oxyz �
ñïåöèàëüíûå îñè, ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèåì (5), (6), Σ � ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿð-
íàÿ âåêòîðó êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó çàêðåïëåíèÿ òåëà.
Òîãäà ïåðåìåííûå Àíäóàéå�Äåïðè òàêîâû: I1 � ïðîåêöèÿ âåêòîðà M íà ïîäâèæíóþ
îñü Ox, I2 � ìîäóëü âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M, I3 � ïðîåêöèÿ âåêòîðà M íà
íåïîäâèæíóþ îñü OZ (âåðòèêàëü), ϕ1 � óãîë ìåæäó îñüþ Ox è ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ
Σ ñ Oyz, ϕ2 � óãîë ìåæäó ëèíèÿìè ïåðåñå÷åíèÿ Σ ñ ïëîñêîñòÿìè Oyz è OXY, ϕ3

� óãîë ìåæäó îñüþ OX è ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ Σ ñ OXY. Ñîïðÿæåííûå ñ I1, I2, I3

ïåðåìåííûå ϕ1, ϕ2, ϕ3 ÿâëÿþòñÿ óãëàìè, èçìåíÿþùèìèñÿ ïî ìîäóëþ 2π. Çàâèñèìîñòü
ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ îò êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè âûðàæåíà ñëåäóþ-
ùèìè ôîðìóëàìè:

M1 = I1, M2 =
√

I2
2 − I2

1 sin ϕ1, M3 =
√

I2
2 − I2

1 cos ϕ1, (20)

ν1 = cos η cos ζ − sin η sin ζ cos ϕ2,

ν2 = (sin η cos ζ + cos η sin ζ cos ϕ2) sin ϕ1 + sin ζ cos ϕ1 sin ϕ2,

ν3 = (sin η cos ζ + cos η sin ζ cos ϕ2) cos ϕ1 − sin ζ sin ϕ1 sin ϕ2,

(21)

ãäå cos η = I1/I2, cos ζ = I3/I2. Ôîðìóëû îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîâû:

I1 = M1, ϕ1 = arctg(M2/M3), I3 = M · ν,

I2 = |M|, ϕ2 = arcsin

(
(M3ν2 −M2ν3)√

M2
2 +M2

3

|M|
|M× ν|

)
.

(22)

Ñîîòíîøåíèÿ (21) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âåêòîðíîé ôîðìå

ν = M I3

I2
2

+ (M× r)

√
I2
2 − I2

3

I2

√
I2
2 − I2

1

sin ϕ2 +M× (M× r)

√
I2
2 − I2

3

I2
2

√
I2
2 − I2

1

cos ϕ2. (23)

Ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðå-
ìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè

H =
1

2
a11 I2

1 +
1

2
a22 (I2

2 − I2
1 ) sin2 ϕ1 +

1

2
a33 (I2

2 − I2
1 ) cos2 ϕ1 + a12I1

√
I2
2 − I2

1 sin ϕ1+

+ a13I1

√
I2
2 − I2

1 cos ϕ1 − I1I3

I2
2

+
1

I2
2

√
I2
2 − I2

3

√
I2
2 − I2

1 cos ϕ2.
(24)

Ñîîòâåòñòâóþùèå (24) óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà èìåþò ñòàíäàðòíûé âèä

ϕ̇i =
∂H
∂Ii

, İi = −∂H
∂ϕi

, i = 1, 3. (25)

Ïåðåìåííàÿ ϕ3 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòîé, òàê êàê íå âõîäèò ÿâíî â âûðàæå-
íèå H. Èç (25) íàõîäèì

I3 = const, ϕ̇3 = − I1

I2
2

− I3

√
I2
2 − I2

1

I2
2

√
I2
2 − I2

3

cos ϕ2. (26)
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Óðàâíåíèÿ (26) äîñòàòî÷íî ïðîñòî çàïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ:

I3 = g, ϕ̇3 =
g γ · r−M · r
|M|2 − g2

èëè ϕ̇3 =
g ν1 −M1

|M|2 − g2
.

Çàïèøåì óðàâíåíèå Ãåññà (4) â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ Àíäóàéå�Äåïðè

1

2

d|M|2
dt

≡ I2
dI2

dt
=

√
I2
2 − I2

1

√
I2
2 − I2

3

I2

sin ϕ2. (27)

Ñîïîñòàâëåíèåì óðàâíåíèé (19),(27) ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ãëîáàëüíîå ôàçîâîå ñå÷å-
íèå ìîæåò áûòü çàäàíî â âèäå

S2 = {(Ii, ϕi) : ϕ2 = 0} ∪ {(Ii, ϕi) : ϕ2 = π} ∪ {(Ii, ϕi) : I2 = |I1|} ∪ {(Ii, ϕi) : I2 = |I3|}.

Èçó÷åíèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ ïîìîùüþ ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè
(ϕ1, I1) áûëî íà÷àòî À. Äåïðè â ðàáîòå [11]. Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ñå÷åíèÿ ϕ2 = π/2, π è êîîðäèíàòû (ϕ1, I1/I2), ïîäðîáíåå
ñì. â [9, 12].

Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñècòåìû (25) ëèáî ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü S2,
ëèáî öåëèêîì åé ïðèíàäëåæèò. Åñëè òðàåêòîðèÿ öåëèêîì ïðèíàäëåæèò S2, òî òîãäà
I1−3 = const, ϕ̇3 = const. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò h, g ïîâåðõíîñòè
S1, S2 àíàëîãè÷íû ôàçîâîìó ñå÷åíèþ P2

h,g, ââåäåííîìó â ðàáîòå [7].
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