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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ФУНКЦИЙ ЛЕЖАНДРА

Изучаются асимптотические свойства функций Лежандра P µ
λ (t) при λ → ∞. Получен аналог

асимптотического ряда Бесселя для t ∈ (1;+∞).
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Асимптотические свойства различных специальных функций играют важную
роль в анализе и приложениях. В настоящее время развиты некоторые общие ме-
тоды, позволяющие существенно продвинуться в этом направлении (см., например,
[1]). Вместе с тем, остается еще много вопросов, требующих выяснения. В частности,
в некоторых задачах интегральной геометрии важное значение имеет нахождение
асимптотических рядов типа Бесселя для функций Лежандра P ν

µ , когда t ∈ (−1; 1)
или t ∈ (1;+∞) (см. [2, часть 2]). В работе [3] построен такой асимптотический
ряд для функций Лежандра на (−1; 1). Цель данной работы – изучение случая
t ∈ (1;+∞).
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Γ(a) – символ Похгаммера. Основным результатом данной работы яв-
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Теорема 1. Пусть ε ∈ (0, π). Тогда при λ → ∞, | arg λ| ≤ π − ε имеет место
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Частные случаи теоремы 1 были известны ранее. Например, в [2, часть 2, форму-
ла (2.14)] было выписано два члена асимптотического разложения (2). Этот резуль-
тат затем использовался для изучения некоторых вопросов интегральной геометрии
на гиперболическом пространстве. Относительно других частных случаев теоремы 1
и близких вопросов см. [4, часть 2], [5, глава 6, § 3].

Доказательство теоремы 1.
Пусть сначала Reµ < 1

2 . Тогда по формуле Мелера-Дирихле (см. [6, 3.7 (27)])
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Из асимптотического разложения интегралов Фурье (см. [1, глава 2, § 10, пункт 10.3,
теорема 10.2]) имеем
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Вычислим Ap. По формуле Тейлора
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∞∑
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где
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Положим F (x) = (1 + x)−µ− 1
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Используем формулу
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Таким образом,
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Учитывая, что
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(см. (1)), из (3) и (4) получаем (2) для Reµ < 1
2 . Общий случай следует отсюда

стандартным методом продолжения по параметру (см. [6, 2.8 (30)] и [1, глава 2, § 10,
пункт 10.3, доказательство формулы (10.61)]). Таким образом, теорема 1 доказана.
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On asymptotic properties of the Legendre functions.

Asymptotic properties the Legendre functions P µ
λ (t) as λ → ∞ are studied. An analog of the Bessel

asymptotic expansion for t ∈ (1;+∞) is obtained.
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