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МОДЕЛЬ НЕЧЕТКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ
МЕХАНИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ НАНОКОМПОЗИТНЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫХ ПЛАСТИН
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДАННЫХ
УЛЬТРААКУСТИЧЕСКОЙ ДИАГНОСТИКИ

Представлена разработка теоретической численно-аналитической методики получения не-
четких оценок для физико-механических параметров экспоненциально-неоднородных по
толщине пластин из функционально-градиентных трансверсально-изотропных нанокомпо-
зиционных материалов в процессе проектирования современных конструкций для машино-
строительной отрасли, приборостроения и аэрокосмической техники. Методика основана на
использовании обладающих разбросами и допускающих нечетко-множественную интерпре-
тацию экспериментальных данных измерения длины сдвиговых нормальных упругих волн
с различными частотами из различных мод дисперсионного спектра для рассматриваемой
пластины. При получении нечетких оценок физико-механических параметров исполь-
зуются переход к нечетко-множественным аргументам в аналитических соотношени-
ях связи физико-механических параметров функционально-градиентных трансверсально-
изотропных нанокомпозиционных материалов с характеристиками ультразвуковых измере-
ний и модифицированная форма эвристического принципа расширения в теории нечетких
вычислений.
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Введение. Пластинчатые конструкции, создаваемые на базе аддитив-
ных технологий из современных функционально-градиентных анизотропных
нанокомпозиционных материалов [1, 2], получают все более широкое распро-
странение в машиностроении, приборостроении, строительстве, аэрокосмиче-
ских технологиях. Эффективность использования подобных пластинчатых
конструкций из непрерывно-неоднородных материалов, в том числе из мате-
риалов с экспоненциальным типом неоднородности деформационных свойств
и плотности [3 – 6], во многом зависит от точности идентификации реаль-
ных значений их физико-механических параметров с учетом технологических
разбросов. При этом одним из возможных перспективных путей определе-
ния этих характеристик является разработка теоретических методик, бази-
рующихся на использовании разнотипных экспериментальных данных уль-
тразвуковой диагностики [5 – 7] неоднородных по толщине трансверсально-
изотропных нанокомпозиционных пластин. В этих целях возможно использо-
вание экспериментальных данных нечетких замеров длин нормальных упру-
гих волн сдвига [8, 9] и нечетких экспериментальных значений критических
частот для различных мод бегущих волн в рассматриваемых пластинах. При
разработке моделей использования этих экспериментальных данных с прин-
ципиальной точки зрения применимы методы теории вероятностей и сто-
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хастического анализа [10, 11] в случае, когда экзогенная информация для
таких моделей оценивания носит корректный статистический характер. В
случае же менее строгих требований к характеру экзогенной информации
для решения рассматриваемой актуальной проблемы в настоящей работе пре-
длагается нечетко-множественная [12 – 18] численно-аналитическая методика
формирования оценок неопределенных значений физико-механических пара-
метров. Она основывается на переходе к нечетко-множественным аргумен-
там в получаемых аналитических соотношениях связи физико-механических
параметров функционально-градиентных трансверсально-изотропных нано-
композиционных материалов пластин с характеристиками ультразвуковых
измерений частот и длин нормальных упругих волн, и последующем при-
менении модифицированной формы эвристического принципа расширения в
теории нечетких вычислений [19 – 23]. Приводится пример реализации разра-
ботанной методики.

Соответственно, в рамках представленных целей работы предваритель-
но рассматривается получение аналитического решения задачи о распро-
странении нормальных упругих волн сдвига в функционально-градиентном
трансверсально-изотропном деформируемом слое с модулями упругости и
плотностью, изменяющимися по экспоненциальному закону вдоль попереч-
ной координаты.

1. Получение расчетных соотношений детерминистической мо-
дели. Для получения расчетных соотношений, связывающих длины и кри-
тические частоты нормальных волн сдвига в трансверсально-изотропном
функционально-градиентном слое с его физико-механическими и геомет-
рическими характеристиками, рассматривается задача о распространении
плоской стационарной нормальной SH-волны с циклической частотой ω
и волновым числом k вдоль координатного направления Ox1 в занимаю-
щем область V =

{

(x1, x2) ∈ R2, x3 ∈ [−h, h]
}

трансверсально-изотропном
функционально-градиентном упругом слое. Ось анизотропии материала слоя
ориентирована вдоль координаты x3. Граничные поверхности x3 = ±h слоя
являются свободными.

В рассматриваемом случае векторное поле волновых упругих перемеще-
ний характеризуется единственной компонентой u2(x1, x2, t) =
= ϕ(x3) exp(−i(ωt − kx1)). Определяющие соотношения для ненулевых ком-
понентов тензора напряжений и уравнение волновых движений при сформу-
лированных предположениях имеют вид

σ21 = c66 exp(λx3) ∂1u2, σ23 = c44 exp(λx3) ∂3u2,

∂1σ21 + ∂3σ23 − ρ exp(λx3) ∂
2
t u2 = 0,

(1)

где c44, c66 и ρ – соответственно параметры упругости и плотности для
трансверсально-изотропного материала слоя; λ – параметр поперечной эк-
споненциальной неоднородности материала слоя; ∂j = ∂/∂xj , ∂t = ∂/∂t –
операторы частного дифференцирования.
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С учетом введенных представлений задача определения u2(x1, x2, t) сво-
дится к интегрированию обыкновенного дифференциального уравнения отно-
сительно функции ϕ(x3), решение которого имеет вид

ϕ(x3) = d+ exp(γ+x3) + d− exp(γ−x3), γ± = −(λ/2) ± ((λ/2)2 − β2)1/2,

β2 = (ρω2 − c66k
2)/c44,

(2)

где d+, d− – произвольные постоянные коэффициенты. Далее из граничных
условий на свободных плоских гранях слоя (ϕ′(x3))x3=±h = 0 следует сис-
тема однородных алгебраических уравнений относительно постоянных d±.
Основное дисперсионное соотношение для исследуемых нормальных волн
следует из равенства нулю определителя полученной алгебраической системы
и первоначально может быть записано в виде

ω = [ς66k
2
p + ς44(τ +∆p)]

1/2, ςij = cij/ρ, τ = λ2/4,

∆p = (pπ/(2h))2,
(3)

а затем преобразовано в аналитическое соотношение для параметра δp длины
нормальной волны из моды дисперсионного спектра с номером p (p = 0,∞)

δp = (4π2ς66/(ω
2 − ς44(τ +∆p)))

1/2. (4)

Предполагается, что для бегущих нормальных волн из низшей моды спе-
ктра p = 0 с двумя частотами ω1 и ω2 (ω1 <ω2) в рамках ультраакустических
измерений экспериментально могут быть определены параметры их длины
δ01 и δ02 (δ01 > δ02). Для волны с частотой ω3 из низшей моды спектра p = 0
и волны с частотой ω4 из моды спектра p = 1 (ω4 > ω3) могут быть со-
ответственно экспериментально определены параметры их длины δ03 и δ14
(δ14 > δ03). Кроме того, может быть экспериментально измерен усредненный
приведенный параметр удельной массы пластины m, связанный с параметром
плотности ρ в рассматриваемом случае соотношением ρ = mλ/(2sh(λh)).

При этих гипотезах для параметров ς66, ς44 и τ могут быть записаны
выражения

ς66 = (ω2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )),

ς44 = (γ4 − γ3)/(∆1 −∆0) =

= (ω2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )(ω
2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0),

γ3 = ω2
3 − 4π2ς66δ

−2
03 , γ4 = ω2

4 − 4π2ς66δ
−2
14 ,

τ = γ3ς
−1
44 −∆0 =

= (ω2
3 − 4π2(ω2

2 − ω2
1)/(4π

2(δ−2
02 − δ−2

01 ))δ
−2
03 )/((ω

2
4 − ω2

3+

+4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )(ω
2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0))−∆0.

(5)
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Таким образом, для идентифицируемых параметров λ, ρ, c66, c44 по-
лучены явные аналитические представления с экзогенными параметрами
ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m, h:

λ = Φλ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, h,m) =

= 2[(ω2
3 − 4π2((ω2

2 − ω2
1)/(4π

2(δ−2
02 − δ−2

01 )))δ
−2
03 ))/

((ω2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )(ω
2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0))−∆0]

1/2,

ρ = Φρ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, h,m) =

= 2m[(ω2
3 − 4π2((ω2

2 − ω2
1)/(4π

2(δ−2
02 − δ−2

01 )))δ
−2
03 ))/

((ω2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )(ω
2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0))−∆0]

1/2/

[2sh(2h((ω2
3 − 4π2(ω2

2 − ω2
1)/(4π

2(δ−2
02 − δ−2

01 ))δ
−2
03 ((ω

2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )·

·(ω2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0))−∆0)

1/2],

c66 = Φ66(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, h,m) =

= (ω2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 ))2m[(ω2

3 − 4π2((ω2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))δ

−2
03 ))/

((ω2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )(ω
2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0))−∆0]

1/2/

[2sh(2h((ω2
3 − 4π2(ω2

2 − ω2
1)/(4π

2(δ−2
02 − δ−2

01 ))δ
−2
03 ((ω

2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )·

·(ω2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0))−∆0)

1/2]

c44 = Φ44(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, h,m) =

= [(ω2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )(ω
2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0)]·

·2m[(ω2
3 − 4π2((ω2

2 − ω2
1)/(4π

2(δ−2
02 − δ−2

01 )))δ
−2
03 ))/

((ω2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )(ω
2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0))−∆0]

1/2/

[2sh(2h((ω2
3 − 4π2(ω2

2 − ω2
1)/(4π

2(δ−2
02 − δ−2

01 ))δ
−2
03 ((ω

2
4 − ω2

3 + 4π2(δ−2
03 − δ−2

14 )·

·(ω2
2 − ω2

1)/(4π
2(δ−2

02 − δ−2
01 )))/(∆1 −∆0))−∆0)

1/2].

(6)

2. Алгоритм получения нечетких оценок для идентифициру-
емых физико-механических параметров пластины. При получении
оценок для идентифицируемых физико-механических параметров пластины
используется гипотеза о наличии разбросов экспериментальных значений па-
раметров ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, m в описанной модели. Предпола-
гается, что указанные неопределенные экзогенные параметры описываются
выпуклыми нормальными нечеткими множествами ω̃1, ω̃2, ω̃3, ω̃4, δ̃01, δ̃02,
δ̃03, δ̃14, m̃ с соответствующими функциями принадлежности µω̃j

(j = 1, 4),
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µδ̃0j
(j = 1, 3), µδ̃14

, µm̃. Параметр h рассматривается как четко заданная ве-

личина. Введенные нечеткие множества могут быть представлены в форме
суперпозиций по множествам α-уровня:

ω̃j =
⋃

α∈[0,1]

[ωjα, ωjα] (j = 1, 4); δ̃0j =
⋃

α∈[0,1]

[δ0jα, δ0jα] (j = 1, 3);

δ̃14 =
⋃

α∈[0,1]

[δ14α, δ14α]; m̃ =
⋃

α∈[0,1]

[mα, mα].
(7)

Применение модифицированной α-уровневой формы эвристического при-
нципа расширения [13, 19-23] к четким аналитическим представлениям для
идентифицируемых эндогенных параметров рассматриваемой модели λ, ρ,
c66, c44 позволяет получить их представления в виде нечетких множеств λ̃, ρ̃,
c̃66, c̃44 в виде разложений по множествам α-уровня

λ̃ =
⋃

α∈[0,1]

[λα, λα],

λα = inf
ωj∈[ωjα, ωjα]

δ0j∈[δ0jα, δ0jα]

δ14∈[δ14α, δ14α]
m∈[mα, mα]

{λ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m)},

λα = sup
ωj∈[ωjα, ωjα]

δ0j∈[δ0jα, δ0jα]

δ14∈[δ14α, δ14α]
m∈[mα, mα]

{λ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m)};

ρ̃ =
⋃

α∈[0,1]

[ρ
α
, ρα],

ρ
α
= inf

ωj∈[ωjα, ωjα]

δ0j∈[δ0jα, δ0jα]

δ14∈[δ14α, δ14α]
m∈[mα, mα]

{ρ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m)},

ρα = sup
ωj∈[ωjα, ωjα]

δ0j∈[δ0jα, δ0jα]

δ14∈[δ14α, δ14α]
m∈[mα, mα]

{ρ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m)};

(8)
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c̃66 =
⋃

α∈[0,1]

[c66α, c66α],

c66α = inf
ωj∈[ωjα, ωjα]

δ0j∈[δ0jα, δ0jα]

δ14∈[δ14α, δ14α]
m∈[mα, mα]

{c66(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m)},

c66α = sup
ωj∈[ωjα, ωjα]

δ0j∈[δ0jα, δ0jα]

δ14∈[δ14α, δ14α]
m∈[mα, mα]

{c66(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m)};

c̃44 =
⋃

α∈[0,1]

[c44α, c44α],

c44α = inf
ωj∈[ωjα, ωjα]

δ0j∈[δ0jα, δ0jα]

δ14∈[δ14α, δ14α]
m∈[mα, mα]

{c44(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m)},

c44α = sup
ωj∈[ωjα, ωjα]

δ0j∈[δ0jα, δ0jα]

δ14∈[δ14α, δ14α]
m∈[mα, mα]

{c44(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,m)}.

3. Численная реализация методики. Пример реализации разрабо-
танной методики представлен для случая принятия гипотезы об описании
разбросов в значениях экзогенных параметров ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14,
m нормальными нечеткими трапецеидальными интервалами [24, 25] ω̃1, ω̃2,

ω̃3, ω̃4, δ̃01, δ̃02, δ̃03, δ̃14, m̃. Учитывается, что для произвольного нормального
нечеткого трапецеидального интервала ζ̃ =(ζ1, ζ2, ζ3, ζ4) может быть записа-
но представление в виде суперпозиции интервалов α-уровня

ζ̃ =
⋃

α∈[0,1]

[ζ
α
, ζα],

где ζ
α
= (1 − α)ζ1 + αζ2, ζα = αζ3 + (1 − α)ζ4. Также в выражениях (8)

можно сократить определенное количество варьируемых параметров, так как
для функций

Φλ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, h,m), Φρ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, h,m),

Φρ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, h,m), Φρ(ω1, ω2, ω3, ω4, δ01, δ02, δ03, δ14, h,m)

131



В.Г.Выскуб, Д.И.Мутин, С.В. Сторожев, Зыонг Минь Хай

могут быть получены аналитические представления их частных производных
по некоторому подмножеству аргументов и установлены свойства знакоопре-
деленности этих производных во всем диапазоне допустимых значений ар-
гументов. Соответственно этому может быть записана модифицированная
форма соотношений (8), базирующаяся на соответствующей версии эвристи-
ческого принципа обобщения. В частности, из расчетных соотношений модели
для пластины толщины h = 1.0 при нечетко-интервальных эксперименталь-
ных данных

ω̃1 : (0.49, 0.50, 0.51, 0.53); ω̃2 : (0.98, 0.99, 1.00, 1.03);

ω̃3 : (1.49, 1.50, 1.52, 1.54); ω̃4 : (1.97, 1.99, 2.01, 2.04);

δ̃02 : (8.72, 8.84, 8.93, 9.05); δ̃03 : (5.74, 5.91, 5.99, 6.15);

δ̃14 : (7.02, 7.18, 7.23, 7.45); m̃ : (1.96, 1.99, 2.03, 2.10);

c̃44 : (2.06c∗, 2.29c∗, 2.31c∗, 2.34c∗), c∗ = 1010, ρ∗ = 103,

рассчитываемые по описанной методике функции принадлежности для эндо-
генных нечетких оценок λ̃, ρ̃, c̃66, c̃44 приводятся в соответствующих размер-
ностях на рис. 1 – 4.

Рис. 1. Функция принадлежности для λ̃. Рис. 2.Функция принадлежности для ρ̃.

Представленные оценки описывают нормированные относительные по-
казатели степени уверенности в том, что физико-механические параметры
функционально-градиентных поперечно-изотропных нанокомпозитных мате-
риалов с экспоненциальной неоднородностью по толщине пластины будут
принимать соответствующие значения с учетом заданных ошибок рассеяния
в значениях экзогенных параметров рассматриваемой модели.

Заключение. Результатом представленных исследований является раз-
работка численно-аналитической методики получения оценок для значе-
ний физико-механических параметров экспоненциально-неоднородных по
толщине пластин из функционально-градиентных трансверсально-изотроп-
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Рис. 3. Функция принадлежности для
c̃66.

Рис. 4. Функция принадлежности для ρ̃.

ных нанокомпозиционных материалов, предназначенных для использова-
ния в машиностроении, приборостроении, строительстве и в аэрокосмичес-
ких технологиях. Методика основана на использовании полученных мето-
дами ультраакустической диагностики неопределенных экспериментальных
данных измерения длин сдвиговых нормальных упругих волн с различ-
ными частотами из низших мод дисперсионного спектра для рассматри-
ваемой пластины, имеющих нечетко-множественную интерпретацию. Для
получения нечетких оценок физико-механических параметров используется
переход к нечетко-множественным аргументам в аналитических соотноше-
ниях связи физико-механических параметров функционально-градиентных
трансверсально-изотропных нанокомпозиционных материалов с характерис-
тиками ультразвуковых измерений. Применяется также модифицированная
форма эвристического принципа обобщения в теории нечетких вычислений.
Представлен пример реализации разработанной методики.
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V.G. Vyskub, D.I. Mutin, S.V. Storozhev, Duong Minh Hai

Model of fuzzy identification of mechanical parameters of nanocomposite
functional-gradient plates using ultraacoustic diagnostic data

A description of a theoretical numerical-analytical technique for obtaining fuzzy estimates of
the physical-mechanical parameters of plates that are exponentially inhomogeneous in thickness
from functionally gradient transversely isotropic nanocomposite materials intended for use in
mechanical engineering and aerospace technologies is given. The technique is based on the use of
uncertain experimental data of measuring the lengths of normal shear elastic waves with different
frequencies for different modes of the dispersion spectrum of the plate under consideration
having interpretation in form of fuzzy sets. For obtaining fuzzy estimates of physical-mechanical
parameters the transition to fuzzy-multiple arguments in the analytical relationships between the
physical-mechanical parameters of functionally gradient transversely isotropic nanocomposite
materials and the characteristics of ultrasonic measurements are used. Also a modified form of
the heuristic generalization principle in the theory of fuzzy calculations are applies.

Keywords: functionally gradient plates, transversely isotropic nanocomposite materials, iden-
tification of elastic constants, fuzzy estimates, ultraacoustic diagnostic techniques, shear wave
velocities, noncontrast experimental data, fuzzy-sets algorithms, heuristic principle of general-
ization.
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