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Анотацiя. Для системи рiвнянь iз частинними похiдними зi стали-
ми коефiцiєнтами, не розв’язаних вiдносно старшої похiдної за часом,
дослiджено коректнiсть задачi з нелокальними двоточковими умова-
ми за часовою змiнною та умовами перiодичностi за просторовими
змiнними. Для оцiнок знизу малих знаменникiв, що виникають при
побудовi розв’язку задачi, використано метричний пiдхiд.
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Диференцiальнi рiвняння, не розв’язанi вiдносно старшої похiд-
ної за часом, виникають при дослiдженнi багатьох задач гiдроди-
намiки [1–3], при розглядi усталеної фiльтрацiї однорiдної рiдини в
трiщинуватих породах [4], при описаннi горизонтально-поперечних
хвиль в океанi [5] тощо. Цi рiвняння не задовольняють умови Кошi-
Ковалевської. Навiть найпростiшi задачi для них не завжди є розв’яз-
ними. Для таких рiвнянь своєрiдними є асимптотичнi властивостi
розв’язкiв i спектральнi задачi.

Основи теорiї рiвнянь, не розв’язаних вiдносно старшої похiдної
за часом, закладенi в роботах С. Л. Соболєва та його учнiв [1, 2, 6,
7, 8], якi стосувалися рiвняння
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яке тепер називають рiвнянням Соболєва.
Задачi з початковими, локальними крайовими та локальними ба-

гатоточковими умовами за часовою змiнною для диференцiальних
та диференцiально-операторних рiвнянь типу рiвнянь Соболєва до-
слiджувались у працях [9–18] та iн.

Задачi з нелокальними умовами за часовою змiнною для скаляр-
них рiвнянь, не розв’язаних вiдносно старшої похiдної за часом, до-
слiдженi у працях [19–21].

Що стосується нелокальних задач для рiвнянь iз частинними по-
хiдними, розв’язаних вiдносно старшої похiдної, то вони дослiджува-
лись упродовж останнiх 45 рокiв у рiзних аспектах багатьма авторами
(див., наприклад, працi [22–30] i бiблiографiю в них).

Зауважимо, що задачi з нелокальними умовами для рiвнянь iз
частинними похiдними є, взагалi, умовно коректними, а їх розв’я-
знiсть в обмежених областях у багатьох випадках пов’язана з про-
блемою малих знаменникiв.

Дана праця поширює дослiдження, проведенi в [19] та [21] на сис-
теми рiвнянь. У статтi вивчається задача з нелокальними умовами
за змiнною t та умовами перiодичностi за x = (x1, . . . , xp) для сис-
теми рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами, не
розв’язаних вiдносно старшої похiдної за часом. Встановлено умови
iснування та єдиностi класичного розв’язку задачi. Для оцiнювання
знизу малих знаменникiв, що виникають при побудовi розв’язку за-
дачi, використано метричний пiдхiд.

1. Будемо використовувати такi позначення:
Z (Z+) — множина всiх цiлих (невiд’ємних цiлих) чисел; Zp (Zp+) —
множина точок простору Rp з цiлими (невiд’ємними цiлими) коорди-
натами;
x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp, (t, x) = (t, x1, . . . , xp) ∈ Rp+1, k = (k1, . . . , kp) ∈
Zp, |k| = |k1| + . . . + |kp|, ‖k‖ = (k2

1 + . . . + k2
p)

1/2, ‖k̃‖ = (1 + k2
1 +

. . . + k2
p)

1/2, (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp , h = (h1, . . . , hp) ∈ Z
p
+,

|h| = h1 + . . .+ hp, kh = kh1
1 · · · khpp ; Dt = ∂/∂t, D = (D1, . . . , Dp), де

Dj = ∂/i∂xj , Dh = Dh1
1 · · ·Dhp

p ; Ω — p-вимiрний тор (R/2πZ)p;
Q = (0, T ) × Ω;
Hψ(Ω), ψ > 0, — гiльбертовий простiр 2π-перiодичних за змiнними
x1, . . . , xp комплекснозначних функцiй ϕ(x) =

∑
|k|>0

ϕk exp(ik, x) зi ска-

лярним добутком, що породжує норму

‖ϕ‖2
Hψ(Ω) =

∑

|k|>0

|ϕk|2‖k̃‖2ψ; (1)

Hψ(Ω), ψ > 0, — гiльбертовий простiр вектор-функцiй
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ϕ(x) = col (ϕ1(x), . . . , ϕN (x)), таких, що ϕν(x) ∈ Hψ(Ω), ν = 1, . . . , N ,

‖ϕ‖2
Hψ(Ω)

=
N∑

ν=1

‖ϕν‖2
Hψ(Ω); (2)

C(n,δ)(Q) — банаховий простiр функцiй u(t, x), неперервних в Q разом
зi всiма похiдними Dσ

t D
hu(t, x), σ 6 n, |h| 6 δ, з нормою

‖u‖C(n,δ)(Q) =
n∑

σ=0

∑

‖h‖6δ
max

(t,x)∈Q

∣∣∣Dσ
t D

hu(t, x)
∣∣∣ ; (3)

C
(n,δ)

(Q) — банаховий простiр вектор-функцiй

u(t, x) = col (u1(t, x), . . . , um(t, x)) ,

в яких кожна координата належить простору C(n,δ)(Q),

‖u‖2

C
(n,δ)

(Q)
=

m∑

ν=1

‖uν‖2
C(n,δ)(Q

p
)
. (4)

2. В областi Q розглядаємо задачу

N [u] ≡ Dn
t P (D)u+

n−1∑

σ=0

Dσ
t

(∑

|h|6q
βhσD

h
)
u = (0), (5)

M [u] ≡
n∑

s=1

∑

|h|6δ
γhsD

h
(
Ds−1
t u

∣∣
t=0

− µ Ds−1
t u

∣∣
t=T

)
= ϕ(x), (6)

де
u ≡ u(t, x) = col (u1(t, x), . . . , um(t, x)), ϕ(x) = col (ϕ1(x), . . . , ϕnm(x));
P (D) ≡ ∑

|h|62d

αhD
h — елiптичний матричний диференцiальний ви-

раз, αh = ‖αijh ‖ i βhσ = ‖βijhσ‖ — квадратнi матрицi розмiру m, а
γhs = ‖γijhs‖ — прямокутнi матрицi розмiру (nm×m) зi сталими комп-
лексними елементами; δ = max{2d, q}, µ ∈ C\{0; 1}.

Вигляд областi Q накладає умови 2π- перiодичностi за змiнними
x1, . . . , xp на вектор-функцiї u(t, x) та ϕ(x).

Вважаємо, що для ϕ(x) справедливе розвинення у векторний ряд
Фур’є

ϕ(x) =
∑

|k|>0

ϕk exp(ik, x), ϕk = col (ϕk1, . . . , ϕk,nm) , (7)
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де

ϕkj = (2π)−p
∫

Ω

ϕj(x) exp(−ik, x)dx, j = 1, . . . , nm. (8)

3. Розв’язок задачi (5), (6) шукаємо у виглядi векторного ряду

u(t, x) =
∑

|k|>0

uk(t) exp(ik, x), uk(t) = col (uk1(t), . . . , ukm(t)) . (9)

Тодi на пiдставi (5)–(7) отримуємо, що кожна з вектор-функцiй uk(t),
k ∈ Zp, є розв’язком такої задачi:

Nk[uk] ≡ P (k)u
(n)
k (t) +

n−1∑

σ=0

(∑

|h|6q
βhσk

h
)
u

(σ)
k (t) = (0), (10)

Mk[uk] ≡
n∑

s=1

∑

|h|6δ
γhsk

h
(
u

(s−1)
k (0) − µu

(s−1)
k (T )

)
= ϕk. (11)

Припустимо, що для символу диференцiального виразу P (D)
справджується умова

(∀ k ∈ Zp) detP (k) ≡ det
∥∥∥
∑

|h|62d

αhk
h
∥∥∥ 6= 0. (12)

Тодi характеристичне рiвняння

Xk(ρ) ≡ det
∥∥∥P (k)ρn +

n−1∑

σ=0

(∑

|h|6q
βhσk

h
)
ρσ
∥∥∥ = 0, k ∈ Zp, (13)

яке вiдповiдає системi рiвнянь (10), має nm комплексних коренiв, якi
позначимо через ρj = ρj(k), j = 1, . . . , nm.

Зауваження 1. Якщо для деякого вектора k = k̂ detP (k̂) = 0 (та-
ких векторiв k̂ може бути лише скiнченна кiлькiсть, зокрема, якщо
P (D) =

∑
|h|=2d

αhD
h, то таким вектором є лише k = (0) ), то вiдповiдна

задача (10), (11) є перевизначеною, i для iснування єдиного розв’язку
її треба накладати додатковi умови на параметри задачi. Такi умови
можна виписати в явнiй формi, аналогiчно до того, як це зроблено в
роботi [21] для скалярного випадку, де оператор P (D) однорiдний за
порядком диференцiювання.
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Для дослiдження задачi (5), (6) нам треба побудувати фундамен-
тальну систему розв’язкiв системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь (10) для кожного k ∈ Zp. Для спрощення викладок надалi бу-
демо вважати, що для кожного вектора k ∈ Zp всi коренi рiвняння
(13) є простими й вiдмiнними вiд нуля. Тодi для кожного кореня ρj(k)
рiвняння (13)

rang
∥∥∥P (k)ρnj +

n−1∑

σ=0

(∑

|h|6q
βhσk

h
)
ρσj

∥∥∥ = m− 1, j = 1, . . . , nm, (14)

а тому хоча б один iз мiнорiв (m− 1)-го порядку кожної з матриць у
(14) є вiдмiнним вiд нуля. Нехай це будуть мiнори елементiв рядка з
номером ω = ω(k) для кожної з матриць у (14). Тодi для кожного k ∈
Zp система рiвнянь (10) має таку фундаментальну систему розв’язкiв:

ukj(t) = χω (ρj(k)) exp (ρj(k)t) , j = 1, . . . , nm, (15)

де
χω (ρj(k)) = col (χω1 (ρj(k)) , . . . , χωm (ρj(k))) ,

χων (ρj(k)) , ν = 1, . . . ,m, — алгебричнi доповнення елементiв ω(k)-го
рядка визначника Xk(ρj(k)) (див. (13) ), якi обчислюються за форму-
лами

χων (ρj(k)) =

n(m−1)∑

d=0

ζωνd (k)ρdj (k), j = 1, . . . , nm, ν = 1, . . . ,m,

(16)
в яких

ζωνη (k) =
∑

|γ(ω)|=η
(−1)ω+ν det

∥∥Bij
γi(k)

∥∥
i,j=1,...,m
i6=ω,j 6=ν

,
η = 0, 1, . . . , n(m− 1),

ν = 1, . . . ,m,

(17)
де пiдсумовування здiйснюється за всiма векторами γ(ω) = (γ1, . . . ,
γω−1, γω+1, . . . , γp) ∈ Z

p−1
+ , для яких γ1+. . .+γω−1+γω+1+. . .+γp = η.

У формулах (17) Bij
σ (k) — елементи матриць Bσ(k) розмiру m, де

Bσ(k) =
∑

|h|6q
βhσk

h, σ = 0, 1, . . . , n− 1;

Bn(k) = P (k) =
∑

|h|62d

αhkh.
(18)

Лема 1. Iснують сталi C1 > 0 i K > 0, такi, що для всiх k ∈ Zp,
|k| > K справджується оцiнка

|detP (k)| > C1|k|2dm. (19)
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Доведення. Iз означення елiптичностi матричного диференцiального
виразу P (D) випливає, що для довiльних ξ = (ξ1, . . . , ξp) ∈ Rp\{(0)}
справджується нерiвнiсть

detP2d(ξ) ≡ det
∥∥∥
∑

|h|=2d

αhξ
h1
1 · · · ξhpp

∥∥∥ 6= 0. (20)

Однорiдний стосовно ξ многочлен detP2d(ξ) подамо у виглядi

detP2d(ξ) = ‖ξ‖2dm detP2d(ξ
0), ξ0 = ξ/‖ξ‖.

Тодi

detP (ξ) = ‖ξ‖2dm detP2d(ξ
0) +

2dm−1∑

w=0

‖ξ‖wQw(ξ0) =

= ‖ξ‖2dm

(
detP2d(ξ

0) +
2dm−1∑

w=0

‖ξ‖w−2dmQw(ξ0)

)
, (21)

де Qw(ξ0) — однорiдний многочлен змiнних ξ0 = (ξ01 , . . . , ξ
0
p) степеня

w, w = 0, 1, . . . , 2dm− 1.
Згiдно з теоремою Вейєрштрасса кожна з функцiй |P2d(ξ

0)| та
|Qw(ξ0)|, w = 0, 1, . . . , 2dm− 1, на одиничнiй сферi ‖ξ0‖2 = 1 досягає
свого найбiльшого та найменшого значення. На пiдставi (20) отриму-
ємо ∣∣detP2d(ξ

0)
∣∣ > M0 = min

‖ξ0‖=1

∣∣detP2d(ξ
0)
∣∣ > 0.

Позначимо M = max
06w<2dm

{
max
‖ξ0‖=1

∣∣Qw(ξ0)
∣∣}. Тодi при ‖ξ‖ > 1 справд-

жуються оцiнки
∣∣∣∣∣

2dm−1∑

w=0

‖ξ‖w−2dmQw(ξ0)

∣∣∣∣∣ 6 M

2dm∑

σ=1

‖ξ‖−σ < M

∞∑

σ=1

‖ξ‖−σ =
M

‖ξ‖ − 1
.

(22)
На пiдставi (21) iз (22) при ‖ξ‖ > 1 + 2M/M0 випливає, що

∣∣∣∣∣

2dm−1∑

w=0

‖ξ‖w−2dmQw(ξ0)

∣∣∣∣∣ < M0/2 < M0 6
∣∣detP2d(ξ

0)
∣∣ . (23)

Iз (21) i (23) отримуємо, що для всiх ξ ∈ Rp, ‖ξ‖ > 1 + 2M/M0,
справджується оцiнка

|detP (ξ)| > ‖ξ‖2dm

∣∣∣∣∣
∣∣detP2d(ξ

0)
∣∣−
∣∣∣∣
2dm−1∑

w=0

‖ξ‖w−2dmQw(ξ0)

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ >



О. Д. Власiй, Б. Й. Пташник 507

> ‖ξ‖2dm (M0 −M0/2) = (M0/2)‖ξ‖2dm. (24)

Поклавши в (24) ξ = k, C1 = M0/(2p
dm), K = (1 + 2M/M0)

√
p, отри-

муємо твердження леми.

На основi оцiнок коренiв многочлена через його коефiцiєнти [31,
глава 5, §7] iз (13) i (19) одержуємо

|ρj(k)| 6

{
C2|k|(q−2d)/n, якщо q < 2d;
C3|k|q−2d, якщо q > 2d;

j = 1, . . . , nm, k ∈ Zp\{(0)},
(25)

де сталi C2, C3 не залежать вiд k.
Характеристичний визначник ∆(k) = det ‖Mk[uk1], . . . ,Mk[uk,nm]‖

задачi (10), (11) обчислюється за формулою

∆(k) = S(k)Z(k)R(k)
nm∏

j=1

(
1 − µ exp(ρj(k)T )

)
, k ∈ Zp, (26)

де

S(k) = det
∥∥∥
∑

|h|6δ
γjlhsk

h
∥∥∥

j=1,...,nm
s=1,...,n; l=1,...,m

, (27)

R(k) = det ‖ρs−1
j (k)‖nms,j=1 =

∏

16i<j6nm

(
ρj(k) − ρi(k)

)
, (28)

Z(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ζω0 (k) ζω1 (k) ζω2 (k) . . .
0 ζω0 (k) ζω1 (k) . . .
0 0 ζω0 (k) . . .
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸
n−1

ζωn(m−1)(k)

ζωn(m−1)−1(k)

ζωn(m−1)−2(k)

. . .
ζω0 (k)

n−1︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . 0

ζωn(m−1)(k) 0 . . . 0

ζωn(m−1)−1(k) ζωn(m−1)(k) . . . 0

. . . . . . . . . . . .
ζω1 (k) . . . . . . ζωn(m−1)(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (29)

ζωη (k) = col
(
ζω1
η (k), . . . , ζωmη (k)

)
, η = 0, 1, . . . , n(m− 1).

Зауважимо, що для всiх k ∈ Zp визначник (29) вiдмiнний вiд нуля,
бо входить спiвмножником у вираз для вронскiана

W (t; k) = det
∥∥∥u(n−q)

k,j (t)
∥∥∥

q=1,...,n
j=1,...,nm

= Z(k)R(k)

nm∏

j=1

exp
(
ρj(k)t

)
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системи вектор-функцiй (15), який є вiдмiнним вiд нуля при всiх t ∈
[0, T ].

4. При дослiдженнi єдиностi розв’язку задачi (5), (6) розглядати-
мемо ще й однорiднi умови, якi вiдповiдають умовам (6) та (11):

M [u] = (0), (30)

Mk[uk] = (0). (31)

Задача (5), (6) не може мати двох рiзних розв’язкiв тодi й тiльки
тодi, коли однорiдна задача (5), (30) має лише тривiальний розв’язок.

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (5),(6) у просторi C
(n,δ)

(Q)
необхiдно i досить, щоб виконувались умови

(∀ k ∈ Zp) S(k) 6= 0, (32)

(∀ k ∈ Zp) 1 − µ exp (ρj(k)T ) 6= 0, j = 1, . . . , nm. (33)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай для деякого k = k̂ ∈ Zp S(k̂) = 0
або iснує таке j0, 1 6 j0 6 nm, що 1−µ exp

(
ρj0(k̂)T

)
= 0. Тодi ∆(k̂) = 0

i однорiдна задача (5), (30) має нетривiальнi розв’язки вигляду

ũ(t, x) =
nm∑

j=1

Ck̂juk̂j(t) exp(ik̂, x),

де (Ck̂1, . . . , Ck̂,nm) – нетривiальний розв’язок системи рiвнянь

nm∑

j=1

Ck̂jMk̂[uk̂j ] = 0,

в якiй функцiї uk̂j(t) визначенi формулами (15).
Достатнiсть. Припустимо, що iснують два розв’язки u1 та u2

задачi (5), (6) з простору C
(n,δ)

(Q
p
). Тодi вектор-функцiя u1 − u2 =

ũ ∈ C
(n,δ)

(Q) є розв’язком однорiдної задачi (5), (30), i до неї можна
застосувати оператори N та M . З рiвностей Парсеваля для функцiй
N [ũν ] та M [ũν ], ν = 1, . . . ,m, випливає, що кожен коефiцiєнт Фур’є
ũk(t), k ∈ Zp, вектор-функцiї ũ(t, x) є розв’язком однорiдної задачi
(10), (31). За умов (32), (33) отримуємо, що ũk(t) ≡ 0, k ∈ Zp. Отже,
u1(t, x) ≡ u2(t, x). Теорему доведено.

Зауваження 2. Кожна з умов (33) з номером j, j = 1, . . . , nm, вико-
нується тодi й тiльки тодi, коли для кожного k ∈ Zp справджується
хоча б одна з двох умов

ln |µ| + TReρj(k) 6= 0,

(argµ+ T Imρj(k)) /(2π) /∈ Z.
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5. Розглянемо питання про iснування розв’язку задачi (5), (6) у

просторi C
(n,δ)

(Q) . Надалi вважатимемо, що справджуються умови
(32), (33). Тодi для кожного k ∈ Zp iснує єдиний розв’язок задачi (10),
(11), який зображається у виглядi

uk(t) =

nm∑

j=1

Ckjukj(t), (34)

де сталi Ckj , j = 1, . . . , nm, визначаються iз системи лiнiйних алгеб-
ричних рiвнянь

nm∑

j=1

Ckj

n∑

s=1

∑

|h|6δ
γhsk

h
(
u

(s−1)
kj (0) − µu

(s−1)
kj (T )

)
= ϕk, (35)

визначником якої є ∆(k). Розв’язуючи систему рiвнянь (35), знахо-
димо

Ckj =
1

1 − µ exp (ρj(k)T )

nm∑

w=1

nm∑

α=1

nm∑

γ=1

(−1)w+j Swα(k)Zαγ(k)Rγj(k)

S(k)Z(k)R(k)
ϕkw,

(36)

j = 1, . . . , nm,

де Sij(k), Zij(k), Rij(k) – визначники, отриманi з S(k), Z(k), R(k),
вiдповiдно, шляхом викреслювання i-го рядка та j-го стовпця.

Формальний розв’язок задачi (5), (6) зображується векторним ря-
дом

u(t, x) =
∑

|k|>0

nm∑

j=1

Ckjukj(t) exp(ik, x). (37)

Ряд (37), взагалi, є розбiжним, бо вiдмiннi вiд нуля вирази S(k), Z(k),
R(k), 1−µ exp (ρj(k)T ), j = 1, . . . , nm, якi є знаменниками у формулах
(36), можуть набувати як завгодно малих за модулем значень для
безмежної кiлькостi векторiв k ∈ Zp. Тому питання про iснування
розв’язку задачi (5), (6) пов’язане з проблемою малих знаменникiв.

Нижче нам знадобиться наступне твердження, доведене в [21].

Лема 2. Для компонент розв’язку ξ = (ξ1, . . . , ξN ) системи алгеб-
ричних рiвнянь

ξ1 + rjξ2 + r2j ξ3 + . . .+ rN−1
j ξN =

rσj exp(rjt)

1 − µ exp(rjT )
, j = 1, . . . , N, (38)
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в якiй σ ∈ Z+, µ ∈ C\{0}, 0 < t < T , а rj, j = 1, . . . , N , — рiзнi комп-
лекснi числа з круга UB={z ∈ C : |z| 6 B}, такi, що 1−µ exp(rjT ) 6=
0, справджуються оцiнки

|ξs| 6 C4(1 +B)σ+N−s
n∏

j=1

(
1 + |1 − µ exp(rjT )|−1

)
, s = 1, . . . , N,

(39)
де C4 = C4 (N, σ, |µ|, T ) > 0.

На пiдставi формул (34), (36) кожну з компонент вектор-функцiї
uk(t), k ∈ Zp, подамо у виглядi

ukν(t) =

nm∑

γ=1

nm∑

α=1

nm∑

w=1

(−1)γ+w
Zαγ(k)Swα(k)

Z(k)S(k)
ϕkw×

×
n(m−1)∑

η=0

ζωνη (k)ξηγ(k, t), ν = 1, . . . ,m, (40)

де

ξηγ(k, t) =
nm∑

j=1

(−1)γ+j
Rγj(k)

R(k)
·
ρηj (k) exp (ρj(k)t)

1 − µ exp (ρj(k)T )
,

γ = 1, . . . , nm,

η = 0, 1, . . . , n(m− 1).

(41)

Зауважимо, що для кожного фiксованого k ∈ Zp\{(0)} величини
ρj(k), j = 1, . . . , nm, якi входять у формули (41), на пiдставi оцiнок
(25) належать кругу UB1(k), якщо q < 2d, i кругу UB2(k), якщо
q > 2d, де B1(k) = C2|k|(q−2d)/n, B2(k) = C3|k|q−2d.

Розглянемо вектор-функцiю ξη(k, t) = (ξη1 (k, t), . . . , ξηnm(k, t)) з
компонентами, якi визначенi формулами (41). Легко бачити, що для
кожного фiксованого k ∈ Zp\{(0)} ця вектор-функцiя та кожна з її
похiдних за t до порядку n включно

dlξη(k, t)

dtl
, l = 0, 1, . . . , n,

є розв’язком, вiдповiдно, системи алгебричних рiвнянь вигляду (38),
в якiй N = nm, rj = ρj(k), j = 1, . . . , nm, σ = η+ l, а B = B1(k), якщо
q < 2d, i B = B2(k), якщо q > 2d. Тому на пiдставi леми 2 отримуємо,
що для кожного k ∈ Zp\{(0)} для компонент вектора ξη(k, t) та його
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похiдних є правильними такi оцiнки:

∣∣∣∣
drξηγ(k, t)

dtr

∣∣∣∣ 6





C5

nm∏
j=1

(
1 + |1 − µ exp (ρj(k)T )|−1

)
, якщо q < 2d,

C6|k|ψ0

nm∏
j=1

(
1 + |1 − µ exp (ρj(k)T )|−1

)
, якщо q > 2d,

(42)
ψ0 = (q − 2d)(η + r + n − γ), r = 0, 1, . . . , n, η = 0, 1, . . . , n(m − 1),
γ = 1, . . . , nm.

Провiвши оцiнки мiнорiв (nm − 1)-го порядку визначникiв (27) i
(29), отримуємо

|Swα(k)| 6

{
C7|k|2d(nm−1), q < 2d,

C8|k|q(nm−1), q > 2d,
k ∈ Zp\{(0)}, (43)

де w,α = 1, . . . , nm,

|Zαγ(k)| 6

{
C9|k|(m−1)(nm(q+2d)/2−q), q < 2d,

C10|k|(m−1)(2d(nm−1)+(q−2d)m(n− 1
2
)), q > 2d,

k ∈ Zp\{(0)},

(44)
де α, γ = 1, . . . , nm.

На пiдставi формул (17) приходимо до таких оцiнок:

|ζωνη (k)| 6

{
C11|k|2d(m−1), q < 2d,

C12|k|q(m−1), q > 2d,
k ∈ Zp\{(0)}, (45)

де η = 1, . . . , n(m− 1), ν = 1, . . . ,m.

Теорема 2. Нехай q < 2d, справджуються умови (32), (33) та iсну-
ють додатнi сталi C13, C14, C15 та γ1, γ2, γ3 ∈ R+, такi, що для
всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp\{(0)} справджую-
ться оцiнки

|1 − µ exp (ρj(k)T )| > C13|k|−γ1 , j = 1, . . . , nm, (46)

|S(k)| > C14|k|−γ2 , (47)

|Z(k)| > C15|k|−γ3 . (48)

Якщо ϕ ∈ Hψ1(Ω), де ψ1 > θ1 + 2d+ p/2,
θ1 = (m− 1)(nm/2 − 1)q + ((m+ 1)(nm+ 2) − 6)d+ nmγ1 + γ2 + γ3,

то в просторi C
(n,2d)

(Q) iснує єдиний розв’язок задачi (5), (6), який
неперервно залежить вiд ϕ(x).
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Доведення. На пiдставi формул (40) та оцiнок (42)–(48) отримуємо,
що для всiх (крiм скiнченного числа) векторiв k ∈ Zp справджуються
нерiвностi

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣
drukν(t)

dtr

∣∣∣∣ 6 C16‖k̃‖θ1
nm∑

l=1

|ϕkl|. r = 0, 1, . . . , n, ν = 1, . . . ,m.

(49)
Iз (9) та (49) випливає, що

‖uν‖C(n,2d)(Q) =
n∑

r=0

∑

|h|62d

max
(t,x)∈Q

∣∣∣∣∣
∂r+|h| (uν(t, x))

∂tr∂xh1
1 · · · ∂xhpp

∣∣∣∣∣ 6

6 C17

∑

|k|>0

‖k̃‖2d+θ1

nm∑

l=1

|ϕkl|, ν = 1, . . . ,m. (50)

Застосовуючи до рядiв у правих частинах оцiнок (50) нерiвнiсть Ко-
шi-Буняковського, отримуємо

‖uν‖2
C(n,2d)(Q)

6 C2
17

(
∑

|k|>0

(
‖k̃‖2d+θ1−ψ1

) nm∑

l=1

(
|ϕkl| · ‖k̃‖ψ1

))2

6

6 C18‖ϕ(x)‖2
Hψ1

(Ω)

∑

|k|>0

‖k̃‖2(2d+θ1−ψ1), ν = 1, . . . ,m. (51)

За умов теореми ряд
∑

|k|>0

‖k̃‖2(2d+θ1−ψ1) є збiжним, тому iз (51) отри-

муємо, що

‖u‖2

C
(n,2d)

(Q)
6 C19‖ϕ(x)‖2

Hψ1
(Ω)
. (52)

Iз (52) випливає доведення теореми.

Теорема 3. Нехай q > 2d, справджуються умови (32), (33) та оцiн-
ки (46)–(48). Якщо ϕ ∈ Hψ2(Ω), ψ2 > q((n+1)m−1)+2d(m−1)(nm−
1) + (q− 2d)(n(m2 + 1)−m(m− 1)/2− 1) +nmγ1 + γ2 + γ3 + p/2, то в

просторi C
(n,q)

(Q) iснує єдиний розв’язок задачi (5), (6), який непе-
рервно залежить вiд ϕ(x).

Доведення. Проводиться аналогiчно до доведення теореми 2.

6. Дослiдимо можливiсть виконання оцiнок (46)–(48). Для цього
використаємо наступне твердження.



О. Д. Власiй, Б. Й. Пташник 513

Лема 3. Нехай Φ(k) ≡ Φ(k1, . . . , kp) — обмежена послiдовнiсть дiйс-
них чисел. Тодi нерiвнiсть

∣∣∣∣Φ(k) +
a− l

|k|h
∣∣∣∣ <

1

|k|2h+p+ε , ε > 0, (53)

для майже всiх (стосовно мiри Лебега) чисел a ∈ R має не бiль-
ше, нiж скiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах k1, . . . , kp, l
(|k| 6= 0).

Доведення. проводиться за схемою доведення леми 2.4 iз [25, гл. 1].

Теорема 4. Нехай q < 2d. Тодi для довiльних фiксованих параметрiв
задачi (5), (6) нерiвностi (46) справджуються при γ1 = 0 для всiх
(крiм скiнченного числа) векторiв k ∈ Zp\{(0)}. Якщо q > 2d, то
нерiвностi (46) є вiрними для майже всiх (стосовно мiри Лебега
в R) чисел α = argµ та довiльних фiксованих решти параметрiв
задачi (5), (6) при γ1 > p+q−2d для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)
векторiв k ∈ Zp\{(0)}.

Доведення. Якщо q < 2d, то згiдно з (25) ρj(k) −→
|k|→∞

0, j = 1, . . . , n,

а тому µ exp (ρj(k)T ) −→
|k|→∞

µ, j = 1, . . . , n. Оскiльки µ 6= 1, то в кож-

ному достатньо малому околi одиницi (з радiусом θ < |1 − µ|) є ли-
ше скiнченна кiлькiсть точок множини {µ exp (ρj(k)T ) , j = 1, . . . , n,
k ∈ Zp\{(0)}}. Отже, кожна з рiвностей µ exp (ρj(k)T ) = 1, j =
1, . . . , nm, справджується лише для скiнченного числа векторiв k ∈
Zp\{(0)}. Тому для всiх векторiв k, якi належать множинi K1 =
{k ∈ Zp\{(0)} : µ exp (ρj(k)T ) 6= 1}, справджуються оцiнки

|1 − µ exp (ρj(k)T )| > min
16j6nm

{
inf
k∈K1

|1 − µ exp (ρj(k)T )|
}

= C20 > 0.

Отже, для q < 2d теорему доведено.
Якщо q > 2d, то на пiдставi нерiвностi

|z1 − z2| >
∣∣|z1| − |z2|

∣∣, z1, z2 ∈ C,

отримуємо, що для тих k, для яких |µ| eTReρj(k) /∈ (1 − θ, 1 + θ), j =
1, . . . , n, де θ – довiльне число з iнтервалу (0, 1), справедливi оцiнки

|1 − µ exp (ρj(k)T )| >

∣∣∣1 − |µ|eTReρj(k)
∣∣∣ > θ > 0.
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Для тих k, для яких |µ|eTReρj(k) ∈ (1 − θ, 1 + θ), 1 6 j 6 nm, на
пiдставi нерiвностi

| sin ξ| >
2

π
|ξ|, ξ ∈ (−π/2, π/2] ,

одержуємо оцiнки

|1 − µ exp (ρj(k)T )| > |Im (1 − µ exp (ρj(k)T ))| =

= |µ| eTReρj(k) |sin (argµ+ T Imρj(k))| >

> (1 − θ) |sin (argµ+ T Imρj(k))| >

> 2(1 − θ)

∣∣∣∣
argµ

π
+
T Imρj(k)

π
− l

∣∣∣∣ , j = 1, . . . , nm, (54)

де l = l(k) ∈ Z таке, що argµ+T Imρj(k)−πl ∈ (−π/2, π/2]. Запишемо
оцiнки (54) у виглядi

|1 − µ exp (ρj(k)T )| > 2(1 − θ)|k|q−2d

∣∣∣∣
T Imρj(k)

π|k|q−2d
+

arg µ
π − l

|k|q−2d

∣∣∣∣ . (55)

Застосовуючи до нерiвностi (55) лему 3 та використовуючи оцiнки
(25), отримуємо доведення теореми.

Розглянемо тепер оцiнку (47). Визначник S(k) є многочленом сте-
пеня nmδ вiдносно змiнних k1, . . . , kp, який можна зобразити у вигля-
дi

S(k) =
∑

|η|6nmδ
sηk

η. (56)

Позначимо через s(R) ∈ Rσ та s(I) ∈ Rσ, σ = Cnmδp+nmδ, вектори, скла-
денi, вiдповiдно, з дiйсних та уявних частин коефiцiєнтiв многочлена
(56).

Теорема 5. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в просторi Rσ)
векторiв s(R) i для довiльних фiксованих векторiв s(I) (або для май-
же всiх s(I) та довiльних фiксованих s(R)) нерiвнiсть (47) вико-
нується при γ2 > p для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
k ∈ Zp\{(0)}.

Доведення. Нехай, не обмежуючи загальностi, ReS(k) 6≡ 0. Якщо
вiльний член многочлена ReS(k) вiдмiнний вiд нуля, то доведення
теореми проводиться за схемою доведення теореми 5 [32]; якщо ж вiн
дорiвнює нулевi, то доведення випливає з теореми 16 [33].
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Розглядаючи оцiнку (48), зауважуємо, що визначник Z(k) є мно-
гочленом вiдносно k степеня ψ1 = (m− 1)m(qn+ 2pn)/2, якщо
q < 2d, i ψ2 = (m− 1)m(2p− q + 2nq)/2, якщо q > 2d. Його можна
зобразити у виглядi

Z(k) =
∑

|η|6ψ
zηk

η =
∑

|η|6ψ
Rezηk

η + i
∑

|η|6ψ
Imzηk

η. (57)

Позначимо через z(R) ∈ Rζ та z(I) ∈ Rζ , ζ = Cψp+ψ, вектори, складенi
вiдповiдно iз коефiцiєнтiв Rezη та Imzη многочлена (57).

Теорема 6. Для майже всiх векторiв z(R) i для довiльних фiксова-
них векторiв z(I) (або для майже всiх z(I) та довiльних фiксованих
z(R)) нерiвнiсть (48) виконується при γ3 > p для всiх (крiм скiнчен-
ної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp\{(0)}.

Доведення. аналогiчне доведенню теореми 5.

Результати роботи можна поширити на випадки, коли: 1) рiвнян-
ня (13) має кратнi коренi; 2) система рiвнянь є неоднорiдною з правою
частиною f(t, x); 3) система рiвнянь є слабко нелiнiйною з правою
частиною f(t, x, u).
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