
ISSN 0321-1975. Механика твердого тела. 2020. Вып. 50

УДК 539.3:534.1:519

c©2020. В.Е. Болнокин, Д.И. Мутин, С.Б. Номбре, С.В. Сторожев

ЭЛЕКТРОУПРУГОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ
ОСЛАБЛЕННЫХ ОТВЕРСТИЯМИ
ПЬЕЗОАКТИВНЫХ ПЛАСТИН
С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

Дано обобщение численно-аналитической нечетко-множественной методики учета разбро-
сов в значениях исходных физико-механических и геометрических параметров примени-
тельно к задаче определения коэффициентов концентрации характеристик электроупру-
гого деформирования на контуре эллиптического отверстия в тонкой пьезоэлектрической
пластине в случае ее обобщенного плоского напряженного состояния. Методика базируется
на расширении областей определения расчетных соотношений классических четких моде-
лей с переходом к нечетко-множественным аргументам путем применения эвристического
принципа обобщения. Особенностью методики являются менее строгие требования к харак-
теру исходной неопределенной информации в сравнении с вероятностно-стохастическими
подходами.
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женное состояние, эллиптические отверстия, концентрация электромеханических по-
лей, разбросы исходных параметров, методы теории нечетких множеств, нечетко-
интервальная аппроксимация, эвристический принцип обобщения.

Введение и постановка задачи. Оценивание количественного влия-
ния факторов неточности задания исходных параметров в задачах описания
уровней концентрации механических напряжений около неоднородностей ти-
па отверстий, жестких либо деформируемых вставок в тонких пластинах яв-
ляется одной из важных актуальных задач математического моделирования
деформационных процессов как в фундаментальном, так и в прикладном
отношении.

Возможности применения для получения подобных оценок методов
вероятностно-стохастического анализа охарактеризованы в работах [1–5];
одним из условий их эффективного применения, помимо прочего, являет-
ся наличие достаточной статистической базы данных о подлежащих учету
разбросах, обусловленных погрешностями экспериментальных замеров и тех-
нологическими факторами изготовления соответствующих конструкционных
элементов.

Вторым возможным подходом к решению данной проблемы является при-
менение методов теории нечетких вычислений [6–9]. В его рамках в рабо-
тах [10–19] разработаны методики учета неопределенности исходных парамет-
ров в задачах о концентрации механических и термомеханических напряже-
ний в тонких пластинах с круговыми, эллиптическими и многоугольными
отверстиями с закругленными углами, в тонких пластинных с включения-
ми и вставками. Особенностью этих методик являются менее строгие тре-
бования к характеру исходной неопределенной информации в сравнении с
вероятностно-стохастическими подходами.
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Целью настоящей работы является обобщение численно-аналитической
нечетко-множественной методики учета разбросов в значениях исходных
физико-механических и геометрических параметров применительно к за-
даче определения коэффициентов концентрации характеристик электро-
упругого деформирования на контуре эллиптического отверстия в тонкой
пьезоэлектрической пластине в случае ее обобщенного плоского напряжен-
ного состояния. Представляемая нечетко-множественная методика предназ-
начена для получения оценок влияния разбросов в значениях физико-
механических и геометрических параметров на показатели концентрации
компонентов электромеханического поля у отверстия эллиптического очер-
тания при сжатии–растяжении тонкой пьезокерамической пластины из мате-
риала класса 6 mm гексагональной системы, либо при задании порождающих
сжатие–растяжение пластины внешних воздействий электрической природы.
Она базируется на построенном в работах [20,21] аналитическом решении за-
дачи данного типа в классической детерминистической постановке и переходе
в этом решении к нечетко-множественным аргументам путем применения эв-
ристического принципа обобщения.

Рассматривается обобщенное плоское напряженное состояние тонкой
пластины неограниченных размеров из линейно поляризованной пьезокера-
мики, электромеханические свойства которой характеризуются: множества-
ми коэффициентов деформации при постоянной индукции sDij ; пьезомоду-

лями деформаций при постоянных напряжениях и индукции gσ,Dki ; коэффи-
циентами диэлектрической восприимчивости при постоянных напряжениях
βσ
kl. В последующем изложении верхние индексы у перечисленных величин,

характеризующие особенности измерения соответствующих постоянных, опу-
скаются.

В срединной плоскости пластины введены прямоугольные координаты
Ox1x2. Пластина содержит эллиптическое отверстие с центром в точке O,
полуоси которого имею значения a, b и ориентированы вдоль координатных
осей Oxj. Ось поляризации керамического материала пластины ориентиро-
вана вдоль Ox2. В этом случае свойства пластины при обобщенном плоском
напряженном состоянии описываются подмножествами ненулевых физико-
механических характеристик

s11, s22, s12, s66; g21, g22, g16; β11, β22.

Полагается, что на контуре отверстия задаются однородные граничные
условия для силовых и электрических характеристик. Пластина подвержена
внешним воздействиям в виде прилагаемых на бесконечности равномерных

растягивающих усилий σ
(∞)
22 = p; также может быть исследован случай за-

дания на бесконечности постоянной функции напряженности электрического

поля E
(∞)
2 = e.

1. Расчетные соотношения детерминистической модели. В рам-
ках описываемого в [20, 21] метода потенциалов обобщенных комплексных
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переменных, исследуемые характеристики деформационного механического
и электрического полей в точках контура Γ∗ эллиптического отверстия, име-
ющего во вводимых в плоскости Ox1x2 полярных координатах Orθ парамет-
рическое описание

(x1)Γ∗
= a cos θ, (x2)Γ∗

= b sin θ, θ ∈ [0, 2π], (1)

рассчитываются с использованием следующих представлений для характерис-
тик электромеханического поля:

u1(x1, x2) = 2Re
3∑

k=1

pkΦk(zk), u2(x1, x2) = 2Re
3∑

k=1

qkΦk(zk); (2)

φ(x1, x2) = 2Re
3∑

k=1

γkΦk(zk); (3)

σ11(x1, x2) = 2Re
∑3

k=1 λ1kΦ
′

k(zk),

σ22(x1, x2) = 2Re
∑3

k=1 λ2kΦ
′

k(zk),

σ12(x1, x2) = 2Re
∑3

k=1 λ6kΦ
′

k(zk);

(4)

D1(x1, x2) = 2Re

3∑

k=1

λ7kΦ
′

k(zk), D2(x1, x2) = 2Re

3∑

k=1

λ8kΦ
′

k(zk); (5)

E1(x1, x2) = −2Re
3∑

k=1

γkΦ
′

k(zk), E2(x1, x2) = −2Re
3∑

k=1

µkγkΦ
′

k(zk). (6)

В представлениях (2) – (6)

Φk(zk) = Γkzk + ((ak1 − ΓkRkmk)/(2Rkmk))(zk ∓ (z2k − 4Rkmk)
1/2),

Φ′

k(zk) = Γk + ((ak1 − ΓkRkmk)/(2Rkmk))(1± zk(z
2
k − 4Rkmk)

−1/2),

zk = x1 + µkx2, Rk = (a− iµkb)/2, mk = (a+ iµkb)/(a− iµkb);

(7)

a11 = −r1R1Γ1 − s2R2Γ2 − e3R3Γ3,

a21 = −r2R2Γ2 − s3R3Γ3 − e1R1Γ1,

a31 = −r3R3Γ3 − s1R1Γ1 − e2R2Γ2;

(8)

rk = (λ6kM6k + λ2kM2k + λ8kM8k)/∆k;

s1 = (λ61M63 + λ21M23 + λ81M83)/∆3,

s2 = (λ62M61 + λ22M21 + λ82M81)/∆1,

s3 = (λ63M62 + λ23M22 + λ83M82)/∆2;
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e1 = (λ61M62 + λ21M22 + λ81M82)/∆2,

e2 = (λ62M63 + λ22M23 + λ82M83)/∆3,

e3 = (λ63M61 + λ23M21 + λ83M81)/∆1;

∆k = λ6kM6k + λ2kM2k + λ8kM8k;

M21 = λ63λ82 − λ62λ83, M22 = λ61λ83 − λ63λ81, M23 = λ62λ81 − λ61λ82;

M61 = λ83λ22 − λ82λ23, M62 = λ81λ23 − λ83λ21, M63 = λ82λ21 − λ81λ22;

M81 = λ23λ62 − λ22λ63, M82 = λ21λ63 − λ23λ61, M83 = λ22λ61 − λ21λ62;

λ1k = µ2
k, λ2k = 1, λ6k = −µk, λ7k = νkµk, λ8k = −νk;

pk = s11µ
2
k − g21νk + s12;

qk = s12µk + s22µ
−1
k − g22νkµ

−1
k ; γk = −g16µk − β11νkµk;

µk (k = 1, 3) – различные по модулю корни бикубического уравнения

L4(µ)L2(µ)− L2
3(µ) = 0,

L4(µ) = s11µ
4 + (2s12 + s66)µ

2 + s22,

L2(µ) = −β11µ
2 − β22,

L3(µ) = −((g21 + g16)µ
2 + g22);

νk = −L3(µk)/L2(µk).

(9)

Величины Γk в рассматриваемом случае определяются из системы линейных
алгебраических уравнений, записываемой в комплексной форме:

2Re
3∑

k=1

(λ1k, λ2k, λ6k,−γk,−µkγk, qk − µkpk)Γk = (0, p, 0, 0, e, 0). (10)

Непосредственно исследуемой в рассматриваемой модели характеристи-
кой является контурное распределение окружного напряжения (σss(θ))Γ∗

вдоль границы отверстия, задаваемое неявной функциональной зависимос-
тью

(σss(θ))Γ∗
= Fss(θ, p, e, a, b, s11, s22, s12, s66, g21, g22, g16, β11, β22) =

= (1/2)[(σ11(θ) + σ22(θ))Γ∗
+ (σ22(θ)−

−σ11(θ))Γ∗
Φ1(θ)− 2(σ12(θ))Γ∗

Φ2(θ).

(11)

Эта функциональная зависимость записывается с использованием представ-
лений (2) – (10), а также выражений

(zk(θ))Γ∗
= a cos θ + µkb sin θ,

Φ1(θ) = ((ε2
∗
+ 1) cos 2θ + 2ε∗)(ε

2
∗
+ 2ε∗ cos 2θ + 1)−1,

Φ2(θ) = ((ε2
∗
+ 1) sin 2θ)(ε2

∗
+ 2ε∗ cos 2θ + 1)−1.

(12)
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2. Нечетко-множественная методика учета неопределенности
значений исходных параметров. В рамках представляемой методи-
ки в самом общем случае реализуется переход к нечетко-интервальным
представлениям для полного набора аргументов p̃, ẽ, ã, b̃, s̃11, s̃22, s̃12, s̃66, g̃21,
g̃22, g̃16, β̃11, β̃22 функциональной зависимости (11). При допущениях о возмож-
ности пренебрежения разбросами для некоторых исходных параметров рас-
сматриваемой модели, переход к нечетко-множественным представлениям на
основе того или иного алгоритма фаззификации осуществляется только для
параметров с существенной мерой неопределенности. Принимается концеп-
ция эффективного приближения неопределенных параметров с разбросами
значений в рассматриваемой задаче нормальными трапецеидальными нечет-
кими интервалами, для которых, соответственно, вводятся представления
кортежами реперных значений и суперпозициями множеств α-уровня:

p̃ = (p1, p2, p3, p4) =
⋃

α∈[0,1][pα, pα],

p
α
= (1 − α)p1 + αp2, pα = αp3 + (1− α)p4; . . . ;

b̃ = (b1, b2, b3, b4) =
⋃

α∈[0,1][bα, bα],

bα = (1− α)b1 + αb2, bα = αb3 + (1− α)b4;

s̃11 = (s111, s112, s113, s114) =
⋃

α∈[0,1][s11α, s11α],

s11α = (1− α)s111 + αs112, s11α = αs113 + (1− α)s114; . . . ;

s̃66 = (s661, s662, s663, s664) =
⋃

α∈[0,1][s66α, s66α],

s66α = (1− α)s661 + αs662, s66α = αs663 + (1− α)s664;

g̃21 = (g211, g212, g213, g214) =
⋃

α∈[0,1][g21α, g21α],

g
21α

= (1− α)g211 + αg212, g21α = αg213 + (1− α)g214; . . . ;

g̃16 = (g161, g162, g163, g164) =
⋃

α∈[0,1][g16α, g16α],

g
16α

= (1− α)g161 + αg162, g16α = αg163 + (1− α)g164;

β̃11 = (β111, β112, β113, β114) =
⋃

α∈[0,1][β11α
, β11α],

β
11α

= (1− α)β111 + αβ112, β11α = αβ113 + (1− α)β114;

β̃22 = (β221, β222, β223, β224) =
⋃

α∈[0,1][β22α
, β22α],

β
22α

= (1− α)β221 + αβ222, β22α = αβ223 + (1− α)β224.

(13)

Распространение на исследуемый тип моделей электроупругого дефор-
мирования методического подхода [10–19], заключающегося в применении
α-уровневой версии эвристического принципа обобщения для перехода к
нечетко-интервальным аргументам в описывающих эндогенные характерис-
тики функциональных соотношениях, полученных в рамках классических
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детерминистических версий моделей, приводит к расчетному соотношению
вида

(σ̃ss(θ))Γ∗
=

⋃
α∈[0,1][σΓssα(θ), σΓssα(θ)],

σΓssα(θ) = inf
Π∈Ωα

Fss(θ,Π),

σΓssα(θ) = sup
Π∈Ωα

Fss(θ,Π).

(14)

Здесь Π = (p, e, a, b, s11, s22, s12, s66, g21, g22, g16, β11, β22) – кортеж из тринадца-
ти физико-механических и геометрических экзогенных параметров рассмат-
риваемой модели; Ωα – тринадцатимерные подмножества изменения аргумен-
тов на α-уровне:

Ωα = [p
α
, pα]× [eα, eα]× [aα, aα]× [bα, bα]× [s11α, s11α]× ...×

×[s66α, s66α]× [g
21α

, g21α]× ...× [g
16α

, g16α]× [β11α, β11α
]× [β

22α
, β22α].

(15)

В случае принятия гипотезы о несущественности влияния разбросов для
части указанных экзогенных параметров, они исключаются из множества
варьируемых в соотношениях (14) с соответствующей модификацией вида
Ωα и учитываются в расчетных формулах со своими точными значениями.

Таким образом, расчетный алгоритм, базирующийся на использовании
выражения (3), позволяет реализовывать цели описываемого исследования.

3. Апробация расчетных соотношений разработанной методики.
Представляемый частный пример расчетов на основе соотношений (2)–(15)
относится к случаю пластины из пьезокерамики Ceramic. B [22] с круго-
вым отверстием, которая растягивается вдоль оси Ox2 приложенными на
бесконечности равномерно распределенными усилиями, при следующих вво-
димых нечетко-интервальных описаниях для обладающих разбросами исход-
ных физико-механических и геометрических параметров модели:

p̃ = (0.96p∗, 0.99p∗, 1.0p∗, 1.05p∗), ã = b̃ = (0.49l∗, 0.5l∗, 0.51l∗, 0.53l∗),

s̃11 = (8.13s∗, 8.26s∗, 8.30s∗, 8.55s∗), s̃22 = (6.89s∗, 7.0s∗, 7.04s∗, 7.14s∗),

s̃12 = (−1.93s∗,−1.91s∗,−1.90s∗,−1.86s∗),

s̃66 = (16.76s∗, 16.93s∗, 17.1s∗, 17.44s∗),

g̃21 = (−5.61g∗,−5.55g∗,−5.50g∗,−5.45g∗),

g̃22 = (13.82g∗, 14.10g∗, 14.17g∗ , 14.31g∗),

g̃16 = (20.59g∗ , 21.0g∗, 21.11g∗, 21.36g∗),

β̃11 = (85.18β∗, 86.55β∗, 86.92β∗ , 88.66β∗),

β̃22 = (92.28β∗, 93.69β∗, 94.16β∗ , 95.57β∗),

p∗ = 105 [Па], l∗ = 1[м], s∗ = 10−6[МПа]−1,

g∗ = 10−3[м2/МКл], β∗ = 105[Мн · м2/MKл2].
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Результаты расчетов по оцениванию показателей концентрации (σss)Γ∗

применительно к варианту учета разбросов в значениях механических па-
раметров s̃11, s̃22, s̃12, s̃66 и задания точных значений p = 1.0p∗, a = b = 0.5l∗,
g21 = −5.50g∗,g22 = 14.1g∗, g16 = 21.0g∗, β11 = 86.92β∗, β22 = 94.16β∗, пред-
ставлены на рис. 1, 2. На них соответственно изображен вид рассчитанных
функций принадлежности для нечетко-множественных оценок концентрации
напряжений (σssp)A = (σss)A/p, (σssp)B = (σss)B/p в двух точках контура
A : {x1 = a, x2 = 0} и B : {x1 = 0, x2 = b}.

Аналогичные зависимости представлены на рис. 3, 4 для случая учета
разбросов в значениях характеристик g21, g22, g16, β11, β22 и точных значе-
ниях параметров p = 1.0p∗, a = b = 0.5l∗, s11 = 8.30s∗, s22 = 7.0s∗,
s12 = −1.90s∗, s66 = 17.1s∗.

Рис. 1. Вид функции принадлежности Рис. 2. Вид функции принадлежности

µ(σ̃ssp)A((σssp)A) в случае учета разбросов µ(σ̃ssp)B ((σssp)B) в случае учета

механических характеристик. разбросов механических характеристик.

Рис. 3. Вид функции принадлежности Рис. 4. Вид функции принадлежности

µ(σ̃ssp)A((σssp)A) в случае учета разбросов µ(σ̃ssp)B ((σssp)B) в случае учета

пьезомодулей деформации и разбросов пьезомодулей деформации и

диэлектрических восприимчивостей. диэлектрических восприимчивостей.

Сопоставление рассчитанных форм функций принадлежности указыва-
ет, в частности, на снижение уровней неопределенности эндогенных характе-
ристик для случая учета разбросов пьезомодулей деформаций и диэлектри-
ческих восприимчивостей g21, g22, g16, β11, β22 в сравнении со случаем учета
разбросов механических характеристик s11, s22, s12, s66. В большей мере это
касается снижения интервалов разброса значений показателей концентрации
на модальных интервалах, оцениваемых как наиболее достоверные.
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Выводы. Результатом описанных в работе исследований является рас-
пространение нечетко-множественного методического приема получения оце-
нок для неопределенных значений коэффициентов концентрации механичес-
ких напряжений около отверстий либо вставок в деформируемых тонких
пластинах на задачу электроупругого деформирования тонкой пьезоэлектри-
ческой пластины с эллиптическим отверстием в рамках модели обобщенного
плоского напряженного состояния. Методика предназначена для учета влия-
ния разбросов в значениях исходных геометрических и физико-механических
параметров конструкции, обусловленных погрешностями эксперименталь-
ных измерений характеристик модели деформирования, либо допускаемыми
отклонениями технологического характера. Она базируется на расширении
областей определения расчетных соотношений классического варианта ре-
шения при переходе в них к нечетко-интервальным аргументам на основе
применения эвристического принципа обобщения. Особенностью представ-
ленной методики являются менее строгие требования к характеру исходной
неопределенной информации в сравнении с требуемыми при использовании
вероятностно-стохастических подходов. При реализации тестовых расчетов
с применением разработанной методики установлено, в частности, снижение
уровней неопределенности эндогенных характеристик коэффициентов кон-
центрации при отдельном учете разбросов пьезомодулей деформаций и ди-
электрических восприимчивостей материала пластины в сравнении со случа-
ем отдельного учета однопорядковых разбросов лишь для его механических
деформационных характеристик.
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Electroelastic deformation of piezoactive plate with hole at accounting un-
certainty of parameters

A generalization of the numerical-analytical fuzzy-set methodology for taking into account the
scatter errors in the values of the initial physical-mechanical and geometric parameters is given
in relation to the problem of determining the concentration coefficients of the characteristics of
electroelastic deformation on the contour of an elliptical hole in a thin piezoelectric plate in the
case of its generalized plane stress state. The methodology is based on the expansion of the areas
of definition of the design ratios of classical crisp models with the transition to fuzzy-multiple
arguments by applying the heuristic principle of generalization. A feature of the method is less
stringent requirements for the nature of the initial uncertain information in comparison with
probabilistic-stochastic approaches.

Keywords: thin piezoelectric plates, generalized plane stress state, elliptical holes, concentration
of electromechanical fields, scatter of initial parameters, methods of the theory of fuzzy sets, fuzzy
interval approximation, heuristic principle of generalization.
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