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О РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ Д. ГРИОЛИ
В СЛУЧАЕ ПОСТОЯННОГО МОДУЛЯ
МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА,
ИМЕЮЩЕГО НЕПОДВИЖНУЮ ТОЧКУ

Рассмотрено движение твердого тела, имеющего неподвижную точку, описываемое урав-
нениями Д.Гриоли. Решена обратная задача об условиях существования трех нелинейных
инвариантных соотношений данных уравнений. Исследованы свойства полученных реше-
ний в случае постоянного модуля момента количества движения тела.

Ключевые слова: уравнения Гриоли, инвариантные соотношения, момент количества
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Введение. Уравнения Д. Гриоли [1] задачи о движении твердого те-
ла, имеющего неподвижную точку, являются наиболее общими уравнени-
ями движения тела под действием потенциальных и гироскопических сил,
которые допускают три первых интеграла (геометрический интеграл, инте-
грал площадей, интеграл энергии). Когда отсутствуют гироскопические си-
лы, из этих уравнений следуют уравнения Д.Н. Горячева [2]. Частными вида-
ми уравнений Д. Гриоли служат уравнения М.П. Харламова [3] и уравнения
Х.М. Яхьи [4]. В статье [5] доказана эквивалентность уравнений Д. Гриоли и
Х.М. Яхьи. В ней был использован подход, принятый в монографии [6, c. 69].

В обзорной статье П.В. Харламова [7] было отмечено, что метод инва-
риантных соотношений (ИС) [8,9] является наиболее эффективным методом
построения новых решений уравнений динамики твердого тела, на его основе
построены многочисленные классы решений в замкнутом виде [10, 11]. При
задании ИС целесообразно учитывать не только аналитическую структуру
ИС, но и механическую интерпретацию соответствующих движений тела.

Статья посвящена изучению решений уравнений Д. Гриоли в случае по-
стоянства модуля момента движения тела [12]. Ранее такие решения изуча-
лись в [13] в предположении, что на тело действуют только потенциальные
силы. Предлагаемый в данной статье подход [6, c. 69] основан на задании
трех нелинейных инвариантных соотношений на основные переменные зада-
чи. Используя метод решения обратных задач механики [14], получено раз-
решающее уравнение на одну характерную функцию, входящую в исходные
ИС. Получены новые решения.

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнения Д. Гриоли [1] в скаляр-
ной форме, полагая µ(ω,ν) = 0:

A1ω̇1 = (A2 −A3)ω1ω2 + ω3
∂L

∂ν2
− ω2

∂L

∂ν3
+ ν3

∂U

∂ν2
− ν2

∂U

∂ν3
, (1)
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A2ω̇2 = (A3 −A1)ω3ω1 + ω1
∂L

∂ν3
− ω3

∂L

∂ν1
+ ν1

∂U

∂ν3
− ν3

∂U

∂ν1
, (2)

A3ω̇3 = (A1 −A2)ω1ω2 + ω2
∂L

∂ν1
− ω1

∂L

∂ν2
+ ν2

∂U

∂ν2
− ν1

∂U

∂ν2
, (3)

ν̇1 = ω3ν2 − ω2ν3, ν̇2 = ω1ν3 − ω3ν1, ν̇3 = ω2ν1 − ω1ν2. (4)

Первые интегралы уравнений (1) – (4) таковы

ν21 + ν22 + ν23 = 1, A1ω1ν1 +A2ω2ν2 +A3ω3ν3 + L(ν1, ν2, ν3) = k, (5)

A1ω
2
1 +A2ω

2
2 +A3ω

2
3 − 2U(ν1, ν2, ν3) = 2E. (6)

В формулах (1) – (6) введены обозначения: ωi (i = 1, 3) – компоненты вектора
угловой скорости; νi (i = 1, 3) – компоненты единичного вектора оси симмет-
рии силовых полей; Ai (i = 1, 3) – главные моменты инерции; U(ν1, ν2, ν3)
– потенциальная функция; L(ν1, ν2, ν3) – функция, обусловленная гироско-
пическими силами; точка над переменными обозначает относительную про-
изводную по времени t; k и E – произвольные постоянные.

Следуя [13], зададим для уравнений (1) – (4) три ИС

ω1 = ν1ε(ν3) + β1g(ν3), ω2 = ν2ε(ν3) + β2g(ν3), ω3 = h(ν3), (7)

где β1, β2 – постоянные параметры; ε(ν3), g(ν3), h(ν3) – дифференцируемые
функции. Уравнения Пуассона (4) на ИС (7) принимают вид

ν̇1 = ν2
(

h(ν3)− ν3ε(ν3)
)

− β2ν3g(ν3),

ν̇2 = −ν1
(

h(ν3)− ν3ε(ν3)
)

+ β1ν3g(ν3),

ν̇3 = g(ν3)(β2ν1 − β1ν2)

(8)

и интегрируются при соответствующей конкретизации функций ε(ν3), g(ν3),
h(ν3) в квадратурах. Действительно, из системы (8) следует интегральное
соотношение

β1ν1 + β2ν2 = c0 + F (ν3). (9)

Здесь c0 – произвольная постоянная, а функция F (ν3) такова

F (ν3) =

∫

ν3ε(ν3)− h(ν3)

g(ν3)
dν3. (10)

Полагаем, что F (ν3) вычисляется в конечном виде в классе определенных
функций ε(ν3), g(ν3), h(ν3). Это позволяет проинтегрировать систему (8).
Структура геометрического интеграла из (5) позволяет ввести замену пе-
ременных

ν1 =
√

1− ν23 sinϕ, ν2 =
√

1− ν23 cosϕ, (11)
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где ϕ – вспомогательная переменная. Обозначим

β1 = κ0 cos γ0, β2 = κ0 sin γ0
(

κ
2
0 = β2

1 + β2
2 , tg γ0 =

β2

β1

)

. (12)

Тогда в силу (11), (12) равенство (9) и третье уравнение из (8) принимают
вид

sin(ϕ+ γ0) =
c0 + F (ν3)

κ0

√

1− ν23
, (13)

ν̇3 = −g(ν3)κ0

√

1− ν23 cos(ϕ+ γ0). (14)

Из (13), (14) следует, что ν3(t) находится путем обращения интеграла

ν3
∫

ν
(0)
3

dν3

g(ν3)
√

κ
2
0(1− ν23)− (c0 + F (ν3))2

= −(t− t0). (15)

В (12), (14) κ0, γ0 – постоянные параметры. Подстановка функции ν3(t) из
(15) в (7), (11), (13) дает возможность определить все переменные задачи в
зависимости от t.

2. Условия существования ИС (7) уравнений (1) – (4). Согласно
методу решения обратных задач динамики твердого тела [14] и подходу ис-
следования ИС для уравнений (1) – (4), принятому в [6], функции L(ν1, ν2, ν3)
и U(ν1, ν2, ν3) определим из интегралов (5), (6) с учетом ИС (7):

L(ν1, ν2, ν3) = k −A1ν1
(

ν1ε(ν3) + β1g(ν3)
)

−A2ν2
(

ν2ε(ν3) + β2g(ν3)
)

−

−A3ν3h(ν3),

2U(ν1, ν2, ν3) = A1

(

ν1ε(ν3) + β1g(ν3)
)2

+A2

(

ν2ε(ν3) + β2g(ν3)
)2
+

+A3h
2(ν3)− 2E.

(16)

В [6] показано, что ИС, в которых ν1, ν2, ν3 удовлетворяют уравнениям
Пуассона (4), при использовании функций L(ν1, ν2, ν3), U(ν1, ν2, ν3) из инте-
гральных соотношений (5), (6) являются решениями уравнений (1) – (3) при
выполнении условия

A1(ω1)
′

ν1
+A2(ω2)

′

ν2
+A3(ω3)

′

ν3
= 0. (17)

Подставим ωi (i = 1, 3) из (7) в равенство (17)

ε(ν3) = −
A3

A1 +A2
h′(ν3). (18)
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Учтем в ИС (7) выражение для ε(ν3) из (18):

ω1 = −
A3

A1 +A2
h′(ν3)ν1 + β1g(ν3),

ω2 = −
A3

A1 +A2
h′(ν3)ν2 + β2g(ν3),

ω3 = h(ν3).

(19)

Запишем функцию (10) в силу (18)

F (ν3) = −
1

A1 +A2

∫

A3ν3h
′(ν3) + (A1 +A2)h(ν3)

g(ν3)
dν3. (20)

Таким образом, условием существования ИС (7) у уравнений (1) – (3) явля-
ется уравнение (18). Для сведения задачи интегрирования уравнений (1) – (4)
к квадратурам необходимо обратиться к формулам (15), (20).

Приведем примеры ИС (19). В первом примере положим

g(ν3) = g1ν3 + g0, h(ν3) = h1ν3 + h0. (21)

Тогда из условия (18) следует ε(ν3) = −
A3

A1 +A2
h1 = ε0. В этом случае ИС

(19) таковы

ω1 = ε0ν1 + β1(g1ν3 + g0), ω2 = ε0ν2 + β2(g1ν3 + g0), ω3 = h1ν3 + h0. (22)

ИС (22) являются линейными инвариантными соотношениями по перемен-
ным νi. Функции (16) на ИС (22) являются многочленами второго порядка
по ν1, ν2, ν3. В этом случае из уравнений (1) – (4) следуют уравнения дви-
жения твердого тела в поле, которое является суперпозицией центрального
ньютоновского, магнитного и электрического полей. Обзор результатов в этой
задаче приведен в [15].

Отметим, что для сведения решения к квадратурам необходимо рас-
смотреть формулу (20) с учетом (21). Тогда

F (ν3) =

∫

n0 + n1ν3

g0 + g1ν3
dν3, (23)

где

n0 = −
h1(A1 +A2 +A3)

A1 +A2
, n1 = −h0.

Проинтегрировав (23), получим следующую зависимость

F (ν3) =
n1

g1
ν3 +

n0g1 − g0n1

g21
ln

∣

∣ν3 +
g0

g1

∣

∣. (24)

18



О решениях уравнений Гриоли в случае постоянного модуля

При рассмотрении действительности функции ν3(t) необходимо в формуле
(15) учесть равенство (24). При выполнении условия

(

c0 +
n0g1 − g0n1

g21
ln

∣

∣

g0

g1

∣

∣

)2
< κ

2
0 , (25)

которого можно добиться выбором произвольной постоянной c0, подкоренное
выражение в (15) при ν3 = 0 положительно.

Рассмотрим второй пример. Пусть

g(ν3) = g0, h(ν3) = h0ν
n
3 + hn−1ν

n−1
3 + . . .+ h1ν3 + h0. (26)

Запишем функцию ε(ν3) из (18) с учетом (26)

ε(ν3) = −
A3

A1 +A2
(nh0ν

n−1
3 + (n− 1)hn−1ν

n−2
3 + . . . + h1). (27)

Из формулы (20) в силу (26), (27) получим

F (ν3) = −
1

g0µ0
(fn+1ν

n+1
3 + fnn

n
3 + . . .+ f1ν3 + f0). (28)

где

µ0 =
A1 +A2

A3
, fn+1 =

hn(n+ µ0)

n+ 1
, fn =

hn−1 + µ0

n
, . . . , f1 = µ0h0. (29)

Действительности функции ν3(t) из формулы (15) можно добиться выбором
параметров c0 и κ0.

Третий пример характеризуется тем, что выполняется условие F (ν3) = 0,
т. е.

ν3h
′(ν3) + µ0h(ν3) = 0. (30)

Из формулы (9) следует ИС

β1ν1 + β2ν2 = c0. (31)

Соотношение (31) можно записать в векторном виде

β · ν = c0
(

β = (β1, β2, 0)
)

. (32)

Оно описывает прецессионное движение тела относительно вертикали [15] –
движение, при котором постоянен угол между двумя прямыми, проходящи-
ми через неподвижную точку, одна из которых неизменно связана с телом, а
вторая неподвижна в пространстве. Определим тип прецессии (32). Из урав-
нения (30) найдем h(ν3):

h(ν3) = λ0ν
−µ0
3 . (33)
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Тогда из (18) следует

ε(ν3) = λ0ν
−(µ0+1)
3 . (34)

В равенствах (33), (34) λ0 – произвольная постоянная.
Учтем в ИС (19) значение функции h(ν3) из (33)

ω1 = λ0ν1ν
−(µ0+1)
3 +β1g(ν3), ω2 = λ0ν2ν

−(µ0+1)
3 +β2g(ν3), ω3 = λ0ν

−µ0
3 . (35)

Отметим, что в соотношениях (35) g(ν3) – произвольная дифференцируемая
функция от ν3. Запишем равенства (35) в векторном виде:

ω = λ0ν
−(µ0+1)
3 ν + g(ν3)β. (36)

Из формулы (36) следует, что прецессия тела, описываемая ИС (32), являе-
тся прецессией общего вида [15]. Запишем силовую функцию U(ν1, ν2, ν3) и
функцию L(ν1, ν2, ν3) на ИС (36) в векторном виде

L(ν1, ν2, ν3) = λ0ν
−(µ0+1)
3 (Aν · ν) + g(ν3)(β ·Aν) − k,

U(ν1, ν2, ν3) =
1

2

[

λ2
0ν

−2(µ0+1)
3 (Aν · ν) + 2λ0g(ν3)ν

−(µ0+1)
3 (Aβ · ν)+

+g2(ν3)(β ·Aβ)
]

− E.

(37)

Из (37) следует, что функции L(ν1, ν2, ν3), U(ν1, ν2, ν3) содержат сингулярные
члены. Аналогичное свойство ранее отмечалось в монографии [16]. В ней при-
водятся примеры из квантовой физики, которые характеризуются свойством
сингулярности силовой функции.

Для получения зависимостей всех переменных задачи от времени необхо-
димо обратиться к формуле (15). На основании равенства F (ν3) ≡ 0 из (15)
найдем

ν3
∫

ν
(0)
3

dν3

g(ν3)
√

κ
2
0(1− ν23)− c20

= −(t− t0). (38)

Действительности квадратного корня в (38) можно добиться, положив
κ
2
0 > c20. Построение решения уравнений (1) – (4) основано на использовании

формул (11), (35), (38).

3. Случай постоянства модуля момента количества движения.
Пусть наряду с ИС (7) задано дополнительное ИС

x2 = c2 (c2 = const), (39)

где x = (A!ω1, A2ω2, A3ω3) – момент количества движения тела. Запишем
уравнения (1) – (3) в векторном виде

•

x = x × ax +
∂L(ν1, ν2, ν3)

∂ν
× ax +

∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν
× ν. (40)
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Здесь a – гирационный тензор с компонентами в главной системе координат:
1

A1
,
1

A2
,
1

A3
. Умножим левую и правую части равенства (40) скалярно на x .

Тогда получим

1

2
(x2)• =

∂L(ν1, ν2, ν3)

∂ν
· (ax × x) +

∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν
· (ν × x). (41)

В силу ИС (39) из уравнения (41) следует равенство

∂L(ν1, ν2, ν3)

∂ν
· (ax × x) +

∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν
· (ν × x) = 0. (42)

Рассмотрим функции L(ν1, ν2, ν3), U(ν1, ν2, ν3) из (16), (17) на ИС (19).
Принимая условие A2 = A1 [13], имеем

L =
A1

µ0
(ν21 + ν22)h

′(ν3)−A1g(ν3)(β1ν1 + β2ν2)−A3ν3h(ν3) + k, (43)

U =
1

2

{

A1

[ 1

µ2
0

(h′(ν3))
2(ν21 + ν22)−

2

µ0
h′(ν3)g((ν3)(β1ν1 + β2ν2)+

+κ
2
0g

2(ν3)
]

+A3h
2(ν3)

}

− E.
(44)

Преобразуем равенство (42) с учетом условия A2 = A1. Тогда

ω3(A3 −A1)
(

ω2
∂L(ν1, ν2, ν3)

∂ν1
− ω1

∂L(ν1, ν2, ν3)

∂ν2

)

+

+A1ν3

(

ω1
∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν2
− ω2

∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν1

)

+

+A3ω3

(

ν2
∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν1
− ν1

∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν2

)

+

+A1(ω2ν1 − ω1ν2)
∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν3
= 0.

(45)

Как показано в монографии [6], выражение ν21 + ν22 заменять выражением
1 − ν23 в функции (43) нельзя, а в функции (44) – можно. Поэтому в даль-
нейшем в (44) полагаем ν21 + ν22 = 1 − ν23 . После формулы (42) уже A2 = A1.
Для функции β1ν1+β2ν2 можно использовать равенство (9). При преобразо-
вании (45) заметим, что выражение ω2ν1 −ω1ν2 равно правой части третьего
уравнения из системы (4). Кроме этого, для вычислений удобно использовать
следующие равенства:

∂L(ν1, ν2, ν3)

∂ν1
= −A1(2ω1 − β1g(ν3)),

∂L(ν1, ν2, ν3)

∂ν2
= −A1(2ω2 − β2g(ν3)),

(46)
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∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν1
= −

A1

µ0
h′(ν3)ω1,

∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν2
= −

A1

µ0
h′(ν3)ω2. (47)

Учитывая, что β2ν1−β1ν2 6= 0, подставим значения (46), (47), (19) в уравнение
(45):

2A3 −A1

µ0
h(ν3)h

′(ν3) +
∂U(ν1, ν2, ν3)

∂ν3
= 0. (48)

Уравнение (48) на основании (44) преобразуем к виду

α0(1 + 4α0)h(ν3)h
′(ν3) + α2

0(1− ν23)h
′(ν3)h

′′(ν3)−

−α0(c0 + F (ν3))(h
′′(ν3)g(ν3) + h′(ν3)g

′(ν3)) + κ
2
0g(ν3)g

′(ν3) = 0,
(49)

где α0 =
1

µ0
. Данное уравнение является производной по времени от инвари-

антного соотношения (39) на ИС (19).
Подставим F (ν3) из (20) в уравнение (39) и с учетом (12) имеем

α2
0(1− ν23)h

′2(ν3)− 2α0g(ν3)h
′(ν3)

[

c0 −

∫

α0ν3h
′(ν3) + h(ν3)

g(ν3)
d ν3

]

+

+κ
2
0g

2(ν3) + 4α2
0h

2(ν3)− c2
∗
= 0,

(50)

где c2
∗
=

c20
A2

1

.

Рассмотрим случай α0ν3h
′(ν3) + h(ν3) = 0 – третий пример ИС из п. 2.

Запишем решение этого уравнения:

h(ν3) = σ0ν
−

1
α0

3 (σ0 = const). (51)

Подставим (51) в (50):

κ
2
0g

2(ν3) + 2σ0ν
−

1+α0
α0

3 g(ν3) + σ2
0

[

1 + (4α2
0 − 1)ν23

]

ν
−

2(1+α0)
α0

3 − c2
∗
= 0. (52)

Вычислим дискриминант уравнения (52), полагая, что оно является уравне-
нием для определения функции g(ν3):

D = 4
{

σ2
0ν

−
2(1+α0)

α0
3

[

1− κ
2
0(1 + (4 + α2

0 − 1)ν23 )
]

+ κ
2
0c

2
∗

}

. (53)

Действительности функции g(ν3) из (52) и действительности функции ν3(t)
из (15) можно добиться выбором независимых параметров c∗,κ0, σ0. Таким
образом, ИС (35) в рассматриваемом варианте не изменяются, а решение
исходных уравнений строится указанным выше способом (см. п. 2).
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Перейдем к исследованию уравнения (50) в общем случае. Преобразуем
его с помощью (49) к уравнению, которое не содержит интегрального выра-
жения:

g(ν3)h
′′(ν3)

[

4α2
0h

2(ν3)− α2
0(1− ν23)h

′2(ν3)− c2
∗
+ κ

2
0g

2(ν3
]

+

+α2
0(1− ν23)g

′(ν3)h
′3(ν3)− 2α0(1 + 4α0)h(ν3)g(ν3)h

′2(ν3)+

+g′(ν3)h
′(ν3)[4α

2
0h

2(ν3)− c2
∗
− κ

2
0g

2(ν3)] = 0.

(54)

При g′(ν3) = g0 = const уравнение (54) примет вид

h′′(ν3)
[

4α2
0h

2(ν3)− α2
0(1− ν23 )h

′2(ν3)− c2
∗
+ κ

2
0g

2(ν3)
]

−

−2α0(1 + 4α0)h(ν3)h
′2(ν3) = 0.

(55)

Для приведения (55) к виду нормальной системы дифференциальных урав-
нений положим

h(ν3) = z1(ν3), h′(ν3) = z2(ν3). (56)

Тогда в силу (55), (56) получим

z′1(ν3) = z2(ν3), z′2(ν3) =
2α0(1 + 4α0)z1(ν3)z

2
2(ν3)

4α2
0z

2
1(ν3)− α2

0(1− ν23)z
2
2(ν3) + κ

2
0g

2(ν3)− c2
∗

. (57)

Система (57) представляет собой неавтономную систему дифференциальных
уравнений первого порядка. Так как правые части в предположении

4α2
0z

2
1

(

ν
(0)
3

)

− α2
0

[

1− (ν
(0)
3 )2

]

z22(ν
(0)
3 ) + κ

2
0g

2
(

ν
(0)
3

)

− c2
∗
6= 0,

где ν
(0)
3 ∈ [−1, 1], имеют в окрестности точки ν

(0)
3 непрерывные производные

по переменной ν3, то система (57) имеет единственное решение [17]

z1 = z1(ν3), z2 = z2(ν3) при ν3 ∈
(

ν
(0)
3 , ν

(0)
3 + ε

)

,

где ε – малое число. При этом для данных значений ν3 должно выполняться
условие

κ
2
0(1− ν23)−

[

c0 − α0ν3z1(ν3) + (1− α0)

ν
(0)
3 +ε
∫

ν
(0)
3

z1(ν3)dν3

]2
> 0, (58)

которое обеспечивает существование функции ν3(t), определяемой интеграль-
ным соотношением (15). Поскольку в систему (57) параметр c0 не входит, то
выбором этого параметра можно добиться выполнения условия (58).

Таким образом, приведены два случая ИС (7), которые характеризуются
ИС (39), задающим постоянство модулю момента количества движения тела
в потенциальном и гироскопическом полях сил.
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Заключение. С помощью метода решения обратных задач механики
получены условия существования трех нелинейных инвариантных соотноше-
ний уравнений движения твердого тела под действием потенциальных и ги-
роскопических сил. Структура данных ИС выбрана таким образом, что урав-
нения Пуассона, кроме геометрического интеграла, допускают интегральное
соотношение, зависящее от компоненты вектора оси симметрии силовых по-
лей. Рассмотрены случаи, которые позволяют представить решения исходных
уравнений посредством квадратур.

Полученные результаты применены к изучению дополнительного ИС,
которое характеризует постоянство модуля момента количества движения
твердого тела. Показана разрешимость редуцированного дифференциально-
го уравнения для варианта прецессионных движений твердого тела.
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On solutions of Grioli’s equations in the case of constant modulus of the
angular momentum of a body with a fixed point

The motion of a rigid body with a fixed point, described by Grioli’s equations, is considered.
The inverse problem on the existence conditions for three nonlinear invariant relations of these
equations is solved. Properties of the obtained solutions are studied in the case, when the angular
momentum of the body is modulo constant.

Keywords: Grioli’s equations, invariant relation, angular momentum.
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