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1. Введение

Хорошо известно, что наличие сингулярной точки на границе
области, в которой рассматривается задача, существенно ухудшает
дифференциальные свойства решения. Рассматривая уравнение Лап-
ласа, Е. А. Волков в [1] показал, что если величина угла сектора равна
π
m , m = 1, 2, . . . , то решение задачи Дирихле, с нулевыми гранич-
ными значениями на сторонах угла, будет принадлежать классу C∞.
При ненулевых граничных значениях, согласованных соответствую-
щим образом в угловой точке, гладкость решения будет определяться
гладкостью граничных функций.

Этот результат обобщен А. Аззамом [7] в случае следующего урав-
нения

∆u+ a(x)ux + b(x)uy + c(x)u = f.

В работе [3] рассматривалась задача Дирихле для бигармонического
уравнения с нулевыми граничными значениями на некотором участке
границы, прилегающем к угловой точке. Было доказано, что углов,
при которых решение этой задачи является бесконечно дифференци-
руемым, не существует, кроме угла π.
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В плоском угле Ω будем рассматривать задачу

∆nu = f, x ∈ Ω, (1)

u = 0,
∂2iu

∂ν2i
= 0, i = 1, n− 1, x ∈ ∂Ω \ {0}, (2)

где ν — вектор нормали.

При n = 2 эта задача носит название задачи о свободно опертой
пластинке.

Используя метод построения функции Грина, развитый в [4–6],
мы покажем, что в углах π

m , m = 2, 3, . . . , эта задача имеет бесконе-
чно дифференцируемое решение, если f ∈ C∞

0 .

Будем предполагать, что решение обращается в нуль вне BR1 —
круга радиуса R1 с центром в начале координат.

Будем обозначать через CN (Ω) пространство функций непрерыв-
но дифференцируемыхN раз включительно в Ω; пространсто Гельде-
ра CN+γ(Ω) определяется как подпространство CN (Ω), состоящее из
функций, производные которых порядка N равномерно непрерывны
по Гельдеру с показателем γ ∈ (0, 1) на Ω.

2. Результат, его доказательство

Предположим, что вершина угла находится в начале координат,
стороны его совпадают с осью абсцисс и с прямой x2 = x1 tanαπ, а
сам угол расположен в положительном квадранте, т. е. α ≤ 1

2 .

Теорема 1. Пусть f ∈ C∞
0 (Ω

⋂
BR1), α = 1

m , m = 2, 3, . . . . Тогда
решение задачи (1), (2) u принадлежит C∞(Ω′), где Ω′ = Ω

⋂
BR

(BR — круг радиуса R > R1 с центром в начале координат). Кроме
того, справедлива оценка

‖u‖CN+2n−1+γ(Ω′) ≤ C ‖f‖CN+γ(Ω′),

где N — произвольное натуральное число, а C — константа, не за-
висящая от u.

Доказательство. Построим вначале функцию Грина задачи (1), (2).
В работах [4–6] предложен метод построения функции Грина для ци-
клически чередующихся в процессе отражений областей. Угол вели-
чины π

m является примером такой области. Если этот угол отложить,
к примеру, 2m + 1 раз, то угол, заключенный между лучами 2π и
2π + π

m совпадет с исходным углом. Этого же можно добиться с по-
мощью отражений.
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Фундаментальное решение полигармонического оператора, при-
веденное в [2], имеет вид

Γn(x, ξ) = Cn|x− ξ|2n−2 ln |x− ξ|.

Индекс n в Γn будем в дальнейшем опускать. При α = 1
2m , m =

1, 2, . . . функция Грина будет иметь такой вид

G(x, ξ) =
4m−1∑

i=0

(−1)iΓ(x, ξi),

ξi =
(
ρ,

π

2m

[
i+

1 − (−1)i

2

]
+ (−1)iφ0

)
,

где (ρ, φ0) — полярные координаты точки ξ = ξ0.
Вид оператора, определяющего функцию Грина, совпадает с опе-

ратором-эффектом (в терминологии [4]) задачи Дирихле для уравне-
ния Лапласа.

Покажем, что эта функция удовлетворяет граничным условиям
(2).

Точки ξi и ξ4m−1−i, i = 0, 2m− 1 являются сопряженными (зер-
кально отраженными) точками относительно оси x2 = 0. Поэтому
Γ(x, ξi) = Γ(x, ξ4m−1−i), при x2 = 0. i и 4m − 1 − i имеют различ-
ную четность и потому входят в сумму, опеределяющую G(x, ξ), с
разными знаками. Так,

G(x, ξ) = 0 на x2 = 0.

Точки ξi+1 и ξ4m−i mod 4m, i = 0, 2m− 1 (где p mod q — остаток от
деления p на q) сопряжены относительно x2 = x1 tan π

2m и потому

G(x, ξ) = 0 на x2 = x1 tan
π

2m
.

Условие
∂2iG

∂ν2i
= 0, i = 1, n− 1

на сторонах угла проверяется аналогично. Для этого надо заметить,
что

△i(rp ln r) = Air
p−2i ln r +Bir

p−2i,

где Ai, Bi определяются следующими рекуррентными соотношения-
ми:

A1 = p2, B1 = 2p,

Ai+1 = (p− 2i)Ai,
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Bi+1 = 2(p− 2i)Ai + (p− 2i)2Bi.

Заметим также, что производные по касательным к сторонам угла
направлениям равны нулю и потому ∂2iG

∂ν2i = △iG.

Далее, проводя те же рассуждения, что и при доказательстве условия
G(x, ξ) = 0, получим, что ∂2iG

∂ν2i = 0 на обеих сторонах угла.

При α = 1
2m+1 , m = 1, 2, . . . разрежем две плоскости по лучу 2π

и склеим их так, что луч 2π одной из них совпадет с нулевым лучем
другой.

Функция Грина в этом случае

G(x, ξ) =
2m+1∑

i=0

(−1)i[Γ(x, ξi) − Γ(x, ξ̃i)],

где

ξi =
(
ρ,

2π

2m+ 1

[
i+

1 − (−1)i

2

]
+ (−1)iφ0

)
,

ξ̃i =
(
ρ, 4π +

2π

2m+ 1

[
1 − i− 1 − (−1)i

2

]
− (−1)iφ0

)
, i = 0, 2m+ 1.

Проверка граничных условий в этом случае такая же, как и для угла
π

2m .

Непосредственно из формулы Грина для полигармонического опе-
ратора и определения фундаментального решения следует интеграль-
ное представление функции класса C2n в области Ω′,

u(ξ) =

∫

Ω′

G(x, ξ)∆nu(x) dx−

−
n−1∑

i=0

∫

S

△iG(x, ξ) · ∂
∂ν

∆n−i−1u(x) dS+

+
n−1∑

i=0

∫

S

∂

∂ν
△iG(x, ξ) · ∆n−i−1u(x) dS,

где S — граница области Ω′. Поэтому, в наших предположениях, по-
скольку на той части границы S, что образована дугой окружности
радиуса R, u обращается в нуль, решение задачи (1)-(2) представля-
ется следующим образом

u(ξ) =

∫

Ω′

G(x, ξ)f(x)dx.
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Продолжим f нулем на всю плоскость. Рассмотрим, например, про-
изводную ∂u(ξ)

∂ξ1
. Так как G зависит от разности своих аргументов, то,

не вводя новых обозначений, будем писать G(x1 − ξ1, x2 − ξ2):

∂u(ξ)

∂ξ1
=

∫

Ω′

∂G(x1 − ξ1, x2 − ξ2)

∂ξ1
f(x) dx =

=

∫

R2

∂G(x1 − ξ1, x2 − ξ2)

∂ξ1
f(x) dx =

= −
∫

R2

∂G(x1 − ξ1, x2 − ξ2)

∂(x− ξ1)
f(x) dx.

Сделаем замену y = x1 − ξ1 и проинтегрируем по частям

∫

R2

∂G(x1 − ξ1, x2 − ξ2)

∂(x1 − ξ1)
f(x) dx1 dx2 =

=

∫

R2

∂G(y, x2 − ξ2)

∂y
f(y + ξ1, x2) dy dx2 =

= −
∫

R2

G(y, x2 − ξ2)
∂f(y + ξ1, x2)

∂y
dy dx2.

Сделав обратную замену, получим

∂u(ξ)

∂ξ1
=

∫

R2

G(x1 − ξ1, x2 − ξ2)
∂f(x)

∂x1
dx.

Аналогично выражается производная ∂u(ξ)
∂ξ2

. Тогда производная s-го
порядка

∂su(ξ)

∂ξs11 ξ
s2
2

=

∫

R2

G(x1 − ξ1, x2 − ξ2)
∂sf(x)

∂xs11 x
s2
2

dx. (3)

Непосредственно из вида функции G следует оценка в ограниченной
области ∣∣∣

∂sG(ξ, x)

∂ξs11 ξ
s2
2

∣∣∣ ≤ C | x− ξ |2n−2−s . (4)

Покажем, как гельдерова полунорма u может быть выражена через
гельдерову полунорму f :

∂su(ξ)

∂ξ
s1
1 ξ

s2
2

− ∂su(ξ′)

∂ξ
s1
1 ξ

s2
2

|ξ − ξ′| =
1

|ξ − ξ′|γ

( ∫

R2

∂sG(x1 − ξ1, x2 − ξ2)

∂ξs11 ∂ξ
s2
2

f(x) dx1 dx2−
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−
∫

R2

∂sG(x1 − ξ′1, x2 − ξ′2)

∂ξs11 ∂ξ
s2
2

f(x) dx1 dx2

)
.

Сделаем в интегралах замены: y = x1 − ξ1 и z = x2 − ξ2 в первом;
y = x1 − ξ1

′ и z = x2 − ξ2
′ во втором. После этого воспользуемся ин-

тегрированием по частям и проведем обратные замены переменных:

∂su(ξ)

∂ξ
s1
1 ξ

s2
2

− ∂su(ξ′)

∂ξ
s1
1 ξ

s2
2

|ξ − ξ′| =
1

|ξ − ξ′|γ

(
(−1)s

∫

R2

∂sG(y, z)

∂ys1∂zs2
f(y+ξ1, z+ξ2) dy dz−

− (−1)s
∫

R2

∂sG(y, z)

∂ys1∂zs2
f(y + ξ1

′, z + ξ2
′) dy dz

)
=

=
1

|ξ − ξ′|γ
∫

R2

G(x1 − ξ1, x2 − ξ2)
[ ∂s

∂xs11 ∂x
s2
2

f(x1, x2)−

− ∂s

∂xs11 ∂x
s2
2

f(x1 + ξ1
′ − ξ1, x2 + ξ2

′ − ξ2)
]
dx1 dx2. (5)

Теперь из (3),(4),(5) вытекает

‖u‖CN+2n−1+γ(Ω′) ≤ C ‖f‖CN+γ(Ω′),

откуда, в силу произвольности N следует утверждение теоремы.

Заметим, что для углов p
qπ, где p

q — несократимая дробь, функция
Грина для задачи (1)–(2) также может быть построена. Для этого
построения необходимо использовать 2p-листную риманову поверх-
ность.

В области Ω ⊂ R
3, образованной пересечением двух шаров B− и

B+

x2
1 + x2

2 + (x3 − α−)2 ≤ a− и x2
1 + x2

2 + (x3 − α+)2 ≤ a+,

рассмотрим задачу
∆u = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

Предположим, что сферы Ḃ− и Ḃ+ пересекаются под углом π
m , m =

2, 3 . . . . Случай касания исключим из рассмотрения.
Функция Грина в этом случае построена в работе [4].

G(x, ξ) = Γ(x, ξ) +
−1∑

s=−m

(AB)sΓ(x, ξs) +
m∑

s=1

(AB)sΓ(x, ξs),
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где Γ(x, ξ) — фундаментальное решение оператора Лапласа;

(AB)s =

bs∏

k=1

ℵ
ξ1−2k−

1+(−1)s

2
ℵ
ξ2k−

1−(−1)s

2
[ℵξs ]as−bs , при (−1)s+1s < 0;

(AB)s =

as∏

k=1

ℵ
ξ2k−

1−(−1)s

2
ℵ
ξ1−2k−

1+(−1)s

2
[ℵξs ]bs−as , при (−1)s+1s > 0;

as =
1

2
{|s| − 1

2
[1 − (−1)s] sign s};

bs =
1

2
{|s| + 1

2
[1 − (−1)s] sign s};

ξs — суперпозиция s чередующихся инверсий относительно сфер Ḃ−

и Ḃ+, причем, если s < 0, то первая инверсия в суперпозиции ото-
бражений относительно сферы Ḃ−, если s > 0, то первая инверсия
относительно сферы Ḃ+:

ℵξ−s = − a−√
S−(ξs−1)

, s > 0;

ℵξs = − a+√
S+(ξ−s+1)

, s < 0;

S±(x) = x2
1 + x2

2 + (x3 − α±)2.

По той же схеме, что и при доказательстве теоремы 1, получим

Теорема 2. Пусть f ∈ C∞
0 (Ω). Тогда u ∈ C∞(Ω) и справедлива

оценка
‖u‖CN+1+γ(Ω) ≤ C ‖f‖CN+γ(Ω),

где N — произвольное натуральное число.

Замечание 1. Хотя для углов p
qπ или в случае пересечения сфер под

углом p
qπ, где p

q — несократимая дробь, функция Грина может быть
построена, однако результат о регулярности решения, как в теоремах
1 и 2, мы доказать не можем.
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