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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧАОДЕЙСТВИИ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ
НАГРУЗКИ НА ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЕ
ПОЛУПРОСТРАНСТВО, ЛЕЖАЩЕЕ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

Решена задача о симметричной деформации трансверсально-изотропного полупространства, лежа-
щего на упругом основании, при действии нормальной распределенной нагрузки, приложенной к
границе упругой области. Получены аналитические формулы для напряжений и перемещений в
трансверсально-изотропном полупространстве.

Введение. В статье [1] построено решение трехмерной смешанной задачи на
границе изотропного полупространства, лежащего на упругом основании, при дей-
ствии распределенной по конечной области нормальной нагрузки. В случае осе-
симметричной деформации решение аналогичной смешанной задачи для изотроп-
ного полупространства приведено в работе [2]. Компоненты напряжений на границе
трансверсально- изотропного полупространства, лежащего на упругом основании,
при действии распределенной по круговой области нормальной нагрузки определе-
ны в статьях [3, 4]. При выполнении исследований в работах [1–4] использован метод
суперпозиции решений вспомогательных задач для сосредоточенных сил. Осесим-
метричные задачи о действии сосредоточенных сил на полупространство, лежащее
на упругом основании, исследованы в работах [5, 6] с помощью интегрального пре-
образования Ханкеля. С учетом факторов, позволяющих исследовать различные
технические проблемы, решение задачи Буссинеска о действии сосредоточенной си-
лы на упругое полупространство обобщено в статьях [7, 8].

Ниже решена осесимметричная смешанная задача для трансверсально-изотроп-
ного полупространства, на границе которого в круговой области V приложена на-
грузка q(r), вне области V нормальные напряжения пропорциональны перемеще-
ниям, касательные напряжения на плоскости, ограничивающей упругую область,
отсутствуют. Частным случаем полученного решения смешанной задачи, когда ко-
эффициент пропорциональности напряжений и перемещений на границе обращает-
ся в нуль, является приведенное в монографии С.Г.Лехницкого [9] решение первой
основной задачи теории упругости для распределенной по кругу нагрузки, действу-
ющей на трансверсально-изотропное полупространство.

1. Основные соотношения трансверсально-изотропных сред. В случае
осесимметричной задачи основные уравнения теории упругости для трансверсально-
изотропного тела (уравнения равновесия, закон Гука, соотношения, связывающие
компоненты деформации с перемещениями) сводятся к уравнению [9]

∇2
1∇2

2φ = 0, (1)
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где φ(r, z) – функция напряжений,∇2
i =

∂2
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∂
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s2
i

∂2

∂z2
, i = 1, 2; s1, s2 – неравные

по модулю корни биквадратного уравнения

ds4 − (a + c)s2 + 1 = 0. (2)

Согласно [4, 9] напряжения σrr, σϕϕ, σzz, τrz и перемещения u, v через функцию φ(r)
записываются в виде

σrr = − ∂

∂z

(
∂2φ

∂r2
+

b

r

∂φ

∂r
+ a

∂2φ

∂z2

)
,

σϕϕ = − ∂

∂z

(
b
∂2φ

∂r2
+

1
r

∂φ

∂r
+ a

∂2φ

∂z2

)
,

σzz =
∂

∂z

(
c
∂2φ

∂r2
+

c

r

∂φ

∂r
+ d

∂2φ

∂z2

)
,

τrz =
∂

∂r

(
∂2φ

∂r2
+

1
r

∂φ

∂r
+ a

∂2φ

∂z2

)
,

u = (a13c− a12b− a11)
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(
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+

1
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)
+ (a33d− 2a13a)

∂2φ

∂z2
, (3)

где a, b, c, d выражаются через коэффициенты деформаций aij

a =
a13(a11 − a12)
a11a33 − a2

13

, b =
a13(a13 + a44)− a12a33

a11a33 − a2
13

,

c =
a13(a11 − a12) + a11a44

a11a33 − a2
13

, d =
(a2

11 − a2
12)

a11a33 − a2
13

. (4)

2. Постановка и решение смешанной задачи. Запишем граничные условия
для трансверсально-изотропного полупространства в виде

σzz(r, 0) = −q(r), r < a,

σzz(r, 0) = kw(r, 0), r ≥ a, (5)

τrz(r, 0) = 0, r < ∞. (6)

Введем функцию

β(r) =
{ q(r) + kw(r), r < a,

0, r ≥ a.
(7)

С учетом (7) граничные условия (5) перепишем так:

σzz(r, 0) = −β(r) + kw(r, 0), r < ∞. (8)
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Считая, что фунция β(r) удовлетворяет необходимым ограничениям (число то-
чек разрыва непрерывности и экстремальных точек конечно на любом конечном
интервале r > 0, функция β(r) конечна при всяком r и интеграл

∫ +∞
0 β(r)

√
rdr аб-

солютно сходится), представим неизвестную нагрузку β(r) в виде интеграла Фурье-
Бесселя [10],

β(r) =
∫ +∞

0
ψ(t)tJ0(rt)dt, (9)

где

ψ(t) =
∫ +∞

0
β(ξ)ξJ0(tξ)dξ, (10)

J0 – функция Бесселя нулевого порядка.
Ограниченное на бесконечности решение уравнения (1) будем искать аналогично

[9], приняв в качестве функции напряжений φ выражение

φ(r) =
∫ +∞

0

(
A(t)e−s1zt + B(t)e−s2zt

)
J0(rt)dt. (11)

Подставляя φ(r) в формулы (3), найдем напряжения σzz(r, z), τrz(r, z) и перемещение
w(r, z)

σzz(r, z) = −
∫ +∞

0

(
As1(ds2

1 − c)e−s1zt + Bs2(ds2
2 − c)e−s2zt

)
t3J0(rt)dt,

τrz(r, z) = −
∫ +∞

0

(
A(as2

1 − 1)e−s1zt + B(as2
2 − 1)e−s2zt

)
t3J0(rt)dt,

w(r, z) = ((a33d− 2a13a)s2
1 − a44)

∫ +∞

0
A(t)e−s1ztt2J0(rt)dt+

+((a33d− 2a13a)s2
2 − a44)

∫ +∞

0
B(t)e−s2ztt2J0(rt)dt. (12)

На границе полупространства (z = 0) из соотношений (12) имеем

σzz(r, 0) = −
∫ +∞

0

(
As1(ds2

1 − c) + Bs2(ds2
2 − c)

)
t3J0(rt)dt,

τrz(r, 0) = −
∫ +∞

0

(
A(as2

1 − 1) + B(as2
2 − 1)

)
t3J0(rt)dt,

w(r, 0) = ((a33d− 2a13a)s2
1 − a44)

∫ +∞

0
A(t)t2J0(rt)dt+

+((a33d− 2a13a)s2
2 − a44)

∫ +∞

0
B(t)t2J0(rt)dt. (13)

Удовлетворяя условию отсутствия касательных напряжений на границе (6), полу-
чим уравнение

A(as2
1 − 1) + B(as2

2 − 1) = 0. (14)
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Отсюда

A(t) = −1− as2
2

1− as2
1

B(t). (15)

Перепишем напряжения σzz и перемещения w на границе с учетом (15)

σzz(r, 0) =
(d− ac)(s1 − s2)
d(1− as2

1)s1s2

∫ +∞

0
B(t)t3J0(rt)dt,

w(r, 0) = −(a33d− 2a13a− aa44)(s2
1 − s2

2)
1− as2

1

∫ +∞

0
B(t)t2J0(rt)dt. (16)

Удовлетворяя условию (8), получим уравнение

(d− ac)(s1 − s2)
d(1− as2

1)s1s2
t3B(t) = −k

(a33d− 2a13a− aa44)(s2
1 − s2

2)
1− as2

1

B(t)t2 − tψ(t), (17)

из которого находим

B =
ψ(t)(1− as2

1)

(s1 − s2)t
(

d− ac√
d

t + k(s1 + s2)(a33d− 2a13a− aa44)
) =

=
ψ(t)(1− as2

1)
(s1 − s2)tβ1 (t + χ)

(18)

и, соответственно, A

A = − ψ(t)(1− as2
2)

(s1 − s2)t
(

d− ac√
d

t + k(s1 + s2)(a33d− 2a13a− aa44)
) =

= − ψ(t)(1− as2
2)

(s1 − s2)tβ1 (t + χ)
. (19)

Здесь

β1 =
d− ac√

d
,

γ = k(s1 + s2)(a33d− 2a13a− aa44),

χ =
γ

β1
. (20)

Cледовательно, функция напряжений φ(r) запишется в виде

φ(r) = − 1
(s1 − s2)β1

∫ +∞

0

(1− as2
2)e

−s1zt − (1− as2
1)e

−s2zt

t(t + χ)
J0(rt)dt. (21)
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Подставив функцию φ(r) (21) в соотношение(3), получим следующие формулы для
перемещений и напряжений в трансверсально-изотропном полупространстве

u =
(a13c− a12b− a11)

√
ds1(1− as2

2)
(s1 − s2)(d− ac)

∫ +∞

0

e−ts1zψ(t)
t + χ

tJ1(rt)dt−

−(a13c− a12b− a11)
√

ds2(1− as2
1)

(s1 − s2)(d− ac)

∫ +∞

0

e−ts2zψ(t)
t + χ

tJ1(rt)dt, (22)

w =
((a33d− 2a13a)s2

1 − aa44)(1− as2
2)
√

d

(s1 − s2)(d− ac)

∫ +∞

0

e−ts1zψ(t)
t + χ

tJ0(rt)dt−

−((a33d− 2a13a)s2
2 − aa44)(1− as2

1)
√

d

(s1 − s2)(d− ac)
−

∫ +∞

0

e−ts2zψ(t)
t + χ

tJ0(rt)dt, (23)

σzz =
1

s1 − s2

∫ +∞

0

(s2e
−s1zt − s1e

−s2zt)ψ(t)
t + χ

t2J0(rt)dt, (24)

τrz =
1

(s1 − s2)
√

d

∫ +∞

0

(
e−s1zt − e−s2zt

)
ψ(t)

t + χ
t2J1(rt)dt, (25)

σrr = − 1√
d(s1 − s2)

∫ +∞

0

(
s1e

−ts1z − s2e
−ts2z

)
ψ(t)

t + χ
t2J0(rt)dt+

+
(1− b)

√
d

(s1 − s2)(d− ac)r

∫ +∞

0

(
s1p2e

−ts1z − s2p1e
−ts2z

)
ψ(t)

t + χ
tJ1(rt)dt, (26)

σϕϕ =

√
d

(s1 − s2)(d− ac)

∫ +∞

0

(
s1q2e

−ts1z − s2q1e
−ts2z

)
ψ(t)

t + χ
t2J0(rt)dt−

− (1− b)
√

d

(s1 − s2)(d− ac)r

∫ +∞

0

(
s1p2e

−ts1z − s2p1e
−ts2z

)
ψ(t)

t + χ
tJ1(rt)dt. (27)

Здесь

q1 = (b− as2
1)(1− as2

2), q2 = (b− as2
2)(1− as2

1),

p1 = 1− as2
1, p2 = 1− as2

2. (28)

Вычислим компоненты перемещений и напряжений на границе полупростран-
ства

u(r, 0) =
(a13c− a12b− a11)(

√
d + a)

d− ac

∫ +∞

0

ψ(t)t
t + χ

J1(rt)dt, (29)

w(r, 0) =
χ

k

∫ +∞

0

ψ(t)t
t + χ

J0(rt)dt, (30)

σzz(r, 0) = −
∫ +∞

0

ψ(t)t2

t + χ
J0(rt)dt, (31)

τrz(r, 0) = 0, (32)
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σrr(r, 0) = − 1√
d

∫ +∞

0

ψ(t)t2

t + χ
J0(rt)dt +

(1− b)(a +
√

d)
(d− ac)r

∫ +∞

0

ψ(t)t
t + χ

J1(rt)dt, (33)

σϕϕ(r, 0) =
(s1q2 − s2q1)

√
d

(s1 − s2)(d− ac)

∫ +∞

0

ψ(t)t2

t + χ
J0(rt)dt−

−(1− b)(a +
√

d)
(d− ac)r

∫ +∞

0

ψ(t)t
t + χ

J1(rt)dt. (34)

Как видно из (32), касательные напряжения на границе полупространства от-
сутствуют. Преобразуем выражение (31) для напряжения σzz

σzz(r, 0) = −
∫ +∞

0

ψ(t)t2

t + χ
J0(rt)dt = −

∫ +∞

0
ψ(t)

(
t− χt

t + χ

)
J0(rt)dt =

= −
∫ +∞

0
ψ(t)tJ0(rt)dt + χ

∫ +∞

0

ψ(t)t
t + χ

J0(rt)dt = −β(r) + kw(r, 0). (35)

Из (35) видно, что граничные условия для напряжения σzz тождественно удовле-
творяются.

Для определения ψ(t) подставим функцию β, задаваемую формулой (7), в ра-
венство (10)

ψ(t) =
∫ +∞

0
β(ξ)ξJ0(ξt)dξ =

∫ a

0
(q(ξ) + kw(ξ))ξJ0(ξt)dξ. (36)

Используя равенство (30), получим интегральное уравнение

ψ(t) =
∫ a

0
q(ξ)ξJ0(ξt)dξ − χ

∫ a

0

∫ +∞

0

ψ(t1)t1ξ
t1 + χ

J0(ξt)J0(ξt1)dt1dξ. (37)

Обозначив ядро интегрального уравнения через K(t, t1)

K(t, t1) =
∫ a

0
ξJ0(ξt)J0(ξt1)dξ, (38)

запишем соотношение (37) в виде

ψ(t) =
∫ a

0
q(ξ)ξJ0(ξt)dξ − χ

∫ +∞

0

ψ(t1)t1K(t, t1)
t1 + χ

dt1. (39)

Таким образом, решение краевой задачи (5)–(6) для трансверсально-изотропного
полупространства определяется формулами (16)–(21), (23)–(28), причем входящая
в них функция ψ(t) находится из интегрального уравнения (39).

Если в формулах (16)–(21), (39) положить χ = 0 (k = 0), то получим решение
С.Г.Лехницкого [9]. В случае сосредоточенной силы, когда β(r) = δ(r), результаты
совпадаютс с формулами, приведенными в работе [4].
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