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Про еквiвалентнiсть у просторах аналiтичних

функцiй деяких операторiв, пов’язаних з

узагальненим iнтегруванням та

диференцiюванням Гельфонда–Леонтьєва
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Анотацiя. Отриманi умови еквiвалентностi в просторах аналiтич-
них функцiй двох рiзних операторiв узагальненого диференцiюван-
ня Гельфонда–Леонтьєва, а також двох операторiв, якi є правими
оберненими до рiзних операторiв узагальненого диференцiювання
Гельфонда–Леонтьєва.
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Ключовi слова та фрази. Простiр аналiтичних функцiй, еквiва-
лентнiсть, узагальнене диференцiювання Гельфонда–Леонтьєва, уза-
гальнене iнтегрування Гельфонда–Леонтьєва.

1. Нехай G — область комплексної площини. Через H(G) позна-
чимо простiр усiх аналiтичних в областi G функцiй, надiлений топо-
логiєю компактної збiжностi, а символом L(H(G)) — множину всiх
лiнiйних неперервних операторiв, що дiють у просторi H(G). Нехай
H′(G) — сукупнiсть усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на H(G).

Нагадаємо, що коли G1 i G2 — областi в C, то оператор A ∈
L(H(G1)) називається еквiвалентним до оператора B ∈ L(H(G2)),
якщо iснує такий iзоморфiзм T : H(G1) → H(G2), для якого TA =
BT . У данiй роботi розглядаються двi задачi про встановлення умов
еквiвалентностi операторiв, якi пов’язанi з рiзними операторами уза-
гальненого iнтегрування чи диференцiювання Гельфонда–Леонтьєва
i дiють у рiзних просторах аналiтичних функцiй.

Нехай для i = 1, 2 область Gi — зiркова вiдносно точки ai ∈ C,
а (Iif)(z) =

∫ z
ai
f(t)dt, f ∈ H(Gi). В [1] було доведено, що I1 та

I2 еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли G1 − a1 = G2 − a2. Там же
було отримано, що коли Gi — однозв’язна область в C, (Dif)(z) =
f ′(z), f ∈ H(Gi) (i = 1, 2), то оператор D1 в H(G1) еквiвалентний
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до D2 в H(G2) тодi i лише тодi, коли iснує таке a ∈ C, що G2 + a =
G1. У випадку, коли Gi — зiркова вiдносно нуля область, (If)(z) =∫ z
0 f(t)dt, f ∈ H(Gi), Li ∈ H′(Gi) (i = 1, 2), у [2] встановленi деякi

необхiднi умови еквiвалентностi операторiв I +L1 в H(G1) та I +L2

в H(G2), а також висловлено припущення, що для еквiвалентностi
цих операторiв необхiдно i досить, щоб при деякому a ∈ G1 областi
G1 i G2 були пов’язанi рiвнiстю G2 +a = G1, а функцiонали L1 i L2 —
спiввiдношенням L1(f) =

∫ 0
a f(t) dt+ L2(f(z + a)), f ∈ H(G1).

Для довiльних сталих ̺ > 0 i µ ∈ C (Re µ > 0) через E̺(z;µ)
позначатимемо функцiю Мiттаґ–Лефлера, яка визначається рiвнiстю

E̺(z;µ) =

∞∑

k=0

zk

Γ(k̺ + µ)
, z ∈ C,

через I̺,µ — оператор узагальненого iнтегрування Гельфонда–Леон-
тьєва [3], який лiнiйно й неперервно дiє в H(G) (G — зiркова вiдносно
нуля) за правилом

(I̺,µf)(z) =
z

Γ(1
̺)

1∫

0

(1 − t)
1
̺
−1
tµ−1f

(
zt

1
̺
)
dt, f ∈ H(G),

а через D̺,µ — оператор узагальненого диференцiювання Гельфонда–
Леонтьєва [4], який на функцiях iз повної в H(G) системи {E̺(λz;µ) :
λ ∈ C} визначається спiввiдношенням

D̺,µE̺(λz;µ) = λE̺(λz;µ), λ ∈ C.

У [5] було доведено, що D̺,µ ∈ L(H(G)). Легко перевiрити, що опера-
тор I̺,µ є правим оберненим до D̺,µ. Загальний вигляд таких опера-
торiв дається формулою I̺,µ + L, де L ∈ H′(G).

Нехай для i = 1, 2 область Gi — ̺-опукла в C [6], а Li ∈ H′(Gi).
У [7] були встановленi необхiднi й достатнi умови еквiвалентностi опе-
раторiв I̺,µ + L1 в H(G1) та I̺,µ + L2 в H(G2). Якщо Gi — зiркова
вiдносно нуля область, а ̺i > 0, µi ∈ C (Reµi > 0) (i = 1, 2), то
у [8] доведено, що I̺1,µ1 в H(G1) еквiвалентний до I̺2,µ2 в H(G2) то-
дi i лише тодi, коли ̺1 = ̺2 i G1 = G2. Зауважимо, що для випадку
G1 = G2 = {z ∈ C : |z| < R} (0 < R ≤ +∞) умова ̺1 = ̺2 еквiвалент-
ностi операторiв I̺1,µ1 та I̺2,µ2 (а також D̺1,µ1 та D̺2,µ2) випливає
з результатiв роботи [1]. У данiй статтi отримуються критерiї еквi-
валентностi операторiв I̺1,µ1 + L1 в H(G1) та I̺2,µ2 + L2 в H(G2), а
також операторiв D̺1,µ1 в H(G1) та D̺2,µ2 в H(G2), у випадку, коли
Gi — ̺i-опукла область в C (i=1,2). Вiдзначимо, що в роботi [9], коли
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G1 i G2 є ̺-опуклими областями в C (причому G1 ⊆ G2), було описано
множину всiх лiнiйних неперервних операторiв T : H(G1) → H(G2),
для яких TD̺,µ = D̺,µT , а в [10] було одержано зображення всiх iзо-
морфiзмiв T : H(G1) → H(G2), якi задовольняють останнє рiвняння.

2. Розглянемо для i = 1, 2 числа ̺i > 0, µi ∈ C (Re µi > 0),
̺i-опуклу область Gi в C, функцiонал Li ∈ H′(Gi). Припустимо, що
оператори I̺1,µ1 + L1 ∈ L(H(G1)) та I̺2,µ2 + L2 ∈ L(H(G2)) є еквi-
валентними, тобто iснує такий iзоморфiзм T : H(G1) → H(G2), що

T (I̺1,µ1 + L1) = (I̺2,µ2 + L2)T. (1)

Тодi цi два оператори мають однаковi власнi значення. Зафiксуємо
якесь i = 1, 2. Якщо число 1

λ0
є власним значенням оператора I̺i,µi+

Li в H(Gi), то iснує така функцiя f 6= 0 з H(Gi), для якої λ0(I̺i,µi +
Li)f = f , тобто (E − λ0I̺i,µi)f = Li(f), де E — тотожний оператор в
H(Gi). Тому

f(z) = Li(f)
∞∑

n=0

λn0In̺i,µi1 = Γ(µi)Li(f)E̺i(λ0z;µi),

тобто f(z) = CE̺i(λ0z;µi), де C ∈ C \ {0}. Крiм цього,

(I̺i,µi + Li)E̺i(λ0z;µi) =
1

λ0
E̺i(λ0z;µi)

тодi й лише тодi, коли 1
Γ(µi)

− λ0li(λ0) = 0, де li(λ) = Li(E̺i(λz;µi)),
λ ∈ C, — характеристична функцiя функцiонала Li. Отже, число
1
λ0

є власним значенням оператора I̺i,µi + Li тодi й лише тодi, коли

число λ0 є нулем функцiї 1
Γ(µi)

− λli(λ), причому це власне значення

є простим. Таким чином, функцiї 1
Γ(µ1) −λl1(λ) i 1

Γ(µ2) −λl2(λ) мають
однаковi нулi.

У [7] було доведено, що кратнiсть нуля λ0 функцiї 1
Γ(µi)

− λli(λ)

дорiвнює спектральнiй кратностi числа 1
λ0

для оператора I̺i,µi + Li,
тобто розмiрностi пiдпростору

∞⋃

n=1

Ker
(
I̺i,µi + Li − 1

λ0
E
)n

в просторi H(Gi) (i = 1, 2). В [11] було встановлено, що спектраль-
нi кратностi одного й того ж числа для еквiвалентних операторiв
збiгаються. Тому кратностi вiдповiдних нулiв функцiй 1

Γ(µ1) −λl1(λ) i
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1
Γ(µ2) −λl2(λ) однаковi. Тодi, використовуючи теорему Адамара, одер-

жимо, що цiлi функцiї скiнченного порядку 1
Γ(µi)

− λli(λ), i = 1, 2,
задовольняють спiввiдношення

1
Γ(µ1) − λl1(λ) = exp[p(λ)]

(
1

Γ(µ2) − λl2(λ)
)
, λ ∈ C, (2)

де p(λ) — многочлен, степiнь якого не перевищує max{̺1, ̺2} (позна-
чатимемо надалi степiнь многочлена p(λ) через deg p(λ)).

У [12, §§ 2.2–2.3] було встановлено, що коли G є ̺-опуклою обла-
стю, L ∈ H′(G), то для кожного z ∈ C формулою

(f ∗ g)(z) = Λ
ζ

(
1

(2πi)2

∫

γz

∫

γz

f(t)g(τ)B̺,µ
t
B̺,µ
τ

[h(t, τ, z, ζ)] dτ dt

)
,

де Λ(f) = f(0)−L(D̺,µf), γz — деякий замкнений контур, що охоплює
z i мiститься в G, B̺,µ – оператор узагальненого перетворення Бореля
[6, с. 324], а

h(t, τ, z, ζ) =
E̺(tz;µ)E̺(τζ;µ) − E̺(τz;µ)E̺(tζ;µ)

t− τ
,

визначається неперервна згортка для оператора I̺,µ+L в H(G), тобто
бiлiнiйна, комутативна й асоцiативна операцiя ∗ : H(G) × H(G) →
H(G), для якої

(I̺,µ + L)(f ∗ g) = [(I̺,µ + L)f ] ∗ g, f, g ∈ H(G).

Там же доведено, що оператор U ∈ L(H(G)) є розв’язком опера-
торного рiвняння U(I̺,µ + L) = (I̺,µ + L)U тодi i лише тодi, коли
Uf = D̺,µ(ϕ ∗ f), де ϕ = U1 — фiксована функцiя з H(G).
Якщо тепер аналогiчним чином розв’язувати рiвняння (1) у класi
лiнiйних неперервних операторiв T : H(G1) → H(G2), то, врахову-

ючи (2), для характеристичної функцiї t(λ, z) = (TE
(1)
λ )(z) (E

(i)
λ (z) =

E̺i(λz;µi) i = 1, 2) оператора T матимемо

t(λ, z) = exp[p(λ)][D̺2,µ2(ϕ ∗ E(2)
λ )](z),

де ϕ = T1 — фiксована функцiя з H(G2).
Таким чином, якщо лiнiйний неперервний оператор T : H(G1) →

H(G2) є розв’язком рiвняння (1), то його характеристична функцiя
t(λ, z) подається у виглядi

t(λ, z) = exp[p(λ)]t2(λ, z), (3)
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де t2(λ, z) — характеристична функцiя деякого оператора T2 ∈
L(H(G2)), переставного з оператором I̺2,µ2 + L2. При цьому, для
z ∈ G2

(T2f)(z) =
1

2πi

∫

γz

B̺2,µ2

λ

[t2(λ, z)]f(λ) dλ, f ∈ H(G2),

де γz — замкнений контур, що лежить в G2 i охоплює всi особли-
востi узагальненого перетворення Бореля по змiннiй λ вiд функцiї
t2(λ, z). Тодi, пригадуючи означення характеристичної функцiї опе-
ратора, одержимо

E̺1(λz;µ1) = exp[p(λ)]T−1T2E̺2(λz;µ2), λ ∈ C, z ∈ G1. (4)

Аналогiчно, якщо виходити з рiвняння T−1(I̺2,µ2 +L2) = (I̺1,µ1 +
L1)T

−1, отримаємо рiвнiсть

E̺2(λz;µ2) = exp[−p(λ)]TT1E̺1(λz;µ1), λ ∈ C, z ∈ G2, (5)

де T1 ∈ L(H(G1)).

Переконаємось тепер, що ̺1 = ̺2. Нехай це не так, тобто ̺1 6= ̺2.
Припустимо, що ̺1 < ̺2. Тодi або deg p(λ) < ̺2, або deg p(λ) = ̺2.

Якщо deg p(λ) < ̺2, то при фiксованому z ∈ G2 \ {0} лiва частина
(5) як цiла вiдносно λ функцiя має порядок ̺2. З iншого боку, вра-
ховуючи лiнiйнiсть i неперервнiсть операторiв T1 i T у вiдповiдних
просторах, маємо, що порядок правої частини (5) як цiлої вiдносно λ
функцiї не перевищує max{deg p(λ), ̺1} < ̺2. Отримали суперечнiсть.

Якщо deg p(λ) = ̺2, то при фiксованому z ∈ G1 \ {0} лiва частина
(4) як цiла вiдносно λ функцiя має порядок ̺1, а порядок правої
частини (4) як цiлої вiдносно λ функцiї дорiвнює ̺2. Тому i в цьому
випадку одержуємо суперечнiсть.

Отже, ̺1 = ̺2. Вважатимемо надалi, що ̺1 = ̺2 = ̺.

Нагадаємо, що для цiлої функцiї g(λ) порядку ̺ iндикатором
h(θ; g) називається функцiя [6, c. 328]

h(θ; g) = lim
r→+∞

ln |g(reiθ)|
r̺

, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Розглянемо два випадки. Нехай deg p(λ) < ̺. Тодi, враховуючи
(3), отримаємо, що для кожного фiксованого z ∈ G2 iндикатори цiлих
вiдносно λ функцiй t(λ, z) i t2(λ, z) збiгаються, а тому збiгаються i
̺-опуклi оболонки особливостей узагальненого перетворення Бореля
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цiлих вiдносно λфункцiй t(λ, z) i t2(λ, z) [6, c. 335–336]. Тому оператор
T̃ , який визначається рiвнiстю

∀ z ∈ G2 : (T̃ f)(z) =
1

2πi

∫

γz

B̺,µ2

λ

[t(λ, z)]f(λ) dλ, f ∈ H(G2), (6)

належить до множини L(H(G2)). Оскiльки для кожного λ ∈ C маємо
[6, c. 325–326]

T̃E̺(λz;µ2) = t(λ, z) = TE̺(λz;µ1), z ∈ G2,

то
E̺(λz;µ1) = T−1T̃E̺(λz;µ2), z ∈ G2. (7)

У [13] було встановлено, що коли G — зiркова вiдносно нуля об-
ласть в C, то оператор S, який на елементах повної в H(G) системи
{E̺(λz;µ1) : λ ∈ C} визначається спiввiдношенням

SE̺(λz;µ1) = E̺(λz;µ2), λ ∈ C, z ∈ G,

є iзоморфiзмом простору H(G) на себе. Тодi з (7) отримуємо

E̺(λz;µ1) = T−1T̃ SE̺(λz;µ1), λ ∈ C, z ∈ G2. (8)

Розглянемо функцiю f , для якої G2 є областю аналiтичностi, i по-
значимо g = T−1(T̃ Sf). Зрозумiло, що g ∈ H(G1). Враховуючи повно-
ту в H(G2) системи {E̺(λz;µ1) : λ ∈ C} та лiнiйнiсть i неперервнiсть
операторiв T−1, T̃ i S у вiдповiдних просторах, з (8) для z ∈ G1 ∩G2

матимемо f(z) = (T−1T̃ Sf)(z), тобто f(z) ≡ g(z), z ∈ G1 ∩ G2. Звiд-
си одержимо, що f аналiтично продовжуєтся в G1. Оскiльки G2 є
областю аналiтичностi функцiї f , то G2 ⊃ G1. Повнiстю аналогiчно,
якщо виходити з рiвняння T−1(I̺,µ2 + L2) = (I̺,µ1 + L1)T

−1, можна
отримати i включення G2 ⊂ G1. Отже, у першому випадку областi
G1 i G2 збiгаються.

Розглянемо другий випадок. Нехай deg p(λ) = ̺. Використовую-
чи (3), отримаємо, що для кожного фiксованого z ∈ G2 iндикатори
hz(θ; t) i hz(θ; t2) цiлих вiдносно λ функцiй t(λ, z) i t2(λ, z) задоволь-
няють спiввiдношення

hz(θ; t) = hz(θ; t2) + Re (aei̺θ), 0 ≤ θ ≤ 2π,

де a — це коефiцiєнт при λ̺ у p(λ). Нехай k̺(θ;G) — це ̺-опорна
функцiя ̺-опуклої областi G [6, c. 334], тобто

k̺(θ;G) = sup
z∈G,

|Arg z−θ|≤
min{π,π/(2̺)}

Re (ze−iθ)̺, 0 ≤ θ ≤ 2π.
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Вiдзначимо, що кожна ̺-опорна функцiя ̺-опуклої областi є додат-
ною, 2π-перiодичною та ̺-тригонометрично опуклою, тобто

k̺(θ;G) ≤ k̺(θ1;G) sin[̺(θ2 − θ)] + k̺(θ2;G) sin[̺(θ − θ1)]

sin[̺(θ2 − θ1)]
,

де θ1 ≤ θ ≤ θ2 i 0 < θ2 − θ1 < min{2π, π̺}. I навпаки, кожна така
функцiя визначає єдину ̺-опуклу область в C.

Оскiльки для кожного z ∈ G2 замкнена ̺-опукла оболонка всiх
особливостей узагальненого перетворення Бореля функцiї t2(λ, z) мi-
ститься в G2 [12, § 2.2], то hz(−θ; t2) < k̺(θ;G2), 0 ≤ θ ≤ 2π. Тодi для
кожного ε > 0

hz(−θ; t) < k̺(θ;G2) + Re (ae−i̺θ) <

< max{0, k̺(θ;G2) + Re (ae−i̺θ)} + ε, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Права частина останньої нерiвностi є додатною, 2π-перiодичною та
̺-тригонометрично опуклою функцiєю, тому вона визначає деяку ̺-
опуклу областьGε. Отже, для кожного z ∈ G2 замкнена ̺-опукла обо-
лонка всiх особливостей узагальненого перетворення Бореля функцiї
t(λ, z) мiститься всерединi областi Gε. Тому оператор T̃ , який визна-
чається рiвнiстю (6), у якiй γz є замкненим контуром, що лежить в
Gε i охоплює всi особливостi функцiї B̺,µ2

λ

[t(λ, z)], дiє лiнiйно та непе-

рервно з простору H(Gε) у простiр H(G2). Оскiльки характеристичнi
функцiї операторiв T i T̃ збiгаються, то, як i в першому випадку,
матимемо, що Gε ⊃ G1, тобто

max{0, k̺(θ;G2) + Re (ae−i̺θ)} + ε ≥ k̺(θ;G1), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Враховуючи довiльнiсть ε > 0 i те, що k̺(θ;G1) > 0, 0 ≤ θ ≤ 2π,
звiдси одержимо нерiвнiсть

k̺(θ;G2) + Re (ae−i̺θ) ≥ k̺(θ;G1), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Цiлком аналогiчними мiркуваннями можна отримати, що

k̺(θ;G1) − Re (ae−i̺θ) ≥ k̺(θ;G2), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Отже, ̺-опорнi функцiї ̺-опуклих областей G1 i G2 задовольня-
ють спiввiдношення

k̺(θ;G2) + Re (ae−i̺θ) = k̺(θ;G1), 0 ≤ θ ≤ 2π. (9)

Таким чином, встановленi необхiднi умови наступної теореми.



Т. I. Звоздецький 497

Теорема 1. Нехай для i = 1, 2 маємо числа ̺i > 0, µi ∈ C (Reµi >
0), ̺i-опуклу область Gi в C та функцiонал Li ∈ H′(Gi). Оператор
I̺1,µ1 + L1 в H(G1) еквiвалентний до оператора I̺2,µ2 + L2 в H(G2)
тодi i лише тодi, коли:

1) ̺1 = ̺2 = ̺;
2) для характеристичних функцiй li(λ) = Li(E̺(λz;µi)) функцiо-

налiв Li, i = 1, 2, виконується рiвнiсть (2), де p(λ) — многочлен, для
якого deg p(λ) ≤ ̺;

3) якщо deg p(λ) < ̺, то G1 = G2, а якщо deg p(λ) = ̺, то ̺-опор-
нi функцiї k̺(θ;G1) i k̺(θ;G2) ̺-опуклих областей G1 i G2 пов’язанi
спiввiдношенням (9), де a — це коефiцiєнт при λ̺ у p(λ).

Доведення. Достатнiсть. Нехай виконуються умови 1)–3) теореми.
Переконаємося, що iснує iзоморфiзм T : H(G1) → H(G2), який задо-
вольняє рiвнiсть (1).

Розглянемо оператор T , який визначається формулою

∀ z ∈ G2 : (Tf)(z) =
1

2πi

∫

γz

B̺,µ1

λ

[exp[p(λ)]E̺(λz;µ2)]f(λ) dλ,

f ∈ H(G1),

де γz — замкнений контур, що лежить в G1 i охоплює всi особливос-
тi функцiї B̺,µ1

λ

[exp[p(λ)]E̺(λz;µ2)]. У [12, § 2.1] було доведено, що

коли G1 i G2 — ̺-опуклi областi в C, то функцiя t(λ, z) є характе-
ристичною для деякого лiнiйного неперервного оператора, що дiє з
H(G1) в H(G2), тодi й лише тодi, коли вона аналiтична при λ ∈ C та
z ∈ G2 i

∀K2 ⊂ G2 ∀ ε > 0 ∃K1 ⊂ G1 ∃C > 0 ∀ r ≥ 0 ∀ θ ∈ (−π;π] :

max
z∈K2

|t(re−iθ, z)| ≤ C exp[(k̺(θ;K1) + ε)r̺],

де K1 i K2 — ̺-опуклi компактнi пiдмножини вiдповiдних областей.
Враховуючи 3) й оцiнки для модуля функцiї Мiттаґ–Лефлера [6,
c. 337], отримаємо, що функцiя exp[p(λ)]E̺(λz;µ2) задовольняє умови
наведеного вище твердження з [12]. Тому T лiнiйно й неперервно дiє з
H(G1) в H(G2), причому TE̺(λz;µ1) = exp[p(λ)]E̺(λz;µ2). Оскiльки
T має лiнiйний неперервний обернений оператор (його характеристи-
чна функцiя рiвна exp[−p(λ)]E̺(λz;µ1)), то T є iзоморфiзмом про-
стору H(G1) на простiр H(G2). Перевiримо, що T задовольняє (1).
Справдi, для λ ∈ C \ {0} маємо

T (I̺,µ1 + L1)E̺(λz;µ1) = 1
λT
(
E̺(λz;µ1) − 1

Γ(µ1) + λl1(λ)
)

=

= 1
λ

[
exp[p(λ)]E̺(λz;µ2) − exp[p(λ)]

(
1

Γ(µ2)
− λl2(λ)

)]
=
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= exp[p(λ)] 1
λ

(
E̺(λz;µ2) − 1

Γ(µ2)

)
+ exp[p(λ)]l2(λ) =

= (I̺,µ2 + L2)[exp[p(λ)]E̺(λz;µ2)] = (I̺,µ2 + L2)TE̺(λz;µ1),

звiдки i випливає (1), оскiльки система {E̺(λz;µ1) : λ ∈ C} є повною
в H(G1), а оператори T , I̺,µi+Li, i = 1, 2 є лiнiйними i неперервними
у вiдповiдних просторах. Теорему доведено.

Зауваження. Вiдзначимо, що коли ̺ ∈ N i областi G1 та G2 є iн-
варiантними вiдносно повороту на кут 2π

̺ навколо 0, то рiвнiсть (9)

рiвносильна наступному спiввiдношенню мiж областями: G̺2+a = G̺1.

3. Розглянемо для i = 1, 2 числа ̺i > 0, µi ∈ C (Re µi > 0) та ̺i-
опуклу область Gi в C. Припустимо, що оператори D̺1,µ1 ∈ L(H(G1))
та D̺2,µ2 ∈ L(H(G2)) є еквiвалентними, тобто iснує такий iзоморфiзм
T : H(G1) → H(G2), що

TD̺1,µ1 = D̺2,µ2T. (10)

Подiємо обома частинами цiєї рiвностi на функцiю E
(1)
λ (z)=E̺1(λz;µ1)

(λ ∈ C). Тодi для характеристичної функцiї t(λ, z) = (TE
(1)
λ )(z) опе-

ратора T одержимо

D̺2,µ2t(λ, z) = λt(λ, z), λ ∈ C, z ∈ G2.

Звiдси, враховуючи спiввiдношення

I̺2,µ2D̺2,µ2f(z) = f(z) − f(0), f ∈ H(G2),

отримаємо

(E − λI̺2,µ2)t(λ, z) = c(λ), (11)

де E — тотожний оператор в H(G2), а c(λ) = t(λ, 0), λ ∈ C. Тодi,
використовуючи формулу

(E − λI̺2,µ2)
−1 =

∞∑

n=0

λnIn̺2,µ2
,

з (11) матимемо

t(λ, z) = c(λ)Γ(µ2)E̺2(λz;µ2), λ ∈ C, z ∈ G2.

Оскiльки оператор T є лiнiйним та неперервним, то порядок цiлої
функцiї c(λ) = t(λ, 0) = TE̺1(λz;µ1)|z=0 не перевищує ̺1. Крiм цього,
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оператор T не має нетривiальних нулiв (бо вiн є iзоморфiзмом), а
тому функцiя c(λ) не має нулiв у C. Отже,

c(λ)Γ(µ2) = exp[p(λ)], λ ∈ C,

де p(λ) — деякий многочлен, причому deg p(λ) ≤ ̺1. Тому

t(λ, z) = exp[p(λ)]E̺2(λz;µ2), λ ∈ C, z ∈ G2. (12)

Оскiльки для фiксованого z ∈ G2 \ {0} порядок лiвої частини цiєї
рiвностi як цiлої вiдносно λ функцiї не перевищує ̺1, а порядок правої
частини як цiлої вiдносно λ функцiї дорiвнює max{deg p(λ), ̺2}, то з
(12) одержуємо, що ̺2 ≤ ̺1.

Якщо тепер замiсть рiвностi (10) виходити з рiвностi T−1D̺2,µ2 =
D̺1,µ1T

−1, то аналогiчними мiркуваннями можна отримати, що ̺1 ≤
̺2.

Таким чином, якщо оператори D̺1,µ1 ∈ L(H(G1)) та D̺2,µ2 ∈
L(H(G2)) еквiвалентнi, то ̺1 = ̺2 = ̺. Крiм цього, якщо пригада-
ти означення характеристичної функцiї t(λ, z) та iзоморфiзму S iз
попереднього пункту, то формулу (12) можна записати у виглядi

TE̺(λz;µ1) = exp[p(λ)]SE̺(λz;µ1), λ ∈ C, z ∈ G2, (13)

де p(λ) — многочлен, причому deg p(λ) ≤ ̺.

Враховуючи подiбнiсть рiвностей (13) i (3), як i в попередньо-
му пунктi отримуємо, що коли deg p(λ) < ̺, то G1 = G2, а коли
deg p(λ) = ̺, то ̺-опорнi функцiї k̺(θ;G1) i k̺(θ;G2) ̺-опуклих обла-
стей G1 i G2 задовольняють спiввiдношення

k̺(θ;G2) + Re (ae−i̺θ) = k̺(θ;G1), 0 ≤ θ ≤ 2π, (14)

де a — це коефiцiєнт при λ̺ у p(λ).

Отже, встановленi необхiднi умови наступної теореми.

Теорема 2. Нехай ̺i > 0, µi ∈ C (Reµi > 0), Gi — ̺i-опукла область
в C (i = 1, 2). Оператор D̺1,µ1 в H(G1) еквiвалентний до оператора
D̺2,µ2 в H(G2) тодi i лише тодi, коли ̺1 = ̺2 = ̺ i або G1 = G2

(якщо ̺ 6∈ N), або iснує таке a ∈ C, що ̺-опорнi функцiї k̺(θ;G1) i
k̺(θ;G2) ̺-опуклих областей G1 i G2 пов’язанi спiввiдношенням (14)
(якщо ̺ ∈ N).

Доведення. Достатнiсть. Нехай ̺1 = ̺2 = ̺ i

∃ a ∈ C : k̺(θ;G2) + Re (ae−i̺θ) = k̺(θ;G1) (15)
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(a = 0 при ̺ 6∈ N). Розглянемо оператор T , який визначається фор-
мулою

∀ z ∈ G2 : (Tf)(z) =
1

2πi

∫

γz

B̺,µ1

λ

[exp(aλ̺)E̺(λz;µ2)]f(λ) dλ,

f ∈ H(G1),

де γz — замкнений контур, що лежить в G1 i охоплює всi особливостi
функцiї B̺,µ1

λ

[exp(aλ̺)E̺(λz;µ2)]. Враховуючи (15), як i при доведен-

нi достатностi теореми 1 отримаємо, що T лiнiйно й неперервно дiє з
H(G1) в H(G2), причому TE̺(λz;µ1) = exp(aλ̺)E̺(λz;µ2). Оскiльки
T має лiнiйний неперервний обернений оператор (його характеристи-
чною функцiєю є exp(−aλ̺)E̺(λz;µ1)), то T є iзоморфiзмом просто-
ру H(G1) на простiр H(G2). Переконаємось, що T задовольняє (10).
Справдi, для λ ∈ C \ {0} маємо

TD̺,µ1E̺(λz;µ1) = λTE̺(λz;µ1) =

= λ exp(aλ̺)E̺(λz;µ2) = exp(aλ̺)D̺,µ2E̺(λz;µ2) =

= D̺,µ2 [exp(aλ̺)E̺(λz;µ2)] = D̺,µ2TE̺(λz;µ1).

Звiдси, оскiльки система {E̺(λz;µ1) : λ ∈ C} — повна в H(G1), а
оператори T , D̺,µ1 i D̺,µ2 — лiнiйнi й неперервнi у вiдповiдних прос-
торах, випливає спiввiдношення (10). Теорему доведено.
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