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ОСОБЫЕ СЛУЧАИ НЕУСТОЙЧИВОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ
РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ МНОГОТОКОВОЙ МОДЕЛИ
СИНХРОННОГО ГИРОСКОПА В КАРДАНОВОМ ПОДВЕСЕ

Изучается устойчивость стационарных решений системы дифференциальных уравнений
движения гироскопа в кардановом подвесе, имеющего вертикальную наружную ось подвеса
и снабженного синхронным электромотором, который приводит гироскоп (ротор электро-
мотора) во вращение. Используются обобщенная механическая модель гироскопа в карда-
новом подвесе, предложенная П.В. Харламовым, и математическая модель электромотора,
включающая дифференциальные уравнения для электрических токов в обмотках ротора.
Стационарные решения рассматриваемой системы уравнений описывают регулярные пре-
цессии и равномерные вращения ротора. Ранее авторы доказали устойчивость стационар-
ных решений при наличии изолированного минимума полной приведенной потенциальной
энергии, равной сумме механической приведенной потенциальной энергии и потенциаль-
ной энергии, связанной с электромотором. Была установлена также неустойчивость этих
решений при отсутствии изолированного минимума полной приведенной потенциальной
энергии. В данной статье анонсирована схема доказательства неустойчивости стационар-
ных решений в особом случае, когда механическая приведенная потенциальная энергия
является постоянной по отношению к углу поворота внутренней “рамки” карданова подве-
са.

Ключевые слова: гироскоп в кардановом подвесе, стационарное движение, синхронный
электромотор, устойчивость по Ляпунову, приведенная потенциальная энергия.

Введение. П.В. Харламов является пионером исследования динамики
механических систем весьма общего вида. Постановка такого рода задач обу-
словлена потребностями техники, но она приводит к очень сложным мате-
матическим моделям, для изучения которых часто приходится использовать
приближенные методы. Стандартные подходы к построению моделей систем
связанных твердых тел приводят лишь к указанию последовательности опе-
раций при составлении уравнений. Публикации П.В. Харламова [1, 2] были
первыми, сообщавшими о полученных в явном виде динамических и кине-
матических дифференциальных уравнениях для цепи, состоящей из любого
числа тел (вообще говоря, гиростатов), последовательно соединенных сфери-
ческими или цилиндрическими шарнирами. Они положили начало многим
теоретическим исследованиям динамики систем связанных твердых тел (см.
обзор [3]). Частным случаем рассмотренной в [2] системы гиростатов, свя-
занных цилиндрическими шарнирами, является система трех твердых тел
произвольной формы, связанных цилиндрическими шарнирами с неколлине-
арными осями [4], но при этом такая система является существенным обоб-
щением общепринятой модели гироскопа в кардановом подвесе.

Настоящая статья является продолжением работ [5, 6]. В [5] дана поста-
новка задачи о движении гироскопа в кардановом повесе, в которой исполь-
зуется упомянутая выше обобщенная механическая модель этого прибора
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[2, 4], а вместо принятого в литературе упрощенного выражения для вра-
щающего момента синхронного электромотора динамика такого электромо-
тора описывается при помощи системы дифференциальных уравнений, пред-
ложенной в [7]. Момент сил трения относительно оси ротора предполага-
ется нелинейной функцией угловой скорости вращения ротора электромо-
тора относительно его статора, т. е. внутренней “рамки” карданова подвеса.
Моменты сил трения и управляющие моменты относительно осей подвеса
предполагаются отсутствующими. Прибор находится в поле силы тяжести,
а наружная ось подвеса вертикальна, вследствие чего система дифференци-
альных уравнений движения прибора имеет циклический интеграл, и угол
поворота наружной “рамки” является циклической координатой.

Стационарные решения системы дифференциальных уравнений движе-
ния такого прибора описывают равномерные вращения ротора и его регу-
лярные прецессии относительно наружной оси подвеса. В [5] установлена
устойчивость стационарных решений в случае, когда механическая приве-
денная потенциальная энергия и потенциальная энергия, связанная с элек-
тромотором, имеют изолированные минимумы, т. е. полная приведенная по-
тенциальная энергия имеет изолированный минимум. В [6] доказаны теоремы
о неустойчивости стационарных решений при отсутствии минимума полной
приведенной потенциальной энергии (при условии, что механическая приве-
денная потенциальная энергия отлична от постоянной).

В данной работе сформулированы теоремы о неустойчивости стационар-
ных решений в случае постоянства механической приведенной потенциальной
энергии, изложены без доказательств леммы, на которые опирается доказа-
тельство этих теорем.

1. Исходные соотношения. Динамика рассматриваемой электроме-
ханической системы описывается в [5] системой обыкновенных дифферен-

циальных уравнений с фазовым вектором (α̇, β̇, ϕ̇, β, ϕ, i0, i1, . . . , in2
). Здесь

α, β — углы поворота "рамок" карданова подвеса, ϕ — угол поворота рото-
ра относительно внутренней "рамки", i0 — ток в обмотке возбуждения на
роторе, in (n = 1, . . . , n2) — токи в стержнях демпферной обмотки.

При этом кинетическая энергия для используемой здесь обобщенной мо-
дели гироскопа в кардановом подвесе выражается по формуле

T (α̇, β̇, ϕ̇, β) =
1

2

[
G(β)α̇2 +Hβ̇2 + Cϕ̇2 + 2N(β)α̇β̇ + 2Q(β)α̇ϕ̇+ 2Rβ̇ϕ̇

]
, (1)

где C — осевой момент инерции ротора. Зависимости входящих в эту формулу
величин G,N,Q и потенциальной энергии силы тяжести U от угла β имеют
следующую структуру [4, 5]

G(β) = g0 + g1 sin β + g2 cosβ + g3 sin 2β + g4 cos 2β,

N(β) = n0 + n1 sin β + n2 cos β, Q(β) = q0 + q1 sin β (q1 > 0),

U(β) = u0 + u1 sin β + u2 cos β.

(2)
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При любом β кинетическая энергия (1) — положительно определенная

квадратичная форма угловых скоростей α̇, β̇, ϕ̇. Поэтому, согласно критерию
Сильвестра,

G(β) > 0, G(β)H −N2(β) > 0, G(β)C −Q2(β) > 0, J(β) > 0 (3)

при любом β. Здесь J(β) — определитель квадратичной формы 2T .
Вместо переменной ϕ удобнее пользоваться переменной γ = ϕ − ωt, где

ω > 0 — постоянная угловая скорость вращения магнитного поля в статоре.
Вместо переменной i0 удобно ввести переменную x = i0 − u/R1, где u > 0 —
постоянное напряжение на обмотке возбуждения, R1 — активное сопротив-
ление этой обмотки.

Момент сил сопротивления относительно оси ротора предполагается не-
четной непрерывно дифференцируемой монотонно убывающей нелинейной
функцией M = M(ϕ̇) угловой скорости ротора ϕ̇. Поскольку ϕ̇ = ω + γ̇,
момент M(ϕ̇) представляется в виде

M(ϕ̇) = M(ω + γ̇) = −c0 +∆M(γ̇),

где
∆M(γ̇) = M(ω + γ̇)−M(ω), c0 = −M(ω) (c0 > 0).

Функция ∆M(γ̇) является монотонно убывающей вместе с M(ϕ̇), и поэтому
при γ̇ 6= 0 знак ∆M(γ̇) противоположен знаку γ̇:

γ̇∆M(γ̇) < 0 (γ̇ 6= 0), ∆M(0) = 0. (4)

Исходные уравнения движения прибора получены в [5] в виде системы
(5). Они допускают интеграл

α̇G(β) + β̇N(β) + (ω + γ̇)Q(β) = p (p = const). (5)

Пользуясь равенством (5), введем вместо α̇ в качестве новой переменной
величину p. Получаем преобразованную систему уравнений движения син-
хронного гироскопа в кардановом подвесе. Она записана в [5] в виде (8).
Устойчивость любого решения исходной системы эквивалентна устойчивости
соответствующего решения преобразованной системы. Отбросив в преобра-
зованной системе уравнение ṗ = 0, получаем приведенную систему Sp, со-
ответствующую данному значению p.

Обозначим через

y = (p, β̇, γ̇, β, γ, x, i1, . . . , in2
), zp = (β̇, γ̇, β, γ, x, i1, . . . , in2

) (6)

фазовые векторы преобразованной системы и приведенной системы Sp. При
использовании радианной меры углы β, γ — безразмерные величины. Предпо-
лагаем, что время, а также все компоненты фазового вектора преобразован-
ной и приведенной системы и их функции, входящие в эти системы, отнесены
к величинам такой же размерности и поэтому являются безразмерными.
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2. Стационарные решения и энергетические соотношения. В [5]
установлено, что преобразованная система имееет стационарные решения

p = p0, β̇ = 0, γ̇ = 0, β = β0, γ = γ0, x = 0, i1 = 0, . . . , in2
= 0, (7)

которые описывают равномерные вращения и регулярные прецессии рото-
ра. Здесь при каждом значении p0 значения β0 определяются условием
U ′

∗
(p0, β) = 0, где штрих означает дифференцирование по β,

U∗(p, β) =
[ p− ωQ(β)]2

2G(β)
+ U(β) (8)

— механическая приведенная потенциальная энергия. Значения γ0 определя-
ются уравнением

b0 sin γ + c0 = 0, (9)

где b0, c0 > 0 — электротехнические параметры. Далее предполагается, что
c0/b0 < 1, и тогда уравнение (9) определяет два счетных набора значений
γ1s, γ2s величины γ0:

γ1s = γ(0) + 2πs, γ2s = γ(1) + 2πs, s = 0,±1,±2, . . . , (10)

γ(0) = − arcsin c0/b0 ∈ (−π/2, 0), γ(1) = −π − γ(0) ∈ (−π,−π/2). (11)

Определение (9) стационарных значений γ0 угла γ можно записать в виде
dU1(γ)/dγ = 0, где

U1(γ) =

γ∫

0

(b0 sinσ + c0) dσ = b0(1− cos γ) + c0γ (12)

— потенциальная энергия, связанная с синхронным электромотором. Опреде-
ленным в (10), (11) значениям γ1s и γ2s (s = 0,±1,±2, . . . ) угла γ соответству-
ют точки локального минимумума и локального максимума функции U1(γ).

Если выделено некоторое стационарное решение (7) преобразованной си-
стемы, соответствующее определенным значениям p0, β0, γ0, то для функции
U∗(p

0, β) существуют четыре возможности: функция U∗(p
0, β) переменной β

в точке β = β0 имеет A) изолированный минимум, B) изолированный мак-
симум, C) перегиб с горизонтальной касательной, D) U∗(p

0, β) ≡ const. При
этом для функции U1(γ) существуют две возможности: функция U1(γ) в точ-
ке γ = γ0 имеет a) изолированный минимум, b) изолированный максимум.
Комбинируя эти возможности, получаем 8 типов стационарных решений пре-
образованной системы, которые обозначаем следующим образом: Aa, Ba, Ca,
Da, Ab, Bb, Cb, Db. В [5] доказана устойчивость стационарных решений в слу-
чае Aa. В [6] установлена неустойчивость стационарных решений в случаях
Ab, Ba, Ca, Bb, Cb. Цель настоящей работы состоит в том, чтобы установить
неустойчивость стационарных решений в оставшихся случаях Da, Db.
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Исследование проводится с использованием следующих энергетических
соотношений.

Рассмотрим функцию w, которая является суммой механической кинети-
ческой энергии прибора, его механической потенциальной энергии и аналога
кинетической энергии для электрической части прибора:

w(α̇, β̇, γ̇, β, x, i1, . . . , in2
) =

1

2

[
G(β)α̇2 +Hβ̇2 +C(ω + γ̇)2 + 2N(β)α̇β̇+

+2Q(β)α̇(ω + γ̇) + 2Rβ̇(ω + γ̇)
]
+

1

2
L1x

2 +
1

2
L2

n2∑

n=1

i2n + U(β).

Вычислив производную этой функции по t в силу исходной системы уравне-
ний, т. е. системы уравнений (5) из [5], получаем

ẇ(γ̇, γ, x, i1, . . . , in2
) = −(m+ k)(ω + γ̇)γ̇ −R1x

2 −R2

n2∑
n=1

i2n−

−ωa1x sin γ − ωa2

n2∑

n=1

in cos(γ −
π

4
+

2πn

n2
)− (ω + γ̇)(b0 sin γ + c0).

Пусть теперь функция Ляпунова Vp определена формулой

Vp(β̇, γ̇, β, γ, x, i1, . . . , in2
) =

= T∗(β̇, γ̇, β) + T1(x, i1, . . . , in2
) + U∗(p, β) + U1(γ),

(13)

где

T∗(β̇, γ̇, β) =
1

2G(β)

{
β̇2[G(β)H −N2(β)]+

+2β̇γ̇[G(β)R −Q(β)N(β)] + γ̇2[G(β)C −Q2(β)]
}
,

T1(x, i1, . . . , in2
) =

1

2
L1x

2 +
1

2
L2

n2∑

n=1

i2n,

(14)

а функции U∗(p, β), U1(γ) определены в (8), (12).
Производная функции Vp по t в силу преобразованной системы и в силу

приведенной системы Sp равна

V̇p(γ̇, x, i1, . . . , in2
) = −mγ̇2 + γ̇∆M(γ̇)−R1x

2 −R2

n2∑
n=1

i2n. (15)

Из неравенств Сильвестра (3) следует, что при любом значении β функция
T∗, определенная в (14), является определенно положительной квадратичной

формой относительно β̇, γ̇. Из (15), (4) следует, что V̇p ≤ 0.
В определении (13) функции Vp сумму T∗ + T1 можно рассматривать как

полную приведенную кинетическую энергию, а сумму Up = U∗ + U1 — как
полную приведенную потенциальную энергию рассматриваемой электромеха-
нической системы. Пользуясь функцией Up, определения стационарных зна-
чений β0, γ0 углов β, γ можно записать в виде ∂Up/∂β = 0, ∂Up/∂γ = 0.
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3. Условия D1, D2 постоянства приведенной механической потен-
циальной энергии. В следующей лемме сформулированы условия, при
выполнении которых имеет место случай D постоянства приведенной меха-
нической потенциальной энергии U∗. Доказательство этой леммы дано в [8, 9].

Лемма 1. Постоянная p̃ такая, что U∗(p̃, β) ≡ const, существует тогда
и только тогда, когда конструктивные параметры гироскопа в кардановом
подвесе удовлетворяют одной из двух групп условий (см. (2)):

D1 : g2 = g3 = 0, u1 = u2 = 0, g21 + 8g4(g0 + g4) = 0

(g4 < 0, g0 + g4 > 0, |g1| > 4|g4|);

D2 : g2 = g3 = g4 = 0, u2 = 0, 2u1g1 + ω2q21 = 0

(g1, u1 6= 0, |g0| > |g1|).

При выполнении условий D1 специальное значение постоянной p однозначно
определено формулой

p̃ = ωq0 − 2ωq1(g0 + g4)/g1, (16)

а приведенная механическая потенциальная энергия (8) равна

U∗(p, β) = −4(p − p̃)g4
(p − p̃)g1 + 2(p̃ − ωq0)(g1 − 4g4 sin β)

g1(g1 − 4g4 sinβ)2
. (17)

При условиях D2 специальное значение постоянной p однозначно опреде-
лено формулой

p̃ = ωq0 − ωq1g0/g1, (18)

а приведенная механическая потенциальная энергия (8) равна

U∗(p, β) = (p− p̃)
(p − p̃)g1 − 2ωq1(g0 + g1 sin β)

2g1(g0 + g1 sin β)
. (19)

В [10] доказано, что существуют значения механических параметров,
удовлетворяющие условиям D1, D2, и там же приведены примеры выбора
числовых значений параметров систем, удовлетворяющих этим условиям.

4. Принцип инвариантности Ла-Салля. План исследования.
Если выполнены условия D1 или D2, то U∗(p̃, β) ≡ const, и преобразованная
система имеет стационарное решение

p = p̃, β̇ = 0, γ̇ = 0, β = β̃0, γ = γ̃0, x = 0, i1 = 0, . . . , in2
= 0 (20)

при β̃0 любом и γ̃0, равном одному из значений (10).
Для исследования устойчивости таких стационарных решений в данной

работе используются нелокальные свойства решений возмущенной приведен-
ной системы Sp, соответствующей малым по модулю ненулевым возмущениям
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p − p̃ при условиях D1 и D2. Эти нелокальные свойства устанавливаются с
помощью принципа Ла-Салля в виде теоремы VIII из книги [11], которая
следующим образом формулируется применительно к отдельно взятому ре-
шению системы обыкновенных дифференциалных уравнений.

Теорема 1. Пусть задана автономная система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

ż = Z(z), (21)

где z ∈ Rn, функция Z : Rn → Rn — непрерывно дифференцируемая. Пусть
V : Rn → R — непрерывно дифференцируемая функция, производная которой
по времени в силу системы (21) удовлетворяет условию

V̇ (z) ≤ 0, z ∈ Rn.

Обозначим через M максимальное инвариантное множество, образованное
фазовыми траекториями непродолжаемых влево и вправо решений z(t) си-

стемы (21), для которых V̇ (z(t)) = 0 для всех t из максимального интервала
их существования.

Пусть для решения z(t), t ∈ [0,∞), системы (21) выполнены условия:
(a) функция V (z(t)) ограничена снизу при всех t ∈ [0,∞);
(b) решение z(t) ограничено на промежутке [0,∞).

Тогда решение z(t) неограниченно приближается к M при t → ∞.
Для рассматриваемой здесь системы в качестве функции V , фигурирую-

щей в теореме 1, используется функция Vp, определенная формулой (13) и
имеющая знакопостоянную отрицательную производную (15).

5. Леммы о неограниченности и ограниченности решений и о
значенииях γ для решений с V̇p = 0. В этом пункте сформулированы
леммы 3 – 5 о свойствах решений приведенной системы. Им предшествует
лемма 2, на которую опирается доказательство леммы 3.

Лемма 2. Пусть правая часть Z : Rn → Rn системы дифференциальных
уравнений (21) является локально липшицевой. Если для решения z(t) этой
системы его максимальный правый интервал существования [0, τ) конечен,
то решение z(t) неограничено на этом интервале.

Лемма 3. Пусть для решения

zp(t) =
(
β̇(t), γ̇(t), β(t), γ(t), x(t), i1(t), . . . , in2

(t)
)

приведенной системы Sp его правый максимальный интервал существова-
ния J+

p = [0, τp) конечен, т. е. 0 < τp < ∞. Тогда хотя бы одна из угловых
переменных β, γ в этом решении неограничена по модулю при t → τp.

Лемма 4. Пусть в решении zp(t), t ∈ [0,∞), приведенной системы Sp

его компонента γ(t) ограничена при t ∈ [0,∞). Тогда в этом решении все его
компоненты ограничены при t ∈ [0,∞), если величина β рассматривается
как точка окружности единичного радиуса.
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Лемма 5. Если приведенная система Sp имеет решение

β̇(t), γ̇(t), β(t), γ(t), x(t), i1(t), . . . , in2
(t), t ∈ [0,∞),

на котором V̇p(t) = 0 при всех t ≥ 0, то для такого решения γ(t) = γ0

(t ≥ 0), где γ0 — одно из стационарных значений (10) угла γ, определенных
уравнением b0 sin γ

0 + c0 = 0 при 0 < c0/b0 < 1.

6. Структура множества стационарных решений при условиях
D1 или D2 и малых |p − p̃| 6= 0. Если выполнены условия D1 или D2

леммы 1, то U∗(p̃, β) ≡ const, и преобразованная система имеет стационарное

решение (20), где β̃0 — любое, а γ̃0 — одно из значений (10), существующих
при c0/b0 < 1. Решению (20) преобразованной системы соответствует решение

β̇ = 0, γ̇ = 0, β = β̃0, γ = γ̃0, x = 0, i1 = 0, . . . , in2
= 0 (22)

приведенной системы Sp̃, в котором β̃0 — любое, а γ̃0 — одно из значений (10).
Чтобы изучить вопрос об устойчивости стационарного решения (20), в

п. 8 с помощью теоремы 1 проводится анализ нелокального поведения ре-
шений возмущенной приведенной системы Sp, соответствующей ненулевому
возмущению δp = p− p̃ постоянной p. Нелокальное поведение таких решений
связано со структурой множества стационарных решений системы Sp. Струк-
тура этого множества при условиях D1, D2 устанавливается в леммах 6, 7.

Лемма 6. Пусть c0/b0 < 1 и выполнены условия D1, указанные в лемме 1.
Пусть величины δp1, δp2 и β1n, β2n определены формулами

δp1 = −

∣∣∣∣
p̃− ωq0

g1

∣∣∣∣ (|g1|+ 4|g4|), δp2 =

∣∣∣∣
p̃− ωq0

g1

∣∣∣∣ (|g1| − 4|g4|), (23)

β1n = 2πn+
π

2
, β2n = 2πn−

π

2
(n = 0,±1,±2, . . . ), (24)

а величины γ1s, γ2s (s = 0,±1,±2, . . . ) определены формулами (10), (11).
Тогда
1) δp1 < 0, δp2 > 0,
2) при положительных возмущениях δp = p− p̃ ∈ (0, δp2) периодическая

по β функция U∗(p, β), определенная формулой (17), имеет локальные мини-
мумы в точках β2n и локальные максимумы в точках β1n; при отрицатель-
ных возмущениях δp ∈ (δp1, 0) функция U∗(p, β) имеет локальные минимумы
в точках β1n и локальные максимумы в точках β2n (n = 0,±1,±2, . . . ); на
интервалах между точками локальных минимумов и максимумов функция
U∗(p, β) является строго монотонной,

3) функция U1(γ), определенная формулой (12), имеет локальные мини-
мумы в точках γ1s и локальные максимумы в точках γ2s (s = 0,±1,±2, . . . );
на интервалах между точками локальных минимумов и максимумов эта
функция строго монотонна,
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4) множество стационарных решений приведенной системы Sp состоит
из точек

β̇ = 0, γ̇ = 0, β = β0, γ = γ0, x = 0, i1 = 0, . . . , in2
= 0, (25)

где β0 — одно из значений β1n, β2n (n = 0,±1,±2, . . . ), а γ0 — одно из зна-
чений γ1s, γ2s (s = 0,±1,±2, . . . ).

Лемма 7. Пусть выполнены условия D2, указанные в лемме 1. Пусть
c0/b0 < 1, величины β1n, β2n (n = 0,±1,±2, . . . ) определены формулами (24),
а величины γ1s, γ2s (s = 0,±1,±2, . . . ) — формулами (10), (11).

Тогда
1) для любых возмущений δp = p − p̃ 6= 0 периодическая по β функция

U∗(p, β), определенная формулой (19), при g1 > 0 имеет локальные миниму-
мы в точках β1n и локальные максимумы в точках β2n, а при g1 < 0 эта
функция имеет локальные минимумы в точках β2n и локальные максимумы
в точках β1n (n = 0,±1,±2, . . . ), на интервалах между точками локальных
минимумов и максимумов функция U∗(p, β) является строго монотонной;

2) функция U1(γ), определенная формулой (12), имеет локальные мини-
мумы в точках γ1s и локальные максимумы в точках γ2s (s = 0,±1,±2, . . . ),
на интервалах между точками локальных минимумов и максимумов эта
функция строго монотонна;

3) множество стационарных решений приведенной системы Sp состоит
из точек (25,) где β0 — одно из значений β1n, β2n (n = 0,±1,±2, . . . ), а γ0 —
одно из значений γ1s, γ2s (s = 0,±1,±2, . . . ).

Из формул (17), (19) следует, что в случае D1

U
′

∗
(p, β) = −32(p − p̃)g24

(p− p̃)g1 + (p∗ − ωq0)(g1 − 4g4 sin β)

g1(g1 − 4g4 sinβ)3
cos β,

а в случае D2

U
′

∗
(p, β) = −(p− p̃)2

g1 cos β

2(g0 + g1 sin β)2
.

Леммы 6, 7 дают качественное описание зависимости функции U∗(p, β) от
β при условиях D1, D2 и позволяют изобразить при этих условиях поверхно-
сти U∗ = U∗(p, β) и Up = Up(β, γ) = U∗(p, β) + U1(γ) (см. [10]).

Сечения поверхности U∗(p, β) плоскостями p = const 6= p̃ представляют
собой деформированные синусоидальные кривые. При условиях D1 точки
минимумов и максимумов этих кривых меняются местами при изменении
знака возмущения p − p̃, если это возмущение достаточно мало по модулю.
При условиях D2 положение точек минимума и максимума не изменяется при
изменении знака возмущения.
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7. Нелокальное поведение решений приведенной системы Sp при
условиях D1, D2 и малых |p − p̃| 6= 0. Для исследования устойчивости
стационарных решений вида (20), которые при условиях D1 и D2 и p = p̃

существуют при всех β̃0, используются нелокальные свойства решений во-
змущенной приведенной системы Sp при ненулевых возмущениях δp = p− p̃.
Такие свойства установлены в следующей лемме для решений, определенных
на бесконечном промежутке времени [0,∞) и ограниченных по переменной γ.

Лемма 8. Пусть c0/b0 < 1 и выполнены условия D1 или D2. Пусть в
случае выполнения условий D1 приведенная система Sp соответствует не-
нулевому возмущению δp = p − p̃ из интервала (δp1, δp2), где δp1, δp2 опре-
делены в (23), а в случае выполнения условий D2 приведенная система Sp

соответствует произвольному ненулевому возмущению δp = p − p̃. Если
в решении zp(t), t ∈ [0,∞), такой системы Sp функция γ(t) ограничена по
модулю при t ∈ [0,∞), то справедлива следующая альтернатива:

1) функция β(t), t ∈ [0,∞), в этом решении неограничена по модулю;
2) это решение при t → ∞ стремится к одной из стационарных точек

системы Sp, указанных в леммах 6, 7.

8. Неустойчивость стационарных решений в случае постоянства
приведенной потенциальной энергии. Если выполнены условия D1 или

D2, указанные в лемме 1, то U∗(p̃, β)
β
≡ const, и преобразованная система

имеет стационарное решение (20), где p̃ определено формулой (16) или (18),

β̃0 — любое, а γ̃0 равно одному из значений (10), существующих при c0/b0 < 1.

Ему соответствует решение (22) приведенной системы Sp̃, в котором β̃0 —
любое, а γ̃0 равно одному из значений (10). С учетом определений (6) фазовых
векторов эти решения задаются векторами

ỹ0 = (p̃, 0, 0, β̃0, γ̃0, 0, 0, . . . , 0), z̃0p̃ = (0, 0, β̃0, γ̃0, 0, 0, . . . , 0).

Пусть zp(t, zp0) — решение приведенной системы Sp при начальном усло-
вии zp(0, zp0) = zp0, Jp(zp0) — максимальный интервал существования этого
решения, J+

p (zp0) = [0, τp(zp0)) — его максимальный правый интервал су-
ществования. Через ||zp|| обозначаем норму вектора zp, равную максималь-
ному из модулей его компонент. Через Bδ(z̃

0
p̃) обозначаем открытый шар

радиуса δ > 0 с центром z̃0p̃ , а через Iδ(p̃) обозначаем числовой интервал

Iδ(p̃) = (p̃ − δ, p̃ + δ).
Неустойчивость решения y = ỹ0 преобразованной системы означает, что

для решений zp(t, zp0) возмущенных приведенных систем Sp выполняется та-
кое свойство:
(
∃ε > 0

)(
∀δ > 0

)(
∃p ∈ Iδ(p̃)

)(
∃zp0 ∈ Bδ(z̃

0
p̃)
)(
∃t ∈ J+

p (zp0)
)
||zp(t, zp0)−z̃0p̃ || ≥ ε.

(26)
На вопрос об устойчивости решений вида (20) при условиях D1 отвечает

теорема 2.
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Теорема 2. Пусть c0/b0 < 1, выполнены условия D1, указанные в лем-
ме 1, а постоянная p̃ определена по формуле (16). Тогда при любом значении

β̃0 и любом значении γ̃0 из двух наборов (10) стационарное решение (20)
преобразованной системы неустойчиво.

Доказательство теоремы 2 основано на том, что при малых по модулю
возмущениях δp = p − p̃ 6= 0 стационарная точка невозмущенной приведен-
ной системы Sp̃ переходит в обыкновенную точку возмущенной приведенной
системы Sp, причем, по лемме 6, при надлежащем выборе знака δp ближай-
шие к ней достижимые из ее окрестности стационарные точки системы Sp

удалены от исходной точки на конечное расстояние. Но, в соответствии с
леммой 8, возмущенные решения притягиваются к одной из стационарных
точек системы Sp. Поэтому в данном случае эти решения уходят на конечное
расстояние от исходной точки, что, согласно (26), означает неустойчивость
невозмущенного решения преобразованной системы.

В соответствии с леммой 7, при условиях D2 положение точек минимума
и максимума функции U∗(p, β) не изменяется при перемене знака возмуще-
ния δp = p − p̃. Поэтому при условиях D2 техника доказателства теоремы2
не позволяет полностью решить вопрос об устойчивости в случае, когда рас-
сматриваемая стационарная точка невозмущенной приведенной системы Sp̃

при ненулевом возмущении δp переходит в точку минимума механической
потенциальной энергии U∗(p, β) возмущенной приведенной системы Sp. Эта
техника при условиях D2 приводит к следующему результату.

Теорема 3. Пусть c0/b0 < 1, выполнены условия D2, указанные в лем-
ме 1, а постоянная p̃ определена по формуле (18). Тогда

1) стационарное решение (20) преобразованной системы неустойчиво в

случае, когда значение β̃0 не является точкой минимума функции ∆U∗(p, β)
при p 6= p̃, а γ̃0 — любое из значений γ1s, γ2s (s = 0,±1,±2, . . . ), указанных в
(10);

2) стационарное решение (20) преобразованной системы неустойчиво в

случае, когда значение β̃0 является точкой минимума функции ∆U∗(p, β)
при p 6= p̃, а γ̃0 — одна из точек γ2s (s = 0,±1,±2, . . . ) максимума функции
∆U1(γ), указанных в (10).

Из теорем 2, 3 и результатов статей [5, 6] следует такой вывод.

Теорема 4. Наличие изолированного минимума полной приведенной по-
тенциальной энергии Up0(β, γ) = U∗(p

0, β) +U1(γ) в точке (β0, γ0) является
необходимым и достаточным условием устойчивости любого стационар-
ного решения (7), исключая, быть может, случай, когда при условиях D2

рассматривается стационарное решение, для которого p0 = p̃, а в качестве
(β0, γ0) выбрана точка минимума функции Up(β, γ) при p 6= p̃.

Уравновешенный гироскоп (U(β) ≡ const) и гироскоп общепринятой кон-
струкции (G(β) = g0 + g4 cos 2β) не удовлетворяют условиям D2 (а именно,
неравенствам u1 6= 0 и g1 6= 0). Поэтому для них наличие изолированного
минимума функции Up(β, γ) в стационарной точке является необходимым и
достаточным условием устойчивости любого стационарного режима.
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B.I. Konosevich, Yu.B. Konosevich

Special cases of instability of steady solutions of equations of a multi-current
model of a gimbals mounted synchronous gyroscope

The subject of investigation is the dynamics of a gimbals mounted gyroscope placed on the
immovable foundation in the field of gravity and supplied with the synchronous electric motor,
which sets the gyroscope (rotor) in rotation. A mathematical model of the synchronous electric
motor is taken that includes differential equations for electric currents in the windings of the
rotor. Frictional and control torques acting about the axis of gimbals are assumed to be zero.
The frictional torque acting about the axis of the rotor is assumed to be nonlinear function of
its angular velocity with respect to the stator. In the paper, the proof of the following result
is announced: in the special cases, when the reduced mechanical potential energy of gravity is
constant, steady-state motions of the device are unstable.

Keywords: gimbals mounted gyroscope, steady motion, synchronous electric motor, Lyapunov
stability, reduced potential energy.
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