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ОЦЕНКА СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ
КОШИ С БЫСТРО ОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ ПЕРИОДИЧЕСКИМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Рассмотрена обратная задача Коши уравнения с периодическими быстро осцилирующими коэффи-
циентами. Используя вероятностное представление решения, найдена скорость сходимости решения
исходной задачи к решению соответствующей усредненной задачи.

Введение. В работе [1] приведены достаточные условия для того, чтобы семей-
ство мартингалов µε

t при достаточно малых ε > 0 было "близко" к винеровскому
семейству σWε(t), t ∈ [0, T ] в смысле метрики sup

06t6T
M |µε

t − σWε(t)|2 6 γε, где функ-

ция γε → 0 при ε → 0 выписана в явном виде, а именно, доказано следующее
утверждение.

Теорема 1. Пусть
{
µt,=t

0, t > 0
}
– непрерывный локальный мартингал, такой

что lim
t→+∞ [µ, µ]t = +∞, а τt = inf

{
s > 0 : [µ, µ]s > σ2t

}
конечный марковский мо-

мент для каждого t > 0. Тогда найдётся стандартный винеровский процесс Wt,
такой, что выполняется неравенство

sup
06t6T

M
∣∣∣εµt/ε2 − σεWt/ε2

∣∣∣
2

6 sup
06t6T

M
∣∣∣ε2 〈µ, µ〉t/ε2 − σ2t

∣∣∣ . (1)

В настоящей работе рассматривается решение однородного по времени стохасти-
ческого дифференциального уравнения с периодическими коэффициентами, именно
решение уравнения

ξ(t) = ξ(0) +

t∫

0

α(ξ(s))ds +

t∫

0

β(ξ(s))dW (s), (2)

где W (s) – стандартный винеровский процесс, ξ(0) – неслучайное начальное условие,
периодические с периодом 1 коэффициенты, такие, что

α(x) = α(x + 1), β(x) = β(x + 1), |α(x)| 6 K < +∞,

0 < λ 6 β2(x) 6 K < +∞,

|α(x)− α(y)|+ |β(x)− β(y)| 6 L |x− y| .
(3)

В качестве µε
t будет взят процесс

µε
t = ε

t/ε2∫

0

β(ξ(s))dW (s). (4)

Работа выполнена при поддержке гранта ДФФД Ф25 (для ВНЗ)
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Используя вероятностное представление решения, будет найдена оценка скорости
сходимости в обратной задаче Коши с периодическими быстро осциллирующими
коэффициентами.

1. Вспомогательные результаты. Оценка скорости сближения норми-
рованных интегралов от диффузионных процессов с периодическими ко-
эффициентами с семейством непрерывных мартингалов. Пусть ρ(x) – реше-
ние периодической задачи

{
L∗ρ = 1

2
d2(ρ(x)β2(x))

dx2 − d(ρ(x)α(x))
dx = 0,

ρ(x) = ρ(x + 1),
(5)

однозначно определённое условием нормировки

1∫

0

ρ(x)dx = 1. (6)

Для заданных a(x), β(x) введём также и линейный оператор (см., например, [2])

LU =
1
2
β2(x)

d2U

dx2
+ α(x)

dU

dx
. (7)

Имеет место следующее утверждение: пусть α(x), β(x) удовлетворяют условиям (3),
тогда для произвольной 1-периодической функции f(x) существует и единственная
постоянная f̄ , такая, что периодическая задача

{
LU = f − f̄ ,

U(x + 1) = U(x), dU
dx (x + 1) = dU

dx (x)
(8)

имеет [3] единственное решение, принадлежащее пространству Соболева W 2,p [0, 1)
при каждом p ∈ [1,+∞) , причём постоянная f̄ подсчитывается по формуле f̄ =
1∫
0

f(x)ρ(dx). Займёмся решением задачи (5). Пусть (см. [2])

ϑ(x) = exp



−

x∫

0

2α(y)
β2(y)

dy



 . (9)

Нетрудно заметить, что при x ∈ [0, 1] для ϑ(x) cправедливы оценки

0 < exp
{
−2K

λ

}
= C−1 6 ϑ(x) 6 C = exp

{
2K

λ

}
< +∞. (10)

Рассмотрим (см. [2]) функцию

G0(x) =
2

(1 + ϑ(1))β2(x)ϑ(x)


ϑ(1)

x∫

0

ϑ(y)dy +

1∫

x

ϑ(y)dy


 . (11)
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Нетрудно заметить, что введенная функция G0(x) периодическая с периодом 1 функ-
ция. Таким образом,

ρ(x) = G0(x)




1∫

0

G0(y)dy



−1

(12)

является решением задачи (5) и удовлетворяет (6). Хорошо известно, что (см. [4],
стр.373) справедлива оценка

sup
x

∣∣Mf(ξx(t))− f̄
∣∣ 6 c sup

x
|f(x)| exp {−γt} , (13)

где постоянные c > 0, γ > 0 определяются через коэффициенты уравнения (2).
Обозначим через ψ(x) = dU

dx , тогда (8) перепишется в виде
{

dψ
dx + 2α(x)

β2(x)
ψ(x) =

2[f(x)−f̄]
β2(x)

,

ψ(x + 1) = ψ(x).
(14)

Нетрудно убедиться в том, что решением задачи (14) будет функция

ψ(x) = −ϑ−1(x)




1∫

x

ϑ(y)
2

[
f(y)− f̄

]

β2(y)
dy


 . (15)

В силу периодичности замечаем, что решение задачи (14) ограничено:

|ψ(x)| 6 4C2

λ
K = Dψ. (16)

Нетрудно убедиться также и в том, что решением уравнения (8) будет функция

U(x) = −
+∞∫

0

M
[
f(ξx(t))− f̄

]
dt, (17)

где ξx(t) = x +
t∫
0

α(ξx(s))ds +
t∫
0

β(ξx(s))dW (s). Покажем периодичность функции

U(x). Пусть x ∈ [k, k + 1), k ∈ Z,Z – множество целых чисел, а

ξx(t) = x +

t∫

0

α(ξx(s))ds +

t∫

0

β(ξx(s))dW (s). (18)

Наряду с (18) рассмотрим уравнение

ξx+1(t) = x + 1 +

t∫

0

α(ξx+1(s))ds +

t∫

0

β(ξx+1(s))dW (s).
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В силу периодичности коэффициентов α(x), β(x) имеем

ξx+1(t)− 1 = x +

t∫

0

α(ξx+1(s)− 1 + 1)ds +

t∫

0

β(ξx+1(s)− 1 + 1)dW (s),

откуда

η(t) = x +

t∫

0

α(η(s))ds +

t∫

0

β(η(s))dW (s), (19)

где η(t) = ξx+1(t) − 1. В силу единственности решения (19) следует η(t) = ξx(t),
ξx+1(t) = 1 + ξx(t), а в силу периодичности f(x) имеем f(ξx+1(t)) = f(ξx(t)), отку-
да в силу представления (17) следует периодичность U(x). Таким образом, пред-
ставление решения задачи (8) в виде (17) доказано. Из (17) с учётом (13) следует
ограниченность решения (8). Действительно

|U(x)| 6
+∞∫

0

∣∣M [
f(ξx(t))− f̄

]∣∣dt 6 Kc

+∞∫

0

exp {−γt} dt =
Kc

γ
= Du. (20)

Пусть U(x) – решение задачи (8), тогда, применяя формулу Ито к процессу U(ξ(t)),
получим

dtU(ξ(t)) = LU(ξ(t))dt + β(ξ(t))ψ(ξ(t))dW (t).

Из последнего в силу (8) следует

dtU(ξ(t)) =
[
f(ξ(t))− f̄

]
dt + β(ξ(t))ψ(ξ(t))dW (t).

Интегрируя последнее уравнение в пределах от 0 до t
/
ε2, имеем

ε2

t/ε2∫

0

[
f(ξ(s))− f̄

]
ds = −ε2[U(ξ(t/ε))− U(ξ(0))]− ε2

t/ε2∫

0

β(ξ(s))ψ(ξ(s))dW (s). (21)

Резюмируя выкладки, приходим к следующему утверждению.
Лемма 1. Пусть диффузионный процесс задан как решение уравнения (2), вы-

полнены условия (3), тогда для любой 1-периодической функцииf(x) (|f(x)| 6 K <
+∞) с вероятностью единица, справедлива оценка

sup
06t6T

∣∣∣∣∣∣∣
ε2

t/ε2∫

0

[
f(ξ(s))− f̄

]
ds + ε2

t/ε2∫

0

β(ξ(s))ψ(ξ(s))dW (s)

∣∣∣∣∣∣∣
6 ε22

Kc

γ
, (22)

где постоянные c > 0, γ > 0 из оценки (13), функция ψ(x) задаётся формулой (15),
а ρ(x) задаётся формулой (12), где G0(x) задано в (11).
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Следствие 1.

M sup
06t6T

∣∣∣∣∣ε
2

t/ε2∫

0

f(ξ(s))ds− f̄ t

∣∣∣∣∣ 6 ε22Du+

+εM sup
06t6T

∣∣∣∣∣ε
t/ε2∫

0

β(ξ(s))ψ(ξ(s))dW (s)

∣∣∣∣∣ 6 ε2 2Kc

γ
+ ε

√
T

8C2

λ
K
√

K.

(23)

Следствие 2.

M sup
06t6T

∣∣∣∣∣ε
2

t/ε2∫

0

β2 (ξ(s)) ds− tβ̄2

∣∣∣∣∣ 6 ε2 2Kc

γ
+ ε

√
T

8C2

λ
K
√

K, (24)

где

β̄2 =

1∫

0

β2(x)ρ(x)dx. (25)

Лемма 2. Из (25) и (1) в условиях леммы 1 следует оценка

sup
06t6T

M

∣∣∣∣∣ε
t/ε2∫

0

β(ξ(s))dW (s)− β̄W̃ε(t)

∣∣∣∣∣
2

6 sup
06t6T

M

∣∣∣∣∣ε
2

t/ε2∫

0

β2(ξ(s))ds− β̄2t

∣∣∣∣∣ 6

6 ε2 2Kc

γ
+ ε

√
T

8C2

λ
K
√

K.

(26)

Действительно, в силу оценки (24) 〈µ, µ〉t → +∞ с вероятностью1и моменты
τt = inf

{
s : 〈µ, µ〉s > β̄2t

}
для любого t > 0 с вероятностью1 конечны, т.е. имеет

место (1), в силу чего имеем (27).
2. Оценка скорости: сближения решений. Наряду с (2) рассмотрим случай-

ный процесс

ςε
t,x/ε(s) =

x

ε
+ ε

s∫

t

α
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dτ +

s∫

t

β
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dW (τ), 0 6 t 6 s 6 T. (27)

Введём в (28) "быстрое" время и умножим обе части уравнения на ε > 0, получим

εςε
t/ε2,x

(
s/ε2

)
= x + ε2

s/ε2∫

t/ε2

α
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dτ + ε

s/ε2∫

t/ε2

β
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dW (τ), 0 6 t 6 s 6 T.

(28)
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Наряду с (29) рассмотрим процесс

η̃ε
t,x(s) = x +

s∫

t

ᾱdτ +

s∫

t

β̄dW̃ε(τ), 0 6 t 6 s 6 T, (29)

где

ᾱ =

1∫

0

α(x)ρ(x)dx, β̄2 =

1∫

0

β2(x)ρ(x)dx,ρ(x) =
1

β2(x)




1∫

0

dy

β2(y)



−1

. (30)

Теорема 2. В условиях (3) справедлива оценка

sup
06t6s6T

M
∣∣∣εςε

t/ε2,x

(
s/ε2

)− η̃ε
t,x(s)

∣∣∣ 6 ε2 4Kc

γ
+ εT

16C2
ε

λ
K
√

K+

+ε

(
4
K4

λ3
+

K3

λ2

)
exp {10εK/λ}

(
T +

2
√

T√
λ

)
+

(
ε2 4Kc

γ
+ εT

16C2
ε

λ
K
√

K

) 1
2

,

(31)

здесь и далее

Cε = exp
{

2εK

λ

}
.

Доказательство. Пусть

ηε
t,x(s) = x +

s∫

t

ᾱεdτ +

s∫

t

β̄φdW̃ε(τ), 0 6 t 6 s 6 T, (32)

где

ᾱε =

1∫

0

α(x)ρε(x)dx,β̄2
ε =

1∫

0

β2(x)ρε(x)dx,

здесь

ϑε(x) = exp



2ε

x∫

0

α(y)dy

β2(y)



 ,

Gε
0(x) =

2
(1 + ϑε(1))β2(x)ϑε(x)


ϑε(1)

x∫

0

ϑε(y)dy +

1∫

x

ϑε(y)dy


 ,

ρε(x) = Gε
0(x)




1∫

0

Gε
0(y)dy



−1

.

(33)
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Вычитая (33) из (29), получим

εςε
t/ε2,x

(
s/ε2

)− ηε
t,x(s) = ε2

s/ε2∫

t/ε2

α
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dτ −

s∫

t

ᾱεdτ+

+ε

s/ε2∫

t/ε2

β
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dW (τ)−

s∫

t

β̄εdW̃ε(τ), 0 6 t 6 s 6 T.

(34)

Откуда,

sup
06t6s6T

M
∣∣∣εςε

t/ε2,x

(
s/ε2

)− ηε
t,x(s)

∣∣∣ 6

6 sup
06t6s6T

M

∣∣∣∣∣∣∣
ε2

s/ε2∫

t/ε2

α
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dτ −

s∫

t

ᾱεdτ

∣∣∣∣∣∣∣
+

+ sup
06t6s6T

M

∣∣∣∣∣∣∣
ε

s/ε2∫

t/ε2

β
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dW (τ)−

s∫

t

β̄εdW̃ε(τ)

∣∣∣∣∣∣∣
6

6 ε2 4Kc

γ
+ ε

√
T

16C2
ε

λ
K
√

K +
(

ε2 4Kc

γ
+ εT

16C2
ε

λ
K
√

K

) 1
2

.

(35)

Введём обозначения. Пусть

cε =

1∫

0

Gε
0(x)dx >

1∫

0

2
(1 + ϑε(1))β2(x)ϑε(x)


ϑε(1)

x∫

0

ϑε(y)dy +

1∫

x

ϑε(y)dy


dx >

> 2 exp {−6εK/λ}
K

, c0 =

1∫

0

2dy

β2(y)
> 2

K
.

Нетрудно заметить, что

|cε − c0| 6 1
λ

1∫

0

∣∣∣∣∣∣
2

(1 + ϑε(1))ϑε(y)


ϑε(1)

y∫

0

ϑε(z)dz +

1∫

y

ϑε(z)dz


− 2

∣∣∣∣∣∣
dy 6

6 2
λ

∣∣∣∣∣∣
1

(1 + ϑε(1)) exp {−2εK/λ}


ϑε(1)

1∫

0

ϑε(z)dz +

1∫

0

ϑε(z)dz


− 1

∣∣∣∣∣∣
6

6 2
λ

∣∣∣∣
exp {2εK/λ}

exp {−2εK/λ} − 1
∣∣∣∣ 6 2

λ
|exp {4εK/λ} − 1| 6 8εK

λ2
exp {4εK/λ} .
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Нетрудно также заметить, что

|ρε(x)− ρ(x)| =
∣∣∣∣
Gε

0(x)
cε

− 2
c0β2(x)

∣∣∣∣ 6

6

∣∣∣∣∣∣
2

cε(1 + ϑε(1))ϑε(x)β2(x)


ϑε(1)

x∫

0

ϑε(z)dz +

1∫

x

ϑε(z)dz


− 2

c0β2(x)

∣∣∣∣∣∣
6

6 K2

2λ
exp {6εK/λ} |cε − c0|+ ε

K2 exp {10εK/λ}
λ2

6

6 K2

2λ
exp {6εK/λ} 8εK

λ2
exp {4εK/λ}+ ε

K2 exp {10εK/λ}
λ2

6

6 ε

(
4
K3

λ3
+

K2

λ2

)
exp {10εK/λ} .

Таким образом,

|ρε(x)− ρ(x)| 6 ε

(
4
K3

λ3
+

K2

λ2

)
exp {10εK/λ} , (36)

а

|ᾱε − ᾱ| 6
1∫

0

|α(x)| |ρε(x)− ρ(x)| dx 6ε

(
4
K4

λ3
+

K3

λ2

)
exp {10εK/λ} ,

∣∣β̄2
ε − β̄2

∣∣ 6
1∫

0

β2(x) |ρε(x)− ρ(x)| dx 6 ε

(
4
K4

λ3
+

K3

λ2

)
exp {10εK/λ} .

(37)

Так как
∣∣ηε

t,x(s)− η̃ε
t,x(s)

∣∣ = [ᾱε − ᾱ] (s− t)+
[
β̄ε − β̄

] (
W̃ε(s)− W̃ε(t)

)
, 0 6 t 6 s 6 T,

то

M sup
06t6s6T

∣∣ηε
t,x(s)− η̃ε

t,x(s)
∣∣ 6 |ᾱε − ᾱ|T +

∣∣β̄ε − β̄
∣∣ M sup

06t6s6T

∣∣∣W̃ε(s)− W̃ε(t)
∣∣∣ 6

6 |ᾱε − ᾱ|T + 2

∣∣β̄2
ε − β̄2

∣∣
∣∣β̄ε

∣∣ +
∣∣β̄∣∣M sup

06t6T

∣∣∣W̃ε(t)
∣∣∣ 6 |ᾱε − ᾱ|T+

+

∣∣β̄2
ε − β̄2

∣∣
√

λ

[
M sup

06t6T

∣∣∣W̃ε(t)
∣∣∣
2
]1/2

6 |ᾱε − ᾱ|T + 2

∣∣β̄2
ε − β̄2

∣∣
√

λ

[
M

∣∣∣W̃ε(T )
∣∣∣
2
]1/2

6

6 |ᾱε − ᾱ|T + 2

∣∣β̄2
ε − β̄2

∣∣
√

λ

√
T ,

то с учётом (37) имеем оценку

M sup
06t6s6T

∣∣ηε
t,x(s)− η̃ε

t,x(s)
∣∣ 6 ε

(
4
K4

λ3
+

K3

λ2

)
exp {10εK/λ}

(
T +

2
√

T√
λ

)
. (38)
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Из (36) и (38) следует оценка

sup
06t6s6T

M
∣∣∣εςε

t/ε2,x

(
s/ε2

)− η̃ε
t,x(s)

∣∣∣ 6 ε2 4Kc

γ
+ ε

√
T

16C2
ε

λ
K
√

K+

+ε

(
4
K4

λ3
+

K3

λ2

)
exp {10εK/λ}

(
T +

2
√

T√
λ

)
+

(
ε2 4Kc

γ
+ εT

16C2
ε

λ
K
√

K

) 1
2

.

Теорема 2 доказана. ¤
Рассмотрим одно интересное приложение полученных результатов.
4. Обратная задача Коши для уравнения с правой частью. Рассмотрим

([5], стр.167) решение уравнения

∂uε(t, x)
∂t

+
1
2
β2

(x

ε

) ∂2uε(t, x)
∂x2

+
1
2
α

(x

ε

) ∂uε(t, x)
∂x

=

= f(t, x), uε(T, x) = ϕ(x), 0 6 t 6 T,

(39)

функции f(t, x), ϕ(x) ограничены |f(t, x)| 6 K < +∞, |ϕ(x)| 6 K < +∞ и липшице-
вы по x. Рассмотрим случайный процесс

ξε
t,x(s) = x +

s∫

t

α

(
ξε
t,x(τ)

ε

)
dτ +

s∫

t

β

(
ξε
t,x(τ)

ε

)
dW (τ), 0 6 t 6 s 6 T. (40)

Справедливо представление (см. [5] , стр.167). решения (69) в виде

uε(t, x) = Mϕ
(
ξε
t,x(T )

)−M

T∫

t

f(s, ξε
t,x(s))ds. (41)

Наряду с (41) рассмотрим случайный процесс

ςε
t,x/ε(s) =

x

ε
+ ε

s∫

t

α
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dτ +

s∫

t

β
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dW (τ), 0 6 t 6 s 6 T. (42)

Введём в (42) "быстрое" время и умножим обе части уравнения на ε > 0, получим

εςε
t/ε2,x

(
s/ε2

)
= x + ε2

s/ε2∫

t/ε2

α
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dτ + ε

s/ε2∫

t/ε2

β
(
ςε
t,x/ε(τ)

)
dW (τ), 0 6 t 6 s 6 T.

(43)
Из (43) следует

εςε
t,x

(
s/ε2

)
= x +

s∫

t

α
(
εςε

t,x/ε(τ/ε2)/ε
)
dτ +

s∫

t

β
(
εςε

t,x/ε(τ/ε2)/ε
)
dεW (τ/ε2),

0 6 t 6 s 6 T.

(44)
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В силу того, что εW (τ/ε2) – стандартный винеровский процесс, то можно утвер-
ждать, что меры, порождённые в пространстве C [0, T ] процессом ξε

t,x(s) и процессом
εςε

t/ε2,x/ε

(
s/ε2

)
, будут совпадать, а поэтому справедливо представление

uε(t, x) = Mϕ
(
εςε

t/ε2,x/ε(T/ε2)
)
−M

T∫

t

f(s, εςε
t/ε2,x/ε

(
s/ε2

)
)ds. (45)

Теорема 3. Пусть выполнены условия (3) и к тому же |f(t, x)− f(t, y)| 6
L |x− y| , |ϕ(x)− ϕ(y)| 6 L |x− y|, тогда справедлива оценка

|uε(t, x)− u(t, x)| 6 √
εC(ε, T ), (46)

где

C(ε, T ) = L(1 + T )

[
ε
√

ε
4Kc

γ
+
√

T
16C2

ε

λ
K
√

K
√

ε+

+
(

4
K4

λ3
+

K3

λ2

)
exp {10εK/λ}

(
T +

2
√

T√
λ

)
√

ε +
(

ε
4Kc

γ
+ T

16C2
ε

λ
K
√

K

) 1
2

]
.

Доказательство очевидно в силу липшицевости коэффициентов |f(t, x)− f(t, y)| 6
L |x− y| , |ϕ(x)− ϕ(y)| 6 L |x− y| и оценки (32).

Выводы. Уравнения вида (40) возникают во многих приложениях и привлекали
внимание многих известных исследователей: достаточно назвать имена Ж.Лионса,
А.Бенсусана, Н.С.Бахвалова, Г.П.Панасенко, О.А.Олейник, В.В. Жикова, С.М.Коз-
лова, М.И.Фрейдлина, В.В.Юринского и др. Усреднённое уравнение является значи-
тельно более простым, его решение можно выписать в явном виде, поэтому вопросы
о точности аппроксимации решения исходной задачи решением усреднённой, весьма
актуальны как с теоретической, так и с практической точек зрения.
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