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ÎÁËÀÑÒÈ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉ
ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÂÎË×ÊÀ ÊÎÂÀËÅÂÑÊÎÉ
È ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÎÍÍÛÅ ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ

Ðàáîòà çàâåðøàåò öèêë èññëåäîâàíèé áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà ñ óñëîâèÿìè òèïà Êîâàëåâ-
ñêîé â äâîéíîì ñèëîâîì ïîëå. Ïîëó÷åíû ÿâíûå íåðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèå ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ, íåñóùèõ áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó (Õàðëàìîâ Ì.Ï.,
ÌÒÒ, 2004, âûï. 34). Âûïîëíåíî ïîñòðîåíèå âñåõ äèàãðàìì íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿõ, òèï êîòîðûõ
óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ èçìåíåíèé ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ïîñòîÿííîé èíòåãðàëà ýíåðãèè.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Çàäà÷à î äâèæåíèè âîë÷êà Êîâàëåâñêîé â äâîé-
íîì ñèëîâîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

2ω̇1 = ω2ω3 + β3, 2ω̇2 = −ω1ω3 − α3, ω̇3 = α2 − β1,

α̇1 = α2ω3 − α3ω2, β̇1 = β2ω3 − β3ω2 (123).
(1)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ðàáîòû [1]. Ñèìâîë (123)
îçíà÷àåò, ÷òî íåâûïèñàííûå óðàâíåíèÿ âòîðîé ãðóïïû ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ öèê-
ëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ. Êàê ïîêàçàíî â [1], áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ïîëàãàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ñèëîâûõ ïîëåé α,β âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè è
îãðàíè÷èòü ñèñòåìó (1) íà ìíîãîîáðàçèå P 6, çàäàííîå â ïðîñòðàíñòâå R9(ω,α,β) ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè

α2
1 + α2

2 + α2
3 = a2, β2

1 + β2
2 + β2

3 = b2, α1β1 + α2β2 + α3β3 = 0. (2)

Ïîëàãàåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè a > b > 0. Åñëè a > b > 0, òî ñèñòåìà (1), (2) ãàìèëü-
òîíîâà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íå èìååò ÿâíûõ ãðóïï ñèììåòðèé è íå ñâîäèòñÿ ê
ñåìåéñòâó ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîëíóþ èíòåãðèðóåìîñòü
ïî Ëèóâèëëþ îáåñïå÷èâàþò èíòåãðàëû â èíâîëþöèè [2, 3]

H = ω2
1 + ω2

2 + 1
2
ω2

3 − (α1 + β2),

K = (ω2
1 − ω2

2 + α1 − β2)
2 + (2ω1ω2 + α2 + β1)

2,

G = (α1ω1 + α2ω2 + 1
2
α3ω3)

2 + (β1ω1 + β2ω2 + 1
2
β3ω3)

2+
+ ω3(γ1ω1 + γ2ω2 + 1

2
γ3ω3)− α1b

2 − β2a
2

(3)

(γi � êîìïîíåíòû â ïîäâèæíûõ îñÿõ âåêòîðà α× β).
Â ðàáîòàõ [1, 4] íàéäåíî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê c(J) èíòåãðàëüíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ J = H × K × G : P 6 → R3 è óêàçàíû óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàí-
ñòâå R3(h, k, g), íåñóùèõ â ñåáå áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó Σ(J) îòîáðàæåíèÿ J . Îêà-
çàëîñü, ÷òî c(J) ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ òðåõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
M,N,O, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó ãëàäêèì ÷åòûðåõìåðíûì ìíîãî-
îáðàçèåì è â ãëàäêîé ÷àñòè çàäàåòñÿ â P 6 ñèñòåìîé äâóõ èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé.
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Ïåðâîå ìíîæåñòâî M áûëî ðàíåå óêàçàíî â [2] êàê ìíîãîîáðàçèå ÷àñòíîé èíòåãðèðó-
åìîñòè ñèñòåìû (1). Îíî ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì óðîâíåì èíòåãðàëà K. Ñëåäîâàòåëüíî,
ýòîò êëàññ äâèæåíèé îáîáùàåò 1-é êëàññ Àïïåëüðîòà [5] äâèæåíèé âîë÷êà Êîâàëåâñêîé
â ïîëå ñèëû òÿæåñòè [6] . Ôàçîâàÿ òîïîëîãèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (áåç ó÷åòà èíòåãðèðóåìîñòè
ñèñòåìû â öåëîì) èçó÷åíà Ä.Á. Çîòüåâûì [7]. Ìíîæåñòâî N íàéäåíî â [8] êàê îáîáùåíèå
ñåìåéñòâà îñîáî çàìå÷àòåëüíûõ äâèæåíèé 2-ãî è 3-ãî êëàññîâ Àïïåëüðîòà. Äâèæåíèÿ
íà N ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíû â [9, 10]. Ñâîéñòâà ñèñòåìû, èíäóöèðîâàííîé íà ìíîæå-
ñòâå O (îáîáùåíèå 4-ãî êëàññà Àïïåëüðîòà), èçó÷àëèñü â ðàáîòå [11]. Îòíîñèòåëüíî
áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû â ðàáîòàõ [1, 4] ïîêàçàíî, ÷òî

1) J(M) ⊂ Σ1, ãäå Σ1 = {k = 0};
2) J(N) ⊂ Σ2, ãäå Σ2 = {(2g − p2h)2 − r4k = 0};
3) J(O) ⊂ (Σ3 ∪ Σ4), ãäå Σ3 � ïàðà ïðÿìûõ

g = ±abh, k = (a∓ b)2, (4)

à Σ4 � ïîâåðõíîñòü êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ψ(s) = s2(s− h)2 + (p2 − k)s2 − 2gs+ γ2,
êîòîðûé ïðè èñ÷åçíîâåíèè âòîðîãî ñèëîâîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ â ðåçîëüâåíòó Ýéëåðà
âòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Êîâàëåâñêîé. Çäåñü ââåäåíû ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû p, r, γ:
p2 = a2 + b2, r2 = a2 − b2, γ = ab. Óðàâíåíèå äèñêðèìèíàíòíîé ïîâåðõíîñòè Σ4 â ôîð-
ìå D(h, k, g) = 0 íåðàçðåøèìî ÿâíî îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî èç ïåðåìåííûõ h, k, g. Â
äàëüíåéøåì óäîáíî ñ÷èòàòü h è s íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè íà Σ4. Òîãäà ñèñòåìà
ψ(s) = 0, ψ′(s) = 0 äàåò çàâèñèìîñòè g, k îò s, h íà Σ4:

g = s2(h− s) +
γ2

s
, k = 3s2 − 4hs+ h2 + p2 − γ2

s2
. (5)

Â ðàáîòå [4] ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ïîëíîãî îïèñàíèÿ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû
Σ = Σ(J) ïóòåì íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà ïîñòîÿííûå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ
Σ â îáúåäèíåíèè Σ̃ = Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3 ∪ Σ4. Òî÷êè ìíîæåñòâà Σ ∩ Σi áóäåì äëÿ êðàòêîñòè
íàçûâàòü äîïóñòèìûìè òî÷êàìè ëèñòà Σi. Ïðåäëîæåíî èñêàòü óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè
íà ñå÷åíèÿõ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòè Ogk.
Òåì ñàìûì çíà÷åíèå ýíåðãèè h âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
èññëåäîâàíèþ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì Σh ïàðû èíòåãðàëîâ G,K íà èçîýíåðãåòè-
÷åñêèõ óðîâíÿõ {ζ ∈ P 6 : H(ζ) = h}. Â ðàáîòàõ [12, 4] íàìå÷åí ñëåäóþùèé ïîäõîä ê
ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê c(J) êàê îáú-
åäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ C(i) = {ζ ∈ c(J) : rank J(ζ) = i}. Òîãäà Σ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê äâóìåðíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ; îáúåäèíåíèå S(i) êëåòîê ðàçìåð-
íîñòè i (0 6 i 6 2) ñîâïàäàåò ñ J(C(i)). Î÷åâèäíî, ÷òî ∂S(2) ⊂ S(0) ∪S(1), ∂S(1) ⊂ S(0),
ò.å. ôàêòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå òî÷êè äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ íà ëèñòàõ Σi (òî÷êè Σi, ÷åðåç
êîòîðûå áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà íå ìîæåò áûòü ãëàäêî ïðîäîëæåíà â ðàññìàòðè-
âàåìîì ëèñòå èëè íà äðóãîé ëèñò, êàñàþùèéñÿ åãî â äàííîé òî÷êå) ñîäåðæàòñÿ â îáðàçå
ìíîæåñòâà {ζ ∈ c(J) : rank J(ζ) < 2}. Ïîýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ Σ ⊂ Σ̃, íåîáõîäèìî óêàçàòü âñå òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çà-
äà÷è, íà êîòîðûõ ðàíã èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ïàäàåò áîëåå, ÷åì íà åäèíèöó, ò.
å. rank J = 0 èëè rank J = 1. Íèæå íàéäåíû âñå òàêèå äâèæåíèÿ è, ïóòåì ðàññìîòðå-
íèÿ èõ îáðàçîâ íà ëèñòàõ ïîâåðõíîñòè Σ̃, ïîëó÷åíû ÿâíûå íåðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèå
áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó. Ïîñòðîåíû âñå ñå÷åíèÿ Σh â çàâèñèìîñòè îò ïîñòîÿííîé
èíòåãðàëà ýíåðãèè è ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
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Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ äâèæåíèé îáîáùåííîãî âîë÷êà Êîâàëåâñêîé

2. Ñëó÷àè ñèëüíîãî ïàäåíèÿ ðàíãà èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Îòìåòèì
íåêîòîðûå ôàêòû, èìåþùèå ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà, âðàùàþ-
ùåãîñÿ â äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîñòîÿííûõ ïîëÿõ ñ öåíòðàìè ïðèëîæåíèÿ â ýêâàòîðèàëü-
íîé ïëîñêîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1.[13] Ïðè óñëîâèè a 6= b 6= 0 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà èìåþò íà
P 6 ðîâíî ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ cj (j = 0, 1, 2, 3):

c0 : ω = 0, α = e1, β = e2; H(c0) = −a− b;
c1 : ω = 0, α = e1, β = −e2; H(c1) = −a+ b;
c2 : ω = 0, α = −e1, β = e2; H(c2) = a− b;
c3 : ω = 0, α = −e1, β = −e2; H(c3) = a+ b.

Ïðè ýòîì èíäåêñ Ìîðñà ýíåðãèè H â òî÷êå cj ðàâåí j. Â ÷àñòíîñòè, c0 � òî÷êà ãëîáàëü-
íîãî ìèíèìóìà H.

Îòñþäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî âñå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñâÿçíû. Ýòî ñâîé-
ñòâî îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì ïðè ãëîáàëüíîì èññëåäîâàíèè îáëàñòåé ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïðîèçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî êðèòè÷åñêèõ) äâèæåíèé, òàê êàê òîãäà ëþáàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ îò íàèìåíüøåãî
äî íàèáîëüøåãî, à ýòè ïîñëåäíèå ôàêòè÷åñêè óñòàíàâëèâàþòñÿ íèæå.

Ïðåäëîæåíèå 2.[1] Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà èìåþò íà P 6 ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà
ðåøåíèé ìàÿòíèêîâîãî òèïà:

α ≡ ±ae1, β = b(e2 cos θ − e3 sin θ), ω = θ·e1, 2θ·· = −b sin θ; (6)

α = a(e1 cos θ + e3 sin θ), β ≡ ±be2, ω = θ·e2, 2θ·· = −a sin θ; (7)

α = a(e1 cos θ − e2 sin θ), β = ±b(e1 sin θ + e2 cos θ), ω = θ·e3, θ
·· = −(a± b) sin θ. (8)

Âåðíåìñÿ ê îáîáùåííîìó âîë÷êó Êîâàëåâñêîé. Íàïîìíèì, ÷òî M = {K = 0} ⊂ P 6

è J(M) = Σ1 ∩ Σ. Èçâåñòíî [7], ÷òî

(p2H − 2G)|M ≡ 1

2
F 2, (9)

ãäå F : M → R � ÷àñòíûé èíòåãðàë Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî. Êîíñòàíòó ýòîãî èíòåãðàëà
îáîçíà÷èì ÷åðåç f . Îáîçíà÷èì H(1) = H|M è ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå îòîáðàæåíèå
J (1) = H(1) × F : M → R2.

Ïðåäëîæåíèå 3.[7] Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ J (1) åñòü ìíîæåñòâî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

[27f 4 − 9(h2 − 2p2)(2hf2 + r4) + 2(h2 − 2p2)3]2 − 4[(h2 − 2p2)2 − 3(2hf2 + r4)]3 = 0 (10)

â îáëàñòè {h > −2b}. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé J (1) îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâà-
ìè |f | 6 f0(h), h > −2b, ãäå ÷åðåç f0(h) îáîçíà÷åí íàèáîëüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ (10) îòíîñèòåëüíî f .

Âîîáùå ãîâîðÿ, èç çàâèñèìîñòè ôóíêöèé H(1), F íà ïîäìíîãîîáðàçèè M ⊂ P 6,
äàæå ïðè òîì, ÷òî íà M âñþäó dK ≡ 0, íå ñëåäóåò, ÷òî â ýòèõ æå òî÷êàõ rank J = 1.
Îäíàêî íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ
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ñîäåðæèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà C(0)∪C(1) è åãî îáðàçà â ïðîñòðàíñòâå êîíñòàíò
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Òåîðåìà 1. Ðàíã îòîáðàæåíèÿ J ðàâåí íóëþ â òî÷íîñòè â ïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ
òåëà. Âñå ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèíàäëåæàò N∩O. Â ÷àñòíîñòè, èõ J-îáðàçû
ïðèíàäëåæàò îäíîâðåìåííî Σ2,Σ3 è Σ4. Íà ïëîñêîñòè (s, h) èì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè

Q01 = (−a,−(a+ b)), Q02 = (−b,−(a+ b));
Q11 = (−a,−(a− b)), Q12 = (b,−(a− b));
Q21 = (a, a− b), Q22 = (b, a− b);
Q31 = (a, a+ b), Q32 = (b, a+ b).

(11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàíã îòîáðàæåíèÿ J ðàâåí íóëþ, òî â òàêîé òî÷êå îáÿçà-
òåëüíî dH = 0. Ýòî èìååò ìåñòî ëèøü â ïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, ò. e. â íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ñèñòåìû (1), (2). Îíè îïèñàíû
â ïðåäëîæåíèè 1. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòèõ òî÷êàõ dG = 0, dK = 0.
Ïîýòîìó C0 = {c0, c1, c2, c3}. Îáîçíà÷èì Pj = J(cj). Êîîðäèíàòû Pj âû÷èñëÿþòñÿ èç (3)

P0 : h = −(a+ b), g = −ab(a+ b), k = (a− b)2;
P1 : h = −(a− b), g = ab(a− b), k = (a+ b)2;
P2 : h = a− b, g = −ab(a− b), k = (a+ b)2;
P3 : h = a+ b, g = ab(a+ b), k = (a− b)2

è, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñîîòíîøåíèé (4) è óðàâíåíèþ ïîâåðõíîñòè Σ2.
Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â (5) ñ òåì, ÷òîáû ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî s. Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ (11). Ïîýòîìó Pj ∈ Σ4. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå (5) ïëîñêîñòè (s, h) â Σ4 íå âçàèìíîîäíîçíà÷íî. �

Òåîðåìà 2. Òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì rank J = 1 è dK 6= 0, èñ÷åðïû-
âàþòñÿ äâèæåíèÿìè (6), (7). Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ çàïîëíÿþò
êðèâûå

λ1 : g = a2h+ ar2, k = (h+ 2a)2 h > −(a+ b);
λ2 : g = a2h− ar2, k = (h− 2a)2, h > a− b;
λ3 : g = b2h− br2, k = (h+ 2b)2, h > −(a+ b);
λ4 : g = b2h+ br2, k = (h− 2b)2, h > −(a− b),

ïðèíàäëåæàùèå Σ2 ∩ Σ4. Íà ïëîñêîñòè (s, h) ýòè êðèâûå èçîáðàæàþòñÿ ëó÷àìè

λ1 : s = −a, h > −(a+ b); λ2 : s = a, h > a− b;
λ3 : s = −b, h > −(a+ b); λ4 : s = b, h > −(a− b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåíóëåâîé ðàíã J ïðåäïîëàãàåò, ÷òî dH 6= 0. Ïîñêîëüêó dK 6= 0,
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå dH = λdK ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé λ 6= 0. Êîìïîíåíòà
ñ ∂/∂ω3 äàåò ω3 ≡ 0. Èç ñèñòåìû (1) âûòåêàåò, ÷òî òàêîå òîæäåñòâî ïî t ìîæåò èìåòü
ìåñòî òîëüêî äëÿ ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé (6), (7). Çíà÷åíèÿ g, k, s, à òàêæå ïðåäåëû
èçìåíåíèÿ h âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèé (3) è óðàâíåíèé (5). �

Òåîðåìà 3. Òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì rank J = 1, dK = 0 è K 6= 0,
èñ÷åðïûâàþòñÿ äâèæåíèÿìè (8). Èõ J-îáðàç çàïîëíÿåò ëó÷è

g = abh, k = (a− b)2, h > −(a+ b),
g = −abh, k = (a+ b)2, h > −(a− b).

(12)
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×àñòü ýòîãî ìíîæåñòâà, ëåæàùàÿ â Σ4, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè îòðåçêàìè êðèâûõ â
ïëîñêîñòè (s, h):

µ1 : h = s− ab

s
, s ∈ [−a, 0); µ2 : h = s− ab

s
, s ∈ [b,+∞);

µ3 : h = s+
ab

s
, s ∈ [−a,−b]; µ4 : h = s+

ab

s
, s ∈ (0,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû èìååì K 6= 0, Kω1 = Kω2 = 0, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî ω1 = ω2 ≡ 0. Òîãäà â ñèëó ñèñòåìû (1) ïðèõîäèì ê òðàåêòîðèÿì (8) è âûðà-
æåíèÿì (4). Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ h â (12) âû÷èñëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé (8) â âûðàæåíèå
äëÿ H èç (3). Ïîäñòàíîâêà æå çíà÷åíèé g, k èç (4) â (5) äàåò èñêîìûå çàâèñèìîñòè h îò
s, à äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ h â (12) îïðåäåëÿþò è äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ s. �

Òåîðåìà 4. Òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì rank J = 1, dK = 0 è K = 0,
èñ÷åðïûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, èíäóöèðîâàííîé íà ìíîãîîáðàçèè M. Ýòè òðàåêòîðèè òàêæå ëåæàò â O è
ïîðîæäàþò ñëåäóþùèå îòðåçêè êðèâûõ íà ïëîñêîñòè (s, h):

δ1 : h = 2s+ φ(s), s ∈ [−b, 0);
δ2 : h = 2s+ φ(s), s ∈ (0, b];
δ3 : h = 2s− φ(s), s ∈ [a,+∞),

(13)

ãäå φ(s) =
√

(s2 − a2)(s2 − b2)/s2 > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî K = 0. Òîãäà àâòîìàòè÷åñêè

dK = 0, dH 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî rank J 6 2, è ðàíã ðàâåí åäèíèöå â òî÷íîñòè â òî÷-
êàõ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè dH, dG, ïðèíàäëåæàùèõ M = {K = 0}. Ïîñêîëüêó â òàêèõ
òî÷êàõ äîëæíû ñóùåñòâîâàòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ) äâå ðàâíûå
íóëþ íåçàâèñèìûå íåòðèâèàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè dH, dG, dK, òî áèôóðêàöèîí-
íûå ïîâåðõíîñòè Σ1,Σ4 äîëæíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ ïåðåñåêàòüñÿ òðàíñâåðñàëü-
íî. Ïîëàãàÿ â (5) k = 0, ïîëó÷àåì èñêîìûå çàâèñèìîñòè h îò s. Îáëàñòè èçìåíåíèÿ s
âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåíèÿ 3. �

3. Îïèñàíèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Σ1. Íåñìîòðÿ
íà òî ÷òî ñóùåñòâîâàíèå è ðàñïîëîæåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ (10) ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíî
àíàëèòè÷åñêè â ðàáîòå [7], ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íàèáîëüøåãî ïîëîæèòåëü-
íîãî êîðíÿ f0(h) îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêè (13) ïîçâîëÿþò
ïàðàìåòðè÷åñêè âûðàçèòü êîðíè (10) â âèäå (hi(s), fi(s)). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ÷àñòíîãî èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3 îäíî-
âðåìåííî ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè, â êîòîðûõ rank J = 1. Êîðåíü f0(h) îòâå÷àåò êðèâîé δ1.
Íà íåé çàâèñèìîñòü h îò s ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ. Îáîçíà÷èì åå îáðàùåíèå ÷åðåç
s1(h) (h ∈ [−2b,+∞], s1(h) ∈ [−b, 0)). Òîãäà èç (9), (10) íàéäåì âûðàæåíèå

g = g1(h) = s3 +
ab

s
− s2φ(s)|s=s1(h), h > −2b.

Èç (9) èìååì òàêæå p2h − 2g > 0. Òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è òåîðåìû 4 ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ìíîæåñòâî Σ1 ∩ Σ èìååò âèä k = 0, h > −2b, g1(h) 6 g 6 1
2
p2h.
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ g íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷åê ñèëü-
íîãî ïàäåíèÿ ðàíãà J , íî îíà òàêæå è íå ïðèíàäëåæèò ∂S(2), òàê êàê ÷åðåç ýòè òî÷êè
èìååòñÿ ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå Σ1∩Σ íà ïîâåðõíîñòü Σ2. Íàëè÷èå ýòîé ãðàíèöû ïîðîæ-
äåíî ëèøü óñëîâíûì äåëåíèåì Σ̃ íà Σi.

Îáðàòèìñÿ ê ïîâåðõíîñòè Σ2. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, çäåñü âîçíèêàåò íåêîòî-
ðàÿ åñòåñòâåííàÿ ãðàíèöà äîïóñòèìîé îáëàñòè, íå ñâÿçàííàÿ ñ áèôóðêàöèÿìè âíóò-
ðè c(J), à îáúÿñíÿþùàÿñÿ âîçìîæíîñòüþ ãëàäêîãî ïðîäîëæåíèÿ Σ2 ∩ Σ íà ïîâåðõ-
íîñòü Σ4. Ìíîæåñòâî òî÷åê êàñàíèÿ ïîâåðõíîñòåé Σ2 è Σ4 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
2p2(p2h− 2g)2 − 2h(p2h− 2g)r4 + r8 = 0, îòêóäà âûòåêàþò çàâèñèìîñòè

g±(h) =
1

4p2
[(2p4 − r4)h± r4

√
h2 − 2p2].

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî h > −(a + b). Ïîýòîìó çíà÷åíèÿìè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ
ÿâëÿåòñÿ ëèøü òà ÷àñòü ýòîãî ìíîæåñòâà, ãäå h >

√
2p. Ïðè ýòîì g−(h) < g+(h), åñëè

h >
√

2p. Êàê ïîêàçàíî â [9], çíà÷åíèÿ g ∈ (g−(h), g+(h)) íà Σ2 íåäîïóñòèìû. Îòìåòèì
åùå îñîáûå çíà÷åíèÿ h = (3a2 + b2)/2a, (a2 + 3b2)/2b, ïðè êîòîðûõ êðèâûå g± êàñàþòñÿ
ëó÷åé � ïðîåêöèé êðèâûõ λ2, λ4 íà ïëîñêîñòü (h, g). Èç òåîðåì 1, 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
îïèñàíèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 6.Ìíîæåñòâî Σ2∩Σ ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå h > −(a+b) è îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòüþ ñèñòåì íåðàâåíñòâ{

b2h− br2 6 g 6 a2h+ ar2

−(a+ b) 6 h 6
√

2p
;

{
b2h− br2 6 g 6 g−(h)

h >
√

2p
;

{
g+(h) 6 g 6 a2h+ ar2

h >
√

2p
.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî ìíîæåñòâà Σ3 ïîëíîå îïèñàíèå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äà-
þò íåðàâåíñòâà â (12).

Íà ïîâåðõíîñòè Σ4 óäîáíåå îïèñûâàòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî â òåðìèíàõ ïåðåìåí-
íûõ s, h ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (5). Íà êðèâîé δ1 èìååì óæå îòìå÷åííóþ çàâèñèìîñòü
s1(h), h > −2b. Íà êðèâîé δ2 èìååì h′(s) < 0. Îáîçíà÷èì îáðàòíóþ çàâèñèìîñòü ÷åðåç
s2(h), h > 2b, òàê ÷òî ïðè ýòîì s2(2b) = b è s2(h) → 0 ïðè h → +∞. Íà êðèâîé δ3
óðàâíåíèå h′(s) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå s0 ∈ (a,+∞). Ïóñòü h0 � ñîîòâåòñòâó-
þùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå h. Î÷åâèäíî, h0 ∈ (a+ b, 2a). Îáîçíà÷èì ÷åðåç s3(h), s4(h)
çàâèñèìîñòè, îïðåäåëåííûå íà êðèâîé δ3 äëÿ s ∈ [a, s0] è s ∈ [s0,+∞) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèâàÿ èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè s(h) íà êðèâûõ µ1 � µ4, îáîçíà÷èì

s5(h) =
h−

√
h2 − 4ab

2
, s6(h) =

h+
√
h2 − 4ab

2
, s7(h) =

h+
√
h2 + 4ab

2
.

Ñóììèðóÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1 � 4 â ÷àñòè, îòíîñÿùåéñÿ ê çíà÷åíèÿì s, h, ïðè-
õîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 7. Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü Σ4 ∩ Σ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñîâî-
êóïíîñòüþ óñëîâèé íà ïëîñêîñòè (s, h). Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé s:{

−(a+ b) 6 h 6 −2
√
ab

s ∈ [−a, s5(h)] ∪ [s6(h),−b]
;

{
−2
√
ab 6 h 6 −2b

s ∈ [−a,−b] ;

{
h > −2b
s ∈ [−a, s1(h)]

.
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Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé s:{
−a+ b 6 h 6 2b
s ∈ [b, s7(h)]

;

{
2b 6 h 6 h0

s ∈ [s2(h), s7(h)]
;{

h0 6 h 6 2a
s ∈ [s2(h), s3(h)] ∪ [s4(h), s7(h)]

;

{
h > 2a
s ∈ [s2(h), a] ∪ [s4(h), s7(h)]

.

Òåîðåìû 5 � 7 äàþò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîé
ãðàôèêè ñå÷åíèé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû Σ(J) ïëîñêîñòÿìè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè.

4. Äèàãðàììû íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿõ. Óñëîâèÿ íà ïîñòîÿííûå ïåð-
âûõ èíòåãðàëîâ â òåîðåìàõ 1�7 çàïèñàíû â òåðìèíàõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé
ýíåðãèè h èëè ïðîìåæóòêîâ åå èçìåíåíèÿ è ñîäåðæàò ïàðàìåòðû a, b. Ðàâåíñòâà (òåîðå-
ìà 1) è ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ h â íåðàâåíñòâàõ (òåîðåìû 2�7) äàþò òå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè,
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå â äèàãðàììå Σh ïðîèñõîäÿò ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ. Âû-
ïèñàâ ýòè çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå
R3(h, a, b). Êðîìå òîãî, ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè âîçíèêàþò ïðè çàïèñè óñëîâèé ñó-
ùåñòâîâàíèÿ òî÷åê êàñàíèÿ ëèñòîâ Σi â äîïóñòèìîé îáëàñòè. Âñåãî òàêèõ ïîâåðõíîñòåé
îêàçûâàåòñÿ 13. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Q1 −Q13:

Q1 −Q4 : h = ±a± b; Q5 −Q6 : h = ±2
√
ab;

Q7 : h =
√

2(a2 + b2); Q8 : h =
1

2a
(3a2 + b2); Q9 : h =

1

2b
(a2 + 3b2);

Q10 :


h = s(3− s2

a2
)− 1

a2

√
(s2 − a2)3

b =
s

a

√
s[s(3− 2s2

a2
)− 2

a2

√
(s2 − a2)3]

, s ∈ [a,
2√
3
a];

Q11 : h = 2a; Q12 −Q13 : h = ±2b.

(14)

Ðèñ. 1. Ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî â ïëîñêîñòè (h, b).
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Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ îáëàñòåé 1�12.
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Çàìåòèì, ÷òî âñå ñå÷åíèÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé ïëîñêîñòÿìè ôèêñèðîâàííîãî a ïåðå-
âîäÿòñÿ â ñå÷åíèå a = 1 ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ (ïîäñòàíîâêà h → ah, b → ab, à äëÿ
ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé êðèâîé Q10 åùå è s → as). Ýòî î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå òîãî
ôàêòà, ÷òî âåëè÷èíà a ìîæåò áûòü âçÿòà çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ äëèí õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ âåêòîðîâ ñèëîâûõ ïîëåé α,β. Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì
a = 1. Òîãäà óðàâíåíèÿ (14) îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ êðèâûõ â ïëîñêîñòè
(h, b). Ïðè ýòîì 0 6 b 6 1 è h > −1 − b. Ïîýòîìó èìååòñÿ ðîâíî 19 îáëàñòåé, â êîòî-
ðûõ äèàãðàììû Σh íåïóñòû è óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ìàëûõ èçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ
(ðèñ. 1), ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [14], ãäå óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþùèõ êðèâûõ
ïîëó÷åíû èñõîäÿ èç ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ îñîáåííîñòåé ïëîñêèõ ñå÷åíèé
ïîâåðõíîñòè Σ̃.

Ðèñ. 3. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ îáëàñòåé 12-19.
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Ïîëíûé íàáîð òèïè÷íûõ äèàãðàìì ïîêàçàí íà ðèñ. 2, 3. Ìèíèìàëüíûå ïðÿìîóãîëü-
íèêè, îáðàìëÿþùèå äèàãðàììû Σh, ìàñøòàáèðîâàíû ê îäíîìó ðàçìåðó èçîáðàæåíèÿ
(ôàêòè÷åñêèå ãðàíèöû äëÿ g è k âûâåäåíû íà êàæäûé ðèñóíîê). Îòäåëüíûå ýëåìåíòû
äèàãðàìì äëÿ îáëàñòåé 15�19 ïðè ïîêàçå âñåé äèàãðàììû íåðàçëè÷èìû. Îäíàêî ëåãêî
ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå íåîáõîäèìûõ ó÷àñòêîâ. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [14] îïèñàíû âñå
ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ñ îñîáûìè òî÷êàìè äèàãðàìì íà ðàçäåëÿþùåì ìíîæåñòâå.
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