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Анотацiя. Огляд результатiв, отриманих у вiддiлi функцiонального
аналiзу Iнституту математики НАНУ, з алгебр, породжених лiнiйно
зв’язаними твiрними iз заданим спектром, їх ∗-зображень та засто-
сувань.
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Вступ

1. Класична теорема лiнiйної алгебри про зведення комплексної
ермiтової матрицi до дiагонального вигляду з дiйсними числами на
дiагоналi, її узагальнення на обмеженi i необмеженi самоспряженi
оператори в комплексному гiльбертовому просторi, теореми про роз-
клад за узагальненими власними векторами (див., наприклад, [1] i
бiбл.), назавжди ввiйшли до золотого фонду математики. Схема за-
стосування спектральних теорем: вiд операторного формулювання
задачi i дослiдження спектральних властивостей оператора до самої
задачi.

∗-Зображення — iнволютивнi зображення асоцiативних алгебр.
Опис того чи iншого класу найпростiших (незвiдних) ∗-зображень
i вiдповiднi спектральнi теореми, якi описують зображення як суми
чи iнтеграли найпростiших, також посiдають важливе мiсце в арсе-
налi методiв дослiдження математичних i природничих задач. Схема
застосування теорiї зображень добре вiдпрацьована на симетрiйних
методах природознавства: пов’язати з операторним формулюванням
задачi вiдповiдну алгебру, дослiдити її та її зображення i застосува-
ти вiдповiднi спектральнi теореми (див., наприклад, [2] i бiбл.). Ряд
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робiт, зокрема, українських математикiв, присвячено вивченню рiзно-
манiтних задач теорiї операторiв за допомогою дослiдження структу-
ри вiдповiдної алгебри та її iнволютивних зображень.

2. Метою цiєї роботи є огляд результатiв з алгебр, породжених
лiнiйно зв’язаними твiрними iз заданим спектром, їх ∗-зображень та
застосувань.

Нехай {Ak}nk=1 сiм’я операторiв в сепарабельному гiльбертово-
му просторi H (dimH ≤ ∞), така, що

∑n
k=1Ak = αIH (α ∈ R,

IH -одиничний оператор в H) i спектр кожного оператора Ak є фiк-
сована множина Mk ⊂ R. Такi оператори вiдiграють важливу роль
в математичному аналiзi, алгебраїчнiй геометрiї, теорiї операторiв та
математичнiй фiзицi (див., наприклад, [3]–[6]).

В §1 цiєї статтi ми, згiдно з [7]–[9], вивчаємо базиси, рiст, полiно-
мiальнi тотожностi тощо вiдповiдних алгебр. Зокрема, такi алгебри
скiнченновимiрнi тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi графи є графи
Динкiна, нескiнченновимiрнi степеневого росту тодi i тiльки тодi, ко-
ли вони є розширеними графами Динкiна, в усiх iнших випадках ал-
гебри мають експоненцiальний зрiст.

В §2, слiдуючи [10]–[22] та iн., ми дослiджуємо ∗-зображення де-
яких таких алгебр.

У цiлому рядi робiт вiд [23] до [24] вивчалися суми деякої нефiк-
сованої кiлькостi ортопроекторiв, їх спектр, спектральнi кратностi
тощо.

В §3, спираючись на роботи [11], [25]–[28], за допомогою ∗-зобра-
жень, ми дослiджуємо вiдому нерозв’язану задачу теорiї операторiв
про можливий спектр i спектральнi кратностi сум ортопроекторiв
P1, . . . , Pn (n ≥ 3 фiксоване). Можна скористуватися тим, що ця
проблема є частковим випадком вiдомої проблеми про характери-
зацiю спектру i спектральних кратностей суми операторiв Ak (k =
1, . . . , n), якi мають вiдомий спектр та спектральнi кратностi. Нещо-
давнiй розв’язок [4] проблеми Хорна (див. огляд [6]) дозволяє побуду-
вати алгоритмiчний розв’язок проблеми опису спектру i спектраль-
них кратностей суми ортопроекторiв. Але що ж можна сказати про
точнi теореми?

В п. 3.1 при n = 2 ми наводимо розв’язок цiєї задачi. Вiн вiд-
носиться до математичного фольклору: вiдома спектральна теорема
для двох ортопроекторiв (див., наприклад, [29], [30], [10] та iн.) до-
зволяє навести умови на спектр оператора A = A∗ i його спектральнi
кратностi, необхiднi i достатнi для того, щоб A був сумою двох орто-
проекторiв.

При n ≥ 3 довести спектральну теорему для n ортопроекторiв
надзвичайно складно (див. [31], [10], де доведено, що ця задача є
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∗-дикою).
В п.3.2 ми, слiдуючи [11], [26], описуємо α ∈ R i m ∈ N, такi, що

оператор αIm (α ∈ R, IH -одиничний оператор в H, m = dimH =
1, 2, . . . ,∞) є сумою n ортопроекторiв. Опис ∗-зображень алгебри

Pn,α =
〈
p1, . . . , pn|p2

k = p∗k = pk, k = 1, . . . , n,
n∑

k=1

pk = αe
〉
,

α ∈ R, n ≥ 5

також може бути ∗-дикою задачею (наприклад, P5,2 ∗-дика алгебра
[10]). Проте точний опис множини Σn = {α ∈ R|∗−RepPn,α 6= ∅} в [11]
i одержанi там результати про структуру ∗-зображень Pn,α (α ∈ Σn)
дозволяють, слiдуючи [26], навести необхiднi i достатнi умови того,
що оператор αIm є сумою n ортопроекторiв.

В п. 3.3, слiдуючи [27], [28], дослiджується випадок, коли оператор
з двома точками спектру є сумою n ортопроекторiв.

1. Алгебри, породженi лiнiйно зв’язаними твiрними iз
заданим спектром

1.1. Алгебри PΓ,χ,γ. Зрiст алгебр

Слiдуючи [7]–[9], ми вивчаємо алгебри

Pn,α = C

〈
p1, . . . , pn| p2

k = pk, k = 1, . . . , n,
n∑

i=1

pi = αe
〉
, де α ∈ R;

Pn,~α = C

〈
p1, . . . , pn| p2

k = pk, k = 1, . . . , n,

n∑

k=1

αkpk = e
〉
,

де ~α = (α1, . . . , αn), αk ∈ R;

PP1,...,Pn;γ = C

〈
x1, . . . , xn| Pk(xk) = 0, k = 1, . . . , n,

n∑

k=1

xk = γe
〉
,

де Pk (k = 1, . . . , n) полiноми з дiйсними простими коренями з множи-
ни Mk, k = 1, . . . , n (завжди будемо вважати, що Mk ⊂ R+ i 0 ∈ Mk,
k = 1, . . . , n) i γ ∈ R+ : базиси цих алгебр, їх зрiст, полiномiальнi то-
тожностi тощо. Звiсно, алгебри Pn,α i Pn,~α є частковими випадками
алгебр PP1,...,Pn;γ .

З будь-якою алгеброю PP1,...,Pn;γ ми зв’язуємо граф Γ =
Γ(PP1,...,Pn;γ), який мiстить кореневу вершину i n гiлок, де i-а гiлка мi-
стить послiдовнiсть з degPi вершин, починаючи з кореневої. В подаль-
шому такi алгебри будемо позначати PΓ,χ,γ , де χ = (M1, . . . ,Mn) набiр
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множин коренiв полiномiв P1, . . . , Pn. З алгеброю PΓ,χ,γ далi пов’яже-
мо граф Γ, такий, що бiля кореневої вершини написано число γ, а на
k-й гiлцi (k = 1, . . . , n) розташованi додатнi коренi з Mk (для визна-
ченостi в порядку зростання до кореня).

Теорема 1.1 ([9]).

a) Алгебра PΓ,χ,γ скiнченновимiрна тодi i тiльки тодi, коли граф
Γ є один iз графiв Динкiна An, Dn, E6, E7 чи E8. Наведенi (див.
[9]) точнi верхнi оцiнки на розмiрнiсть цих алгебр.

b) Алгебра PΓ,χ,γ нескiнченновимiрна i має полiномiальний зрiст
тодi i тiльки тодi, коли граф Γ є розширеним графом Динкiна
D̃4, Ẽ6, Ẽ7 чи Ẽ8.

c) Якщо граф не є анi графом Динкiна, анi розширеним графом
Динкiна, тодi алгебра PΓ,χ,γ мiстить вiльну пiдалгебру з двома
твiрними.

1.2. Полiномiальнi тотожностi

З нескiнченновимiрних алгебр PΓ,χ,γ PI-алгебрами (алгебрами з
полiномiальними тотожностями) можуть бути тiльки алгебри, асоцi-
йованi з розширеними графами Динкiна, оскiльки PI-алгебри мають
полiномiальний зрiст. В [7] доведено, що з алгебр Pn,α (n ≥ 4) тiль-
ки алгебра P4,2 (α ∈ R) є PI-алгеброю (а саме F4-алгеброю). В [8]
доведено, що алгебра P4,~α (~α = (α1, α2, α3, α4))

rr r

r

r

α1 α2

α3

α4

1

є PI-алгеброю (F4-алгеброю) тодi i тiльки тодi, коли α1+α2+α3+α4=2.

В [9] наведено достатнi умови на χ i γ того, щоб алгебри P
Ẽ6,χ,γ

,

P
Ẽ7,χ,γ

i P
Ẽ8,χ,γ

були PI-алгебрами. Цi умови є i необхiдними (див.
[5]).

Результати параграфа частково перетинаються з [5], оскiльки ал-
гебри PΓ,χ,γ є (неунiтальними) пiдалгебрами деформованих препроек-
тивних алгебр, але методи доведення їх в [7]–[9] незалежнi i базуються
на явному пiдрахунку базисiв в алгебрах PΓ,χ,γ .
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2. ∗-Зображення

Всi алгебри далi розглядаються як ∗-алгебри, твiрнi яких є само-
спряженими.

2.1. Суми ортопроекторiв

В статтi [11] для n ∈ N наведено опис множини Σn = {α ∈
R | iснують ортопроектори P1, . . . , Pn ∈ L(H), такi, що

∑n
k=1 Pk =

αIH} (IH -одиничний оператор в H).
Питання про структуру множини Σn можна сформулювати на

мовi теорiї ∗-зображень алгебр. Розглянемо ∗-алгебру Pn,α. Тодi Σn є
множиною тих α ∈ R, при яких у Pn,α iснує хоч одне ∗-зображення в
L(H). Вiдмiтимо, що з розв’язку подiбного питання (при яких значен-
нях параметру τ ∈ R iснує хоч одне ∗-зображення алгебри TL∞,τ =
C〈p1, . . . , pn, . . . | p2

k = p∗k = pk (k ∈ N), pkpi = pipk, |i − k| ≥ 2,
pkpk±1pk = τpk〉, 0 < τ < 1) бере початок вiдомий цикл робiт В. Джон-
са (див. [32]). Задача опису набору проекторiв P1, . . . , Pn, таких, що∑n

k=1 Pk = αI, α ∈ Σn є задачею опису ∗-зображень алгебри Pn,α при
α ∈ Σn.

При n ≤ 4 множина Σn злiчена (опис Σn при n ≤ 4, вiдповiдних
∗-зображень та бiблiографiчний коментар див. в [11]). Однак при n ≥
5 множина Σn мiстить вже вiдрiзок.

Введемо при n ≥ 4 дискретнi множини

Λ(0)
n = {0, 1+

1

n− 1
, 1+

1

n− 2 − 1
n−1

, . . . , 1+
1

n− 2 − 1
n−2− 1

...− 1
n−1

, . . .},

Λ(1)
n = {1, 1+

1

n− 2
, 1+

1

n− 2 − 1
n−2

, . . . , 1+
1

n− 2 − 1
n−2− 1

...− 1
n−2

, . . .}.

Теорема 2.1 ([11]). Для n ≥ 4

Σn = Λ(0)
n ∪Λ(1)

n ∪
[n−

√
n2 − 4n

2
,
n+

√
n2 − 4n

2

]
∪(n−Λ(0)

n )∪(n−Λ(1)
n ).

Знайти всi точки iз Σn дозволив пiдхiд, iстотним в якому було
введення двох функторiв Φ+ i Φ− на категорiях RepPn,α ∗-зображень
алгебр Pn,α (див. [13], [11]). Функтори Φ+ i Φ− називаються функто-
рами Кокстера, тому що їх структура i роль при опису зображень
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подiбна функторам Кокстера в [33]. Бiльш того, функтори Коксте-
ра Φ+ i Φ− дозволили повнiстю описати незвiднi ∗-зображення ал-
гебри Pn,α, з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi, в точках α ∈
Λ

(0)
n ∪Λ

(1)
n ∪(n−Λ

(0)
n )∪(n−Λ

(1)
n ) i багато чого сказати про ∗-зображення

алгебри Pn,α при α ∈ [n−
√
n2−4n
2 , n+

√
n2−4n
2 ] (див. [11]).

В подальшому точки iз множин Λ
(0)
n , Λ

(1)
n та n − Λ

(0)
n n − Λ

(1)
n

ми будемо називати точками дискретного спектру задачi, а точки з
[n−

√
n2−4n
2 , n+

√
n2−4n
2 ] будемо називати точками неперервного спектру.

2.2. Про ∗-зображення алгебри Pn,~α
Про ∗-зображення алгебр Pn,~α див. [12], [14], [20].

2.3. Про ∗-зображення алгебри PΓ,χ,γ

1. Опис множини χ i γ ∈ R, для яких iснують ∗-зображення скiн-
ченновимiрних алгебр PΓ,χ,γ , асоцiйованих з графами Динкiна An
(n ≥ 1), Dn (n ≥ 4), E6, E7, E8, а також опис цих зображень див. в
[15], [19].

2. Дискретна серiя ∗-зображень алгебр PΓ,χ,γ , асоцiйованих з роз-
ширеними графами Динкiна, описується за допомогою технiки функ-
торiв Кокстера ([11], [13], [14] та iн.). Зауважимо, що функтори Кок-
стера пов’язанi з гомоморфiзмами самих алгебр (див. [34]).

В цiй роботi ми наведемо опис множини WΓ,χ тих γ, для яких
iснують ∗-зображення алгебри PΓ,χ,γ для деяких важливих χ на гра-
фi Γ.

a) Нехай є алгебра

P
D̃4,χ,γ

= C〈p1, p2, p3, p4 | p1 + p2 + p3 + p4 = γe, p2
i = p∗i = pi〉,

асоцiйована з розширеним графом Динкiна D̃4 :

rr r

r

r

1 1

1

1

γ

Опис множини W
D̃4,χ

дивись в [10]:

W
D̃4,χ

=
{

2 ± 1

k + s
| k ∈ N ∪ {0}, s ∈ S

}
∪ {2},
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де S = {1
2 , 1}.

b) Розглянемо алгебру P
Ẽ6,χ,γ

, пов’язану з розширеним графом

Динкiна Ẽ6 (параметри χ та γ вказанi бiля вершин графа):

rrr r r

r

r

2 21

2

1

γ 1

Тодi W
Ẽ6,χ

= {3 ± 1
k+s | k ∈ N ∪ {0}, s ∈ S} ∪ {3}, де S =

{1
3 ,

1
2 ,

2
3 , 1} (див. [17]).

c) Розглянемо алгебру P
Ẽ7,χ,γ

, пов’язану з розширеним графом

Динкiна Ẽ7 з вiдповiдними параметрами χ та γ :

rrrr r r r

r

321

2

γ 3 2 1

Тодi W
Ẽ7,χ

= {4 ± 1
k+s | k ∈ N ∪ {0}, s ∈ S} ∪ {4}, де S =

{1
4 ,

1
3 ,

1
2 ,

2
3 ,

3
4 , 1} (див. [18]).

d) Розглянемо алгебру P
Ẽ8,χ,γ

, пов’язану з розширеним графом

Динкiна Ẽ8 з вiдповiдними параметрами χ та γ :

rrr r r r r r

r

42

3

γ 5 4 3 2 1

Тодi W
Ẽ8,χ

= {6 ± 1
k+s | k ∈ N ∪ {0}, s ∈ S} ∪ {6}, де S =

{1
6 ,

1
5 ,

1
4 ,

1
3 ,

2
5 ,

1
2 ,

3
5 ,

2
3 ,

3
4 ,

4
5 ,

5
6 , 1} (див. [18]).
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Для точок з неперервного спектру ∗-зображення алгебр, асоцi-
йованих з Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8, описанi для певних полiномiв: в [16] для ал-
гебри PP1,P2,P3;0, де P1 = P2 = P3 = (t − 1)t(t + 1) i γ = 0 (ця
алгебра породжена трьома частковими iзометрiями, сума яких до-
рiвнює нулевi, асоцiйована з розширеним графом Динкiна Ẽ6 i iзо-
морфна алгебрi b) з γ = 3); ∗-зображення алгебри PP1,P2,P3;4, де
P1 = P2 = t(t − 1)(t − 2)(t − 3), P3 = t(t − 1) i γ = 4 описанi в
[21] (ця алгебра асоцiйована з розширеним графом Динкiна Ẽ7 i вiд-
повiдає випадку c) з γ = 4), про ∗-зображення алгебри P

Ẽ8,χ,6
, що

вiдповiдає випадку d) з γ = 6 див. в [22].

3. Для ∗-зображень алгебр, асоцiйованих з графами Γ, якi не є анi
графи Динкiна, анi розширенi графи Динкiна, вже iснують спектри
χ, такi, що множина WΓ,χ мiстить цiлий вiдрiзок. Наведемо лише
приклади:

a) Розглянемо алгебру PΓ,χ,γ з графом

rr r

r

r

r

1 2

1

1

γ 1

Тодi множина WΓ,χ = Λ4∪ [2, 3]∪ (5−Λ4), де Λ4 = {2− 1
k+s | k ∈

N ∪ {0}, s ∈ {1
2 , 1}}, (див. [17]).

b) Розглянемо алгебру Pn,α (число гiлок n ≥ 5):
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r

r
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r

r

r

α
1

1

1

1 1
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. . .

Тодi WΓ,χ = Σn = Λ
(0)
n ∪Λ

(1)
n ∪ [n−

√
n2−4n
2 , n+

√
n2−4n
2 ]∪ (n−Λ

(0)
n )∪

(n− Λ
(1)
n ) (див. теорему 2).

c) Розглянемо алгебру PΓ,χ,γ з графом
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γ

2

1

21

2

1

2 1

. . .

з числом гiлок n ≥ 4. Тодi множина WΓ,χ мае наступний вигляд
(див. [17]):

WΓ,χ = ([0, 2] ∩ Σn) ∪ [2, 2n− 2] ∪ (2n− ([0, 2] ∩ Σn)) =

= Λ(0)
n ∪ Λ(1)

n ∪
[
n− n+

√
n2 − 4n

2
, n+

n+
√
n2 − 4n

2

]
∪

∪ (2n− Λ(0)
n ) ∪ (2n− Λ(1)

n ).

3. Коли оператор з даним спектром i спектральними
кратностями є сумою n ортопроекторiв

3.1. Спектр суми двох ортопроекторiв

Нехай в сепарабельному гiльбертовому просторi H дiють два ор-
топроектори P1 та P2. З цими ортопроекторами природно зв’язати
алгебру C〈 p1, p2 | p2

k = p∗k = pk, k = 1, 2 〉, породжену двома са-
моспряженими iдемпотентами. Ця алгебра має лише одновимiрнi та
двовимiрнi незвiднi нееквiвалентнi ∗-зображення: чотири одновимiр-
них π0,0(p1) = 0 i π0,0(p2) = 0, π0,1(p1) = 0 i π0,1(p2) = 1, π1,0(p1) = 1 i
π1,0(p2) = 0, π1,1(p1) = 1 i π1,1(p2) = 1, та неперервну сiм’ю двовимiр-

них πτ (p1) =

(
1 0
0 0

)
, πτ (p2) =

(
τ

√
τ(1 − τ)√

τ(1 − τ) 1 − τ

)
(0 < τ < 1).

Для двох ортопроекторiв має мiсце (див. [29], [30], [10] та iн.) вiд-
повiдна спектральна теорема, наведемо її формулювання у виглядi
операторiв множення (див. [25]): Нехай H-сепарабельний гiльбертiв
простiр i P1, P2 ∈ L(H) ортопроектори. Тодi iснує єдиний, з точнi-
стю до еквiвалентностi мiр µk, розклад H в пряму суму iнварiант-
них вiдносно P1 та P2 пiдпросторiв

H = H0,0 ⊕H0,1 ⊕H1,0 ⊕H1,1 ⊕∞
k=1 (C2 ⊗ L2((0, 1), dµk)),
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де µk � µk+1 ∀ k ∈ N, такий, що

P1 = P1,0 + P1,1 +
∞∑

k=1

(

(
1 0
0 0

)
⊗ Ik),

P2 = P0,1 + P1,1 +
∞∑

k=1

((
τ

√
τ(1 − τ)√

τ(1 − τ) 1 − τ

)
⊗ Ik

)
.

Застосування спектральної теореми дозволяє знайти необхiднi та до-
статнi умови на спектр самоспряженого оператора A i його спектра-
льнi кратностi для того, щоб вiн був сумою двох ортопроекторiв.

Теорема 3.1. Самоспряжений оператор A, який дiє в сепарабель-
ному гiльбертовому просторi H, є сумою двох ортопроекторiв A =
P1 + P2 тодi i тiльки тодi, коли спектр σ(A) ⊆ [0, 2] i його функцiя
кратностi iнварiантна на (0, 2) вiдносно перетворення ϕ : 1 + x →
1 − x.

Доведення. Нехай A = P1 +P2, тодi його спектр σ(A) ⊆ [0, 2]. Оскiль-
ки (узагальненi) власнi пiдпростори, якi вiдповiдають власним зна-
ченням оператора A 1 + ε та 1 − ε, де 0 < ε < 1, входять одночасно
у спектр σ(A) i їх розмiрностi спiвпадають, то функцiя кратностi є
iнварiантною вiдносно перетворення ϕ : 1 + x→ 1 − x на (0, 2).

Навпаки, нехай σ(A) ⊆ [0, 2] i функцiя кратностi iнварiантна вiд-
носно перетворення ϕ : 1 + x → 1 − x на (0, 2). За спектральною
теоремою для A = A∗ маємо наступний розклад простору H :

H = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕∞
k=1 (C2 ⊗ L2((0, 1), dµk)),

де H0, H1, H2 власнi пiдпростори, якi вiдповiдають власним значен-
ням 0, 1, 2 оператора A. Тодi покладемо

P1 = P1 + P2 +
∞∑

k=1

((
1 0
0 0

)
⊗ Ik

)
,

P2 = P2 +
∞∑

k=1

((
τ

√
τ(1 − τ)√

τ(1 − τ) 1 − τ

)
⊗ Ik

)
,

де Pλ- спектральнi проектори оператора A. Тодi

P1 + P2 = P1 + P2 +
∞∑

k=1

((
1 0
0 0

)
⊗ Ik

)
+ P2+
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+
∞∑

k=1

((
τ

√
τ(1 − τ)√

τ(1 − τ) 1 − τ

)
⊗ Ik

)
=

= 0 · P0 + P1 + 2P2 +
∞∑

k=1

((
1 + τ

√
τ(1 − τ)√

τ(1 − τ) 1 − τ

)
⊗ Ik

)
= A.

3.2. Коли оператор αIH (α ∈ R) є сумою n ортопроекторiв

Має мiсце наступна теорема (див. [26])

Теорема 3.2. 1) Нехай dimH = m < ∞ i α = p
q нескоротний

дрiб. Оператор αIH є сумою n ортопроекторiв тодi i тiльки
тодi, коли

a) α ∈ Σn ∩ Q,

b) dimH = qk (k ∈ N.)

2) Нехай dimH = ∞. Оператор αIH є сумою n ортопроекторiв
тодi i тiльки тодi, коли α ∈ Σn.

Доведення. 1) Нехай dimH = m < ∞. Якщо αIm є сумою n орто-
проекторiв, то α ∈ Σn i αm = tr(αIm) цiле число, оскiльки trP1 +
. . . + trPn = rankP1 + . . . + rankPn. Доведемо, що з α ∈ Σn αm ∈ N

випливає, що αIm є сумою n ортопроекторiв.
Припустимо, що n ≤ 3, тодi теорема очевидна при α ∈ N. Якщо

α∈N, тодi α = 3
2 i n = 3, але 3

2I2 є сумою трьох ортопроекторiв.

Нехай n ≥ 4. Припустимо, що α ∈ Λ
(0)
n ∪Λ

(1)
n ∪(n−Λ

(0)
n )∪(n−Λ

(1)
n ),

тодi теорема випливає iз теореми 4 роботи [11].

Залишається тiльки можливiсть n−
√
n2−4n
2 ≤ α ≤ n+

√
n2−4n
2 i

αm ∈ N. Якщо n = 4, то α = 2 i теорема очевидна.
Нехай n ≥ 5, тодi (див. [11]) якщо 1 < α < n−1, то αIm є сумою n

ортопроекторiв тодi i тiльки тодi, коли Φ+(α)I(n−1−α)m (де Φ+(α) =

1 + 1
n−α−1) є сумою n ортопроекторiв.
Доведемо, що αIm є сумою n ортопроекторiв, якщо 2 < α ≤ n− 2

i αm ∈ N.
Нехай n = 5, тодi αIm є сумою п’яти ортопроекторiв при 3

2 < α ≤ 2
i αm ∈ N (див. [11]). З неперервностi функцiї Φ−1 випливає, що αIm
є сумою п’яти ортопроекторiв, коли Φ−1(3

2) = 2 < α ≤ Φ−1(2) = 3 i
αn ∈ N.

Якщо k > 5, 2 < β ≤ k− 2 i βn ∈ N, то iснує невiд’ємне цiле число
s, таке, що β = α+s i 2 < α ≤ 3, але тодi βIm = P1+. . .+P5+sIm. Так
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як s+5 < s+α+3 = β+ s ≤ k+1, то βIm є сумою n ортопроекторiв.
Тобто αIm є сумою n ортопроекторiв, якщо 2 < α ≤ n − 2 i αm ∈ N

при n ≥ 5.
З доведеного факту 2 < α ≤ n− 2 = Φ−1(2) i неперервностi функ-

цiї Φ+ випливає, що αIm (αm ∈ N) є сумою n ортопроекторiв, якщо
Φ+(2) < α ≤ 2, Φ+2(2) < α ≤ Φ+(2), Φ+3(2) < α ≤ Φ+2(2) i т. д.
Продовжуючи в протилежному напрямку, отримуємо, що αIm (αm ∈
N) є сумою n ортопроекторiв, якщо 2 < α ≤ k− 2 = Φ−1(2), Φ−1(2) <
α ≤ Φ−2(2), Φ−2(2) ≤ α ≤ Φ−3(2) i т. д. Так як lims→∞ Φ+s(2) =
n−

√
n2−4n
2 , lims→∞ Φ−s(2) = n+

√
n2−4n
2 , то оператор αIm є сумою n

ортопроекторiв для всiх α ∈ [n−
√
n2−4n
2 , n+

√
n2−4n
2 ] (якщо αm ∈ N, то

α 6= n±
√
n2−4n
2 , так як вони iррацiональнi при k > 4).

2) Доведення безпосередньо випливає з теореми 2.

3.3. Коли оператор з двома точками спектру є сумою орто-
проекторiв

В роботi [27], користуючись теорiєю ∗-зображень для P4,~α, отри-
манi умови на спектр i спектральнi кратностi оператора з двома то-
чками спектру, необхiднi i достатнi для того, щоб вiн був сумою трьох
ортопроекторiв. Але цi умови виглядають досить громiздко. Ми, слi-
дуючи [28], наведемо умови на оператор iз спектром {ε, 1+ ε} необхi-
днi i достатнi для того, щоб вiн був сумою n ортопроекторiв (n ≥ 3).

Розглянемо в унiтарному просторi H самоспряжений оператор A,
для якого σ(A) = {ε, 1 + ε}, ε > 0, i який можна розкласти в суму n
ортопроекторiв P1 + . . .+ Pn = A.

Лема. Для того щоб оператор A = A∗, який має спектр {ε, 1 + ε},
був сумою n ортопроекторiв, необхiдно, щоб 1 + ε ∈ Σn+1. Зокрема,
для того щоб A = P1 + P2 + P3, необхiдно 1 + ε ∈ Σ4.

Доведення. Нехай P є ортопроектор на власний пiдпростiр оператора
A, який вiдповiдае власному значенню ε. Тодi P1 + . . . + Pn = εP +
(1 + ε)(I − P ) або P1 + . . .+ Pn + P = (1 + ε)I.

Теорема 3.3. Оператор A = A∗, який має лише двi точки спектру
ε та 1 + ε (ε > 0) з кратностями r1 ≥ 1 i r2 ≥ 1 вiдповiдно, є
сумою трьох ортопроекторiв тодi i тiльки тодi, коли виконуються
наступнi умови:

(1) для ε < 1

a) ε = 1 − 1
k+ 1

2

має кратнiсть r1 = kt i 1 + ε має кратнiсть

r2 = (k + 1)t;
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b) ε = 1 − 1
k+1 має кратнiсть r1 = r(1)t1 + r(2)t2 i 1 + ε має

кратнiсть r2 = r(2)t1 + r(1)t2, де r(1) = 2k+1+(−1)k−1

4 , r(2) =
2k+3+(−1)k

4 ;

(2) для ε = 1 кратностi r1 i r2 довiльнi;

(3) для ε > 1 необхiдною та достатньою умовою iснування нероз-
кладного оператора B = B∗, який має двi точки спектру 2 − ε
i 3− ε з кратностями r2 ≥ 1 i r1 ≥ 1 в суму трьох ортопроек-
торiв.

Доведення. Нехай P є ортопроектор на власний пiдпростiр оператора
A, який вiдповiдає власному значенню ε. Тодi P1 + P2 + P3 + P =
(1 + ε)I.

В роботi [11] було показано, що незвiднi четвiрки ортопроекторiв
P1, P2, P3, P4, такi, що P1 +P2 +P3 +P4 = (1 + ε)I, де ε < 1, iснують
тiльки в наступних випадках: 1) ε = 1− 1

k+ 1
2

i простiр має розмiрнiсть

2k − 1, де dim ImP4 = k. Таким чином, ортопроектори P1, P2, P3, P
такi, що P1 + P2 + P3 + P = (1 + ε)I iснують тiльки в просторах
розмiрностi (2k + 1)t, t ≥ 1 i dim ImP = kt, звiдки випливає (1.a)
теореми. 2) ε = 1 − 1

k+1 i розмiрнiсть простору k + 1, де dim ImP4 =

r(1) = 2k+1+(−1)k−1

4 або dim ImP4 = r(2) = 2k+3+(−1)k

4 . Ортопроектори
P1, P2, P3, P такi, що P1 + P2 + P3 + P = (1 + ε)I iснують тiльки
в просторi розмiрностi (k + 1)t, t ≥ 1 i dim ImP = r(1)t1 + r(2)t2, де
t1 + t2 = t, ti ≥ 0, а це дає (1.b).

Для ε = 1 твердження очевидне.
Нехай ε > 1 i оператор A = A∗, спектр якого мiстить лише двi

точки ε та 1 + ε з кратностями r1 ≥ 1 i r2 ≥ 1 вiдповiдно, є сумою
трьох ортопроекторiв A = P1 +P2 +P3. Тодi оператор B = P⊥

1 +P⊥
2 +

P⊥
3 = 3I −A, де P⊥

i = I −Pi, також є сумою трьох ортопроекторiв iз
спектром 2 − ε i 3 − ε з кратностями r2 ≥ 1 i r1 ≥ 1, i навпаки, що i
доводить (3).

Нехай Φ+(α) = 1 + 1
n−1−α i Φ+(k)(α) = Φ+(Φ+(k−1)(α)), k ≥ 1,

Φ+(0)(α) = α, тодi Λ
(0)
n = ∪k≥0Φ

+(k)(0) i Λ
(1)
n = ∪k≥0Φ

+(k)(1). Нехай
α = p

q є нескоротний дрiб.

Теорема 3.4. Оператор A = A∗, який має лише двi точки спектру ε

та 1+ε, де 1+ε∈
(
0,

n+1−
√

(n+1)2−4(n+1)

2

)
∪
(
n+1+

√
(n+1)2−4(n+1)

2 , n+1
)
,

iз кратностями r1 ≥ 1 i r2 ≥ 1, є сумою n ортопроекторiв тодi i
тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:
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(1) 1 + ε ∈ Λ
(0)
n+1\{0} i має кратнiсть r2 = (q − p

n+1)t, ε має крат-
нiсть r1 = p

n+1 t;

(2) 1 + ε ∈ Λ
(1)
n+1 має кратнiсть r2 = (q − r(1))t1 + (q − r(2))t2, i

ε має кратнiсть r1 = r(1)t1 + r(2)t2, де r(1) = p+(−1)k−1

n+1 , r(2) =

r(1) + (−1)k i k : Φ+(k)(1) = 1 + ε, ti ≥ 0;

(3) 1 + ε ∈
(
n+1+

√
(n+1)2−4(n+1)

2 , n + 1
)

оператор B = B∗, спектр

якого мiстить двi точки n−ε−1 i n−ε з кратностями r2 ≥ 1
i r1 ≥ 1 вiдповiдно, який є сумою n ортопроекторiв.

Доведення. Нехай P є ортопроектор на власний пiдпростiр оператора
A, який вiдповiдає власному значенню ε. Тодi P1 + . . . + Pn + P =
(1 + ε)I.

В роботi [11] показано, що незвiднi ортопроектори такi, що P1 +

. . .+ Pn+1 = (1 + ε)I, де 1 + ε <
n+1+

√
(n+1)2−4(n+1)

2 , iснують тiльки в
наступних випадках:

1) 1+ε = p
q ∈ Λ

(0)
n+1 i простiр має розмiрнiсть q i dim ImPn+1 = p

n+1 .
Тодi ортопроектори P1, . . . , Pn, P такi, що P1 + . . .+Pn+P = (1+ ε)I
iснують тiльки в просторi розмiрностi qt, t ≥ 1 i dim ImP = p

n+1 t, а
це i доводить (1).

2) 1 + ε = p
q = Φ+(k)(1) ∈ Λ

(1)
n+1 i розмiрнiсть простору q, де

dim ImPn+1 = r(1) = p+(−1)k−1

n+1 або dim ImPn+1 = r(2) = r(1) + (−1)k.
Таким чином, ортопроектори P1, . . . , Pn, P такi, що P1+. . .+Pn+P =
(1 + ε)I iснують тiльки в просторi розмiрностi qt, t ≥ 1 i dim ImP =
r(1)t1 + r(2)t2, де t1 + t2 = t, ti ≥ 0, що доводить (2).

Якщо 1 + ε >
n+1+

√
(n+1)2−4(n+1)

2 i A = A∗, спектр якого мiстить
тiльки двi точки ε i 1 + ε з кратностями r1 ≥ 1 r2 ≥ 1, є сумою n
ортопроекторiв A = P1 + . . .+Pn, тодi оператор B = P⊥

1 + . . .+P⊥
n =

nI − A, де P⊥
i = I − Pi також є сумою n ортопроекторiв i має двi

точки спектру n − 1 − ε i n − ε з кратностями r2 ≥ 1 i r1 ≥ 1, що
доводить (3).

Автори щиро вдячнi А. А. Кириченку i С. А. Кругляку за кориснi
зауваження.
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