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О СЕКТОРИАЛЬНОСТИ ОПЕРАТОРА ШРЁДИНГЕРА
С ПОТЕНЦИАЛОМ ТИПА МЕРЫ

Рассматривается оператор Шрёдингера с точечными взаимодействиями и комплексным
потенциалом типа меры. В терминах потенциала получено достаточное, а при некотором
дополнительном предположении и необходимое, условие секториальности соответствующей
квадратичной формы.

Ключевые слова: секториальность, квадратичная форма, оператор Шрёдингера, то-

чечные взаимодействия.

1. Введение. Дифференциальные операторы с точечными взаимодей-
ствиями возникают в различных физических приложениях как точно раз-
решимые модели, описывающие сложные физические явления (многочис-
ленные результаты, а также исчерпывающий список ссылок можно найти
в [1–4]). Важный класс таких операторов образуют дифференциальные опе-
раторы с коэффициентами, имеющими сингулярный носитель на дискретном
множестве точек. Самый известный пример – оператор HX,α,q, ассоциирован-
ный с формальным дифференциальным выражением

ℓX,α,q := −
d2

dx2
+ q(x) +

∑

xn∈X

αn δ(x− xn), (1)

где δ(x−xn) – дельта-функция Дирака с носителем в точке xn. Этот оператор
описывает δ-взаимодействия на дискретном множестве X = {xn}n∈I ⊂ R.
Коэффициенты αn ∈ C называют интенсивностями в точках xn.

Существует несколько подходов к строгому определению оператора, со-
ответствующего дифференциальному выражению Штурма – Лиувилля

ℓν := −
d2

dx2
+ ν(x), x ∈ R+, (2)

с потенциалом-распределением ν ∈ W
−1,2
loc

(R+), R+ := [0,+∞). А. М. Савчук
и А.А. Шкаликов [5, 6] предложили следующее определение. Пусть

y[1](x) := y′(x)− V (x) y(x), ′ ≡
d

dx
, (3)

где V (x) =
∫

ν(t) dt – первообразная распределения ν. Переписывая выраже-
ние (2) в виде

ℓν [y] = −(y[1])′ − V (x)y[1] − V 2(x)y, (4)
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мы определяем минимальный оператор

H0
νf := ℓνf,

dom(Hν) := {f ∈ L2
comp(R+) : f, f [1] ∈ W

1,1
loc

(R+), ℓν [f ] ∈ L2(R+)}, (5)

Hν := H0
ν . (6)

Здесь L2
comp(R+) обозначает подмножество квадратично интегрируемых

на R+ функций, равных нулю вне некоторого замкнутого интервала [0, R], и
W

n,p
loc

(R+) = {f : f ∈ Wn,p[0, R] для всех R > 0}, где Wn,p[0, R] обозначает
стандартное соболевское пространство на отрезке и W 0,p[0, R] = Lp[0, R].

Операторы Шрёдингера с потенциалами-распределениями привлекли зна-
чительный интерес в последние десятилетия, в частности, потому что их мож-
но использовать в качестве решаемых моделей многих явлений.

Например, если ν – линейная комбинация δ-функций, ν(x) =
∑

αkδ(x−xk),
то оператор HX,α,q := Hν описывает δ-взаимодействия интенсивности αk в
точках xk. Заметим также, что операторы с локальными точечными взаи-
модействиями могут рассаматриваться как операторы Шрёдингера с редки-
ми сильно флуктуирующими потенциалами (многочисленные результаты по
спектральным свойствам таких операторов можно найти в [7–9]).

В случае, когда ν – мера с локально ограниченной вариацией, самосо-
пряжённость и полуограниченность снизу оператора Hν были впервые рас-
смотрены Браншем [10] и Минами [11]. Операторы на конечном интервале с
ν ∈ W−1,2 детально были изучены Савчуком и Шкаликовым [5, 6]. Грынив
и Микитюк [12, 13] (см. также [14]) существенно развили этот подход для
изучения обратных задач.

2. Условия секториальности оператора Шрёдингера. Напомним,
что оператор T в гильбертовом пространстве H называется α-секториальным
(α – полу-угол), если

Re tT [f ]± ctgα Im tT [f ] = Re(Tf, f)± ctgα Im(Tf, f) > 0.

Пусть µ(t) := µR(t) + iµI – комплекснозначная мера.

Квадратичная форма

tL[u] = (Lu, u) =

∫

R+

|u′(t)|2dt−

∫

R+

|u(t)|2dµ(t), µ = µR + iµI , (7)

ассоциирована с оператором

Lu = −D2u+ µu.
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Для изучения секториальности формы tL[u] находим

Re(Lu, u) =

∫

R+

|u′(t)|2dt+

∫

R+

|u(t)|2dµR(t),

Im(Lu, u) =

∫

R+

|u(t)|2dµI(t).

Тогда

Re(Lu, u)± ctgα Im(Lu, u) =

∫

R+

|u′(t)|2dt+

∫

R+

|u(t)|2dµR(t)±

± ctgα

∫

R+

|u(t)|2dµI(t) =

∫

R+

|u′(t)|2dt+

∫

R+

|u(t)|2dµα(t), (8)

где

dµα(t) := dµR(t)± ctgα · dµI(t) = dµ+
α (t)− dµ−

α (t), µ±
α (t) > 0. (9)

Теорема 1. Пусть µ – комплекснозначная мера и пусть dµα(t) опреде-

ляется равенством (9). Тогда квадратичная форма (7) является α-секто-

риальной, если существует константа c > 0, такая что

∫

[n,n+1)

dµ−
α (t) 6 c, n ∈ N. (10)

Если мера µα(t) = −µ−
α (t) неположительна, то условие (10) является так-

же и необходимым для α-секториальности tL[u].

Доказательство. (i) Достаточность. По теореме вложения Соболева для
произвольного ε > 0 выполнено следующее неравенство:

|u(t)|2 6 ε

n+1
∫

n

|u′(t)|2dt+
C

ε

n+1
∫

n

|u(t)|2dt 6

6 ε‖u‖2
W

1,2
[n,n+1]

+
C

ε
‖u‖2

L2
[n,n+1]

, u ∈ W 1,2[n, n+ 1]. (11)
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Зафиксируем ε < 1
c
. Из (8) с учётом неравенства (11) получаем

Re tL[u]± ctgα Im tL[u] =

∫

R+

|u′(t)|2dt+

∫

R+

|u(t)|2dµα(t) =

=

∫

R+

|u′(t)|2dt+

∫

R+

|u(t)|2dµ+
α (t)−

∫

R+

|u(t)|2dµ−
α (t) >

>

∫

R+

|u′(t)|2dt−

∫

R+

|u(t)|2dµ−
α (t) =

=

∫

R+

|u′(t)|2dt−

∞
∑

n=0

∫

[n,n+1)

|u|2dµ−
α (t) >

∫

R+

|u′(t)|2dt− c

∞
∑

n=0

‖u‖2C[n,n+1] >

>

∫

R+

|u′(t)|2dt− c

(

ε‖u‖2W 1,2(R+) +
C

ε
‖u‖2L2(R+)

)

=

= ‖u′‖2L2(R+) − cε‖u‖2L2(R+) − cε‖u′‖2L2(R+) −
cC

ε
‖u‖2L2(R+) =

= (1− cε)‖u′‖2L2(R+) − c

(

ε+
C

ε

)

‖u‖2L2(R+) > −c

(

ε+
C

ε

)

‖u‖2L2(R+).

Из полученного неравенства следует, что квадратичная форма tL[u] является
α-секториальной.

(ii) Необходимость. Пусть условие (10) нарушено. Тогда для произвольной
последовательности {kj}

∞
j=1 ⊂ N, kj ր ∞, существует последовательность

{nj}
∞
j=1 ⊂ N, такая что

∫

[nj ,nj+1)

dµ−
α (t) > kj , j ∈ N. (12)

Пусть ϕ0 ∈ C1
0 (R+), ϕ0(x) = 1 для x ∈ [0, 1] и suppϕ0 ⊂

(

−1
2 ,

3
2

)

. Положим

ϕn(x) := ϕ0(x− n), x ∈ R+, n ∈ N.

Легко видеть, что

∫

R+

|ϕnj
(t)|2dµ−

α (t) >

∫

[nj ,nj+1)

|ϕnj
(t)|2dµ−

α (t) =

∫

[nj ,nj+1)

dµ−
α (t) > kj . (13)

Тогда из (8) и (13) следует
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Re tL[ϕnj
]± ctgα · Im tL[ϕnj

] =

∫

R+

|ϕ′
nj
(t)|2dt−

∫

R+

|ϕnj
(t)|2dµ−

α (t) <

< ‖ϕ′
0‖

2
L2(R+) − kj → −∞

при j → ∞.

Значит, оператор L не является α-секториальным.
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Предложена система диагностики газовой фазы при работе пламенной печи, основанная
на определении величины присосов воздуха в рабочую камеру печи, расходов кислоро-
да на окисление и обезуглероживание металла в режиме реального времени. Исследована
чувствительность предложенной системы к погрешностям установления входных величин.
Показано, что для достижения приемлемой точности определения искомых величин необ-
ходимо использование измерительных приборов со сверхвысокой точностью.
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1. Введение. В современной газопечной теплотехнике одним из акту-
альных вопросов при тепловой обработке металла в печи является снижение
уровня окисления и обезуглероживания поверхности металлических изделий,
подвергающихся тепловой обработке. В названных процессах ключевую роль
играет кислород, имеющийся в продуктах сгорания, поскольку, с одной сторо-
ны, сжигание топлива обычно ведется при значениях коэффициента расхода
воздуха, больших единицы, а с другой стороны, помимо этого имеются неор-
ганизованные присосы воздуха в печную камеру. Концентрация кислорода
в продуктах сгорания, соответствующая его организованной подаче при вы-
бранном значении коэффициента расхода воздуха, определяется при помощи
стандартного расчета в рамках теории горения топлива. Известны методики,
позволяющие на основании сравнения измеренных концентраций кислорода в
продуктах сгорания с расчетными значениями установить величину присосов
воздуха [1, 2].

В работе [3] предложено сжигание топлива в печи с образованием ней-
тральной или восстановительной атмосферы (газы CO, H2), а также раз-
работана математическая модель протекания процесса окисления стали при
нагреве под прокатку. Авторами установлено сокращение количества метал-
ла, уносимого с угаром, в 2 раза. Однако у данного способа есть недостатки –
опасность для работы персонала при наличии неплотностей печи и ее работы
около «нулевой» точки разрежения, а также снижение удельных тепловыде-
лений из-за недожога топлива, что влечет за собой перерасход дорогостояще-
го природного газа.
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В работах [4, 5] рассмотрены различные способы снижения окалинообра-
зования, откуда следует, что способов ее снижения не мало, однако отсут-
ствуют универсальные подходы к решению данной проблемы.

В работе [6] на основе анализа теплового баланса рекуператора и баланса
кислорода в печной камере и газоходе от пламенного окна до рекуператора
даются расчетные оценки присосов воздуха в печную камеру и на участке
газохода, а также объемного расхода кислорода на окисление поверхности
металла. В известных подходах внимание не уделено процессам обезуглеро-
живания металла.

В связи с этим цель данной работы сформулирована как создание системы
диагностики состояния газовой фазы при работе пламенных печей, позволя-
ющей оценивать степень развития процессов окисления и обезуглероживания
металла.

2. Система диагностики. При составлении системы диагностики сдела-
но предположение, что продукты сгорания состоят из четырех компонентов:
CO2, H2O, O2 и N2. Расчетные значения концентраций этих компонентов
определяются при помощи стандартного расчета горения газообразного топ-
лива в зависимости от его состава и базового значения коэффициента расхода
воздуха.

Для решения поставленной задачи предлагается рассмотреть баланс со-
держания таких компонентов как углекислый газ, кислород и водяные па-
ры, а также разрешить его относительно реальных концентраций названных
компонентов в продуктах сгорания, сформированных в результате присосов
воздуха в печную камеру, протекания процессов окисления и обезуглерожи-
вания.

В результате получаем систему, состоящую из трех уравнений:
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где COР
2 , OР

2
, H2O

Р – реальное содержание газов СО2, О2, Н2О;
V расч

пс , COрасч
2

, Oрасч
2

, H2O
расч – расчетный объем продуктов сгорания, газов

СО2, О2, Н2О;
V об
CO2

– количество газа СО2, полученного в результате обезуглероживания;
∆αд – добавочный коэффициента расхода воздуха, соответствующий его при-
сосам в рабочую камеру печи;
V теор

в – теоретический объем воздуха, необходимый для сжигания топлива;
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H2O
вл, Oвл

2
– количество влажных газов Н2О, О2;

V ок
O2

– количество газа О2, затрачиваемого на окисление металла.

В этой системе неизвестными величинами являются: ∆αд, V
об
CO2

, V ок
O2

.

Так как знаменатель в каждой дроби идентичен, то систему можно пред-
ставить в следующем виде:
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Итак, (1) – уравнение для определения количества образовавшегося газа
СО2. В результате ряда преобразований
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итоговое выражение для определения ∆αд будет иметь следующий вид:
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В конечном итоге предлагается следующий алгоритм определения иско-
мых величин:

– при помощи зависимости (3) находим ∆αд;

– используя найденное значения ∆αд, из зависимости (2) определяем V ок
O2

;

– значение V об
CO2

находим из зависимости (1).

3. Проверка адекватности работы предложенной системы диа-
гностики. Проверка системы диагностики выполнена для случая сжигания
чистого метана CH4 = 100% в атмосферном воздухе и следующего набора
исходных данных:

– степень обогащения воздуха кислородом – 0,21 (атмосферный воздух);

– коэффициент расхода воздуха α = 1,18;

– влажность воздуха dвл = 18 г/м3.

12



Система диагностики состояния газовой фазы пламенных печей

На основании теории горения установлено, что для полного сжигания 1 м3

природного газа требуется 2 м3 кислорода. Требуемое количество атмосфер-
ного воздуха составит 9,736 м3/м3 топлива, а действительное количество воз-
духа с учетом коэффициента расхода воздуха составит 11,489 м3/м3 топлива.

В результате расчета процесса горения газа установлены расчетные значе-
ния концентрации кислорода, углекислого газа и водяных паров в продуктах
сгорания, которые составили:

– О2 = 2,883%;

– СО2 = 8,007%;

– Н2О = 18,023%.

Суммарное количество продуктов сгорания составит 12,489 м3/м3 то-
плива.

Для проверки работоспособности системы предложено использовать в ка-
честве исходных данных результаты расчета горения топлива:

COР
2 = CO

расч
2

;

OР
2
= O

расч
2

;

H2O
Р = H2O

расч.

Физически такая постановка исходных данных соответствует случаю, ко-
гда дополнительный воздух в печную камеру не присасывается, поверхность
металла не окисляется и не обезуглероживается.

На основании проведенных расчетов при помощи созданной системы диа-
гностики для такого набора исходных данных получены результаты, согласно
которым значения всех искомых величин (∆αд, V

ок
O2

, V об
CO2

) равны нулю, что
свидетельствует о правильности разработанной методики.

Для проверки чувствительности предложенной системы диагностики к
погрешностям определения входных данных выполнено соответствующее ис-
следование. Влияние погрешностей задания входных данных оценено отно-
сительно описанной выше «нулевой» точки.

Для проведения исследований с использованием полученных зависимо-
стей составлена матрица планирования эксперимента для трех факторов.
В качестве вариации исследуемых параметров выбран уровень погрешно-
сти для каждого фактора на уровне 2,5% и 5%. Оценим влияние погреш-
ности на параметры. В таблицах 1 и 2 приводятся полученные абсолютные
значения искомых величин.

Следует отметить, что в таблицах 1 и 2 символ «+» отвечает наличию по-
грешности в 2,5% и 5% соответственно для рассматриваемых величин, символ
«−» отвечает отсутствию накладываемой погрешности, т. е. принимается рас-
четное значение величины.

В таблицах 3 и 4 приведены относительные значения погрешностей. При
этом в качестве базиса для величины ∆αд выбрано базовое значение коэффи-
циента расхода воздуха αд, равное 1,18. Для величин V ок

O2
и V об

CO2
в качестве
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Таблица 1. Матрица планирования эксперимента исследования влияния погрешности 2,5%

на результат в абсолютных значениях величин

Номер опыта O2 CO2 H2O ∆αд V ок
O2

V об
CO2

1 + + + 1,706 · 10−3 0,367 0,016

2 − + + −3,21 · 10−3 0,181 −0,03

3 + − + −0,012 −0,133 −2,549

4 − − + −0,017 −0,345 −2,594

5 + + − 0,019 0,697 2,685

6 − + − 0,014 0,539 2,636

7 + − − 5,042 · 10−3 0,184 0,048

8 − − − 0 0 0

Таблица 2. Матрица планирования эксперимента исследования влияния погрешности 5%

на результат в абсолютных значениях величин

Номер опыта O2 CO2 H2O ∆αд V ок
O2

V об
CO2

1 + + + 3,331 · 10−3 0,711 0,032

2 − + + −6,27 · 10−3 0,353 −0,059

3 + − + −0,023 −0,219 −4,972

4 − − + −0,033 −0,674 −5,058

5 + + − 0,038 1,327 5,38

6 − + − 0,028 1,078 5,279

7 + − − 0,01 0,351 0,095

8 − − − 0 0 0

базиса для определения относительной погрешности выбран теоретический
расход кислорода на горение, равный 2 м3/м3 топлива.

Полученные данные свидетельствуют о том, что разработанная система
диагностики реагирует на изменение параметров не одинаково и в то же вре-
мя является очень чувствительной. Таким образом, заложенный уровень по-
грешности в меньшей степени влияет на погрешность определения добавоч-
ного коэффициента расхода воздуха (в пределе до 3,22%) и в ряде случаев
дает совершенно недопустимые результаты определения V ок

O2
и V об

CO2
(в пре-

деле 269%).

Принято считать, что для работы системы диагностики приемлемыми яв-
ляются погрешности определения искомых величин до 10%. В результате про-
ведения ряда численных экспериментов для разных погрешностей определе-
ния входных величин установлено, что при классе точности приборов 0,1
максимальная относительная погрешность определения V ок

O2
и V об

CO2
состав-
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Таблица 3. Матрица планирования эксперимента исследования влияния погрешности 2,5%

на результат в относительных значениях величин

Номер опыта O2 CO2 H2O ∆αд V ок
O2

V об
CO2

1 + + + 0,14 18,35 0,8

2 − + + −0,27 9,05 −1,5

3 + − + −1,02 −6,65 −127,45

4 − − + −1,44 −17,25 −129,7

5 + + − 1,61 34,85 134,25

6 − + − 1,19 26,95 131,8

7 + − − 0,43 9,2 2,4

8 − − − 0 0 0

Таблица 4. Матрица планирования эксперимента исследования влияния погрешности 5%

на результат в относительных значениях величин

Номер опыта O2 CO2 H2O ∆αд V ок
O2

V об
CO2

1 + + + 0,28 35,55 1,6

2 − + + −0,53 17,65 −2,95

3 + − + −1,95 −10,95 −248,6

4 − − + −2,80 −33,7 −252,9

5 + + − 3,22 66,35 269

6 − + − 2,37 53,9 263,95

7 + − − 0,85 17,55 4,75

8 − − − 0 0 0

ляет 5,36%, что допустимо при оценке степени развития процессов окисле-
ния и обезуглероживания металла.

В настоящее время типовые погрешности в определении концентраций
углекислого газа и водяных паров составляют единицы процентов. Однако
измерительная техника стремительно совершенствуется и в ближайшей пер-
спективе можно ожидать широкое применение приборов с требуемым классом
точности.

4. Выводы. В данной работе предложена система диагностики состояния
газовой фазы при работе пламенных печей, позволяющая оценивать степень
развития процессов окисления и обезуглероживания металла. В ее основе ле-
жит рассмотрение баланса содержания таких компонентов как углекислый
газ, кислород и водяные пары, а также разрешение системы относитель-
но реальных концентраций перечисленных выше компонентов в продуктах
сгорания, сформированных в результате присосов воздуха в печную камеру,
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протекания процессов окисления и обезуглероживания. В случае использо-
вания типовых приборов для определения входящих величин приемлемый
уровень погрешности будет получен только при вычислении добавочного ко-
эффициента расхода воздуха. Для обеспечения достаточной точности опре-
деления расходов кислорода на протекание процессов окисления и обезуг-
лероживания металла необходим класс точности приборов, определяющих
концентрации кислорода, углекислого газа и водяных паров на уровне 0,1.
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A system for diagnosing the gas phase during the operation of a combustion furnace, based
on determining the magnitude of air suction into the working chamber of the furnace, oxygen
consumption for oxidation and de-carbonization of metal in real-time mode is proposed. The
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АНАЛИЗ ХАРАКТЕРИСТИК ВОЛНОВОГО ПОЛЯ

В ЗАДАЧАХ ИССЛЕДОВАНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ ТЕЛ

В данной статье исследуется математическая модель процесса постоянных симметричных
колебаний конечных изотропных кусочно-неоднородных областей с нерегулярной грани-
цей. Строится аналитическое решение сформулированной краевой задачи для тела прямо-
угольного сечения путем модификации метода суперпозиции и асимптотического анализа
поведения неизвестных функций в сингулярных точках границы. Предлагаются некоторые
численные результаты, полученные при реализации предложенного численно-аналитиче-
ского алгоритма для прямоугольника с границей раздела двух областей в виде прямой и
границей, аппроксимированной некоторой функцией, в частности, найден спектр собствен-
ных частот, соответствующие им формы колебаний. Проводится анализ характера концен-
трации напряжений в особых точках модели и на границе раздела разнородных сред.

Ключевые слова: гармонические колебания, локальная концентрация напряжений, син-

гулярные точки.

1. Введение. Изотропные неоднородные пластины часто используют-
ся в качестве элементов современных конструкций в механике горных пород
и сейсмологии, строительстве и машиностроении, для защиты от вредных
воздействий окружающей среды. Учитывая сложные, быстро изменяющие-
ся условия работы подобного рода объектов, их структурные особенности и
воздействие различного вида нагрузок, применение неоднородных пластин
требует выбора новых направлений проектирования и разработки, следова-
тельно, актуальным остается вопрос совершенствования методик их расчета
и анализа.

В частности, при изучении динамического поведения неоднородных пла-
стин под действием переменных нагрузок возникает необходимость в расчете
собственных частот и соответствующих им форм колебаний. Распространена
ситуация, когда при проектировании требуется убедиться в малой вероятно-
сти возникновения в условиях эксплуатации такого механического явления,
как резонанс, крайне нежелательного в плане обеспечения общей надежности
изделия.

Многократное увеличение амплитуд колебаний при резонансе и вызыва-
емые этим высокие скачки напряжений – одна из основных причин выхо-
да из строя изделий, эксплуатируемых в условиях вибрационных нагрузок.
Резонансы наблюдаются на частотах, близких к частотам собственных ко-
лебаний, и если при проектировании изделия имеется возможность оценить
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спектр собственных частот конструкции, можно прогнозировать риск воз-
никновения резонансов в известном диапазоне частот внешних воздействий
[1, 2].

Актуальность исследования подобных задач заключается еще и в том,
что их решение позволит оптимизировать конструкционные параметры пла-
стины таким образом, чтобы вывести большую часть собственных частот из
рабочего диапазона вибровоздействий.

В работах [3–6] разработаны методы исследования волновых полей в упру-
гих прямоугольных областях, использующие асимптотическое поведение об-
щих решений в особых точках границы. Коэффициенты при особенности в
сингулярных слагаемых асимптотики решения, определяющего волновое по-
ле в этих особых точках, исследовались в работе [7] только для случая одно-
родной, прямоугольной в сечении модели.

В работах [5, 6] на основе модифицированного метода суперпозиции по-
строено решение задачи о гармонических колебаниях бесконечной в направ-
лении одной из осей кусочно-неоднородной призмы с гладкой границей раз-
дела сред. Для тел подобной геометрии граница имеет направляющую для
потока энергии роль, происходят элементарные процессы отражения от гра-
ницы, но они не связаны с изменением направления общего потока энергии.
В представленных работах рассматривается упрощенная математическая мо-
дель с гладкими внутренними и внешними границами.

В связи с активным внедрением в инженерную практику вычислитель-
ной техники, наиболее эффективным приближенным методом анализа ре-
альных моделей, обладающих высокой степенью детализации и содержащих
различные виды геометрических сингулярностей, является метод конечных
элементов, реализованный во многих программных средствах. Однако для
описания более сложных геометрически моделей, содержащих различные ви-
ды сингулярностей, необходима конечно-элементная модель большой размер-
ности, что приводит к значительному увеличению временных и аппаратных
ресурсов для проведения численного моделирования [1, 2].

Поэтому актуальной задачей является повышение эффективности меха-
нического анализа по определению собственных частот за счет разработки
и усовершенствования аналитических методов решения упрощенных матема-
тических моделей и последующего их обобщения и расширения путем прове-
дения конечно-элементного анализа.

Целью данной работы является: 1) изучение свойств колебательной си-
стемы в виде упрощенной модели, – конечного неоднородного прямоуголь-
ника с прямым стыковым соединением двух сред, на основе проведенного
численно-аналитического решения задачи о колебаниях тонкой неоднород-
ной прямоугольной пластины и знания явного вида и свойств нормальных
мод бесконечного слоя; 2) численное моделирование прямоугольника с гра-
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ницей раздела двух областей в виде прямой и границей, аппроксимированной
некоторой функцией, с целью определения спектра собственных частот, со-
ответствующих им форм колебаний, а также анализ характера концентрации
напряжений в особых точках модели и на границе раздела разнородных сред.

2. Постановка задачи. Рассмотрим сечение бесконечной в направле-
нии оси α3 неоднородной упругой призмы, которое занимает в системе ко-
ординат α1Oα2 область D = G(1) ∪ G(2) (рис. 1), где области G(m) (m =
= 1, 2) жестко состыкованы друг с другом, изотропны, в общем случае име-
ют различные упругие постоянные и определяются неравенствами: G(1) =
= {(α1, α2) : |α1| 6 c; |α2| 6 b}, G(2) = {(α1, α2) : α1 ∈ [−a,−c]∪[c, a]; |α2| 6 b}.

Рис. 1. Геометрия области сечения

Пусть на внешних сторонах пластины α1 = ±a задана гармонически из-
меняющаяся во времени с частотой ω нагрузка интенсивности q(α2). В ра-
ботах [3, 4] при помощи модификации метода суперпозиции все характери-
стики волнового поля, определяемого безразмерным частотным параметром

Ω(1) = ωa/c
(1)
S (c

(1)
S – скорость сдвиговых волн в области G(1)), выражаются

через введенные вспомогательные функции (в данной работе использованы

обозначения, принятые в [3, 4]) f1(y), f2(x), f3(y), f4(
∧

x), ϕ1(y). Эти функции
определяют перемещения и касательные напряжения на границе раздела сред
и на внешней границе области. Именно,

f1(y) = U
(1)
1 (δ, y), σ

(1)
12 (δ, y) = σ

(2)
12 (0, y) = ϕ1(y), f2(x) = U

(1)
2 (x, η),

f3(y) = U
(2)
1 (δ2, y), f4(

∧

x) = U
(2)
2 (

∧

x). (1)

Здесь U
(m)
i = v

(m)
i /a, σ

(m)
12 = t

(m)
12 /µm – безразмерные перемещения и на-

пряжения в областях G(m), соответствующие амплитудным компонентам v
(m)
i ,
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t
(m)
12 вектора перемещений и тензора напряжений, µm – модуль сдвига мате-

риала области G(m) (m = 1, 2), x = α1/a, y = α2/a,
∧

x = (α1 − c)/a,
∧

x ∈ [0, δ2],
δ2 = 1− δ, δ = c/a, η = b/a.

Проведем исследование особенности напряжений в угловой точке области
B(1, η) и в угловой точке стыка областей A1(δ, η) (рис. 1), что эквивалентно
предположению о наличии особенностей следующего вида у функций ϕ1, f

′

i

(i = 1, 2):

ϕ1(y) = P1(η − y)α−1, f ′

1(y) = Q1(η − y)α−1, f ′

3(y) = Q3(η − y)γ−1 при y → η;

f ′

2(x) = Q2(δ − x)α−1 при x → δ; f ′

4(
∧

x) = Q̄4(
∧

x)α−1 при
∧

x → 0;

f ′

4(
∧

x) = Q4(δ2 −
∧

x)γ−1 при
∧

x → δ2. (2)

Здесь через α и γ обозначены параметры, характеризующие особенности
искомых функций в угловых точках, а через P1, Q1, . . . , Q4 – произвольные
постоянные. Определяя асимптотику коэффициентов Фурье рассматривае-
мых функций в окрестности точек A1 и B, учитывая отсутствие у внешней
нагрузки особенностей в этих точках, приходим к системе однородных урав-
нений, определяющих характер особенностей характеристик волнового поля
в этих точках (1)–(3):

−m12 sin
πα

2
H1 + 2(2−m12) sin

πα

2
R1 + 2n(1)αR2 + 2n(2)αR̄4 = 0,

(m12 + 2) sin
πα

2
H1 + 2m12 sin

πα

2
R1 − 2(1− n(1)α)R2 − 2(1− n(2)α)R̄4 = 0,

((

n(1)
)

−1
+ α

)

H1 + 2αR1 + 2 sin
πα

2
R2 = 0,

((

n(2)
)

−1
+ α

)

H1 + 2αR1 + 2 sin
πα

2
R̄4 = 0,

sin
πγ

2
R3 + γR4 = 0, γR3 + sin

πγ

2
R4 = 0. (3)

Здесь m12 =
(

C
(1)
11

)

−1
+

(

C
(2)
11

)

−1
, n(β) =

(C
(β)
11 −1)

C
(β)
11

, H1 = −2P1 Γ(α) sin
πα
2 ,

Ri = 2Qi Γ(α) sin
πα
2 , R̄4 = 2Q̄4 Γ(α) sin

πα
2 , Rl = 2Ql Γ(γ) sin

πγ
2 , Γ(α) – гамма-

функция, C
(m)
iβ – безразмерные упругие параметры областей G(m) [3–5], i =

= 1, 2; l = 3, 4; β = 1, 2.

Систему (3) целесообразно рассмотреть как две отдельные системы для
исследуемых точек. Пятое и шестое уравнение характеризуют особенности
волнового поля во внешней угловой точке B, определяемые константами R3

и R4 и параметром γ. Эти особенности изучены достаточно полно в рабо-
тах [3–5]. Характер особенности механического поля в точке B не зависит от
упругих постоянных областей Ḡ(m). В угловой точке стыковки областей A1
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особенности неизвестных функций определяются первыми четырьмя уравне-
ниями системы (3), включающими H1, R1, R2, R4. Учитывая условие суще-
ствования нетривиального решения этих уравнений, можно численно найти
параметр α и тем самым определить характер поведения вспомогательных
функций при подходе к точке A1.

Процедура численного анализа достаточно полно описана в [4].

3. Исследование характера концентрации напряжений. Остано-
вимся на определении характера напряженно-деформированного состояния
в окрестности границы раздела состыкованных прямоугольников с различ-
ными упругими свойствами. Представляет интерес влияние формы и про-
тяженности границы раздела сред на характер и интенсивность локальной
концентрации напряжений. Расчет выполним методом асимптотического ин-
тегрирования СИУ, а в тех случаях, когда рассматриваемая геометрия об-
ласти не позволяет применить аналитическую обработку решения, расчет
выполняется методом конечных элементов путем компьютерного моделиро-
вания и проведения модального анализа в конечно-элементном комплексе
ANSYS Mechanical 2019 R2. В данной работе приведен расчет свободных
колебаний без учета предварительных напряжений, однако возможно про-
ведение конечноэлементного анализа с учетом преднапряженного состояния
(конструкционные и/или температурные нагрузки).

Материалы областей G(1) и G(2), титановый сплав (Titanium Alloy) и кон-
струкционная сталь (Structural Steel), представлены в библиотеке материалов
программного комплекса. Тестовая модель представляет собой прямоуголь-
ную пластину, линейные размеры которой по оси x (или α1): a = 0,2 м (1/2
длины прямоугольника), по оси y (или α2): b = 0,05 м (1/2 ширины прямо-
угольника), c = 0,05 м (ширина прикрепленной области) (рис. 1).

Для данной пластины выполнялся расчет первых 15 собственных частот и
соответствующих им форм колебаний для гладкой прямой границы раздела и
при ее модификации. Также изучалось распределение нормальных линеари-
зованных напряжений σx на найденных частотах по внешней границе, длине
рассматриваемой области. Был проведен анализ влияния модифицирован-
ной формы границы раздела сред на напряженно-деформированное состоя-
ние прямоугольника, в частности, на локальную концентрацию напряжений
вблизи границы раздела.

Результаты исследования для неоднородного прямоугольника с гладкой
внутренней границей раздела сред представлены на рис. 2, где изображены
кривые линеаризированных нормальных напряжений σx вдоль верхней гра-
ницы прямоугольника для частот 7–13 с прямолинейной границей раздела.
Кривые симметричны по пути линеаризации. В окрестности границы разде-
ла наблюдается некоторое нарушение гладкости кривых. На 10-ой частоте в

21



Л.П. Вовк, Е.С. Кисель

особых точках A1 и A2 можно отметить максимальные значение напряжений
по длине прямоугольника.

Рис. 2. Линеаризированные нормальные напряжения σx вдоль верхней границы (длины)
прямоугольника для частот 7–13, гладкая граница

В случае, когда кривая границы раздела задавалась функцией f(y) =
= A sin(y), где A = {1; 5} м−3, имеем вариации геометрии, изображенной
на рис. 3.

Рис. 3. Геометрия области сечения, A = 5 м−3

Рассмотрим изменение линеаризированных нормальных напряжений σx
по длине прямоугольника для частот 7–9, 13 при A = 1 м−3. В данном случае
под линеаризацией понимается метод постобработки, при котором в модели-
руемом теле выделяется тонкий срез, и поле напряжений в нем представляет-
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ся как сумма постоянного касательного напряжения и линейно меняющегося
напряжения изгиба.

На всех представленных на рис. 4 графиках имеем изменение характера
поведения кривой при приближении к вертикальным границам раздела сред
x = 0,05 м и x = 0,35 м, причем для 8, 9 и 13-й частот в окрестности гра-
ниц имеем пиковые значения напряжений. Следует отметить, что такого рода
значения напряжений наблюдаются со стороны более «мягкого» материала,
которым в данном случае является сталь. Максимальное значение напряже-
ния наблюдаем для 9-й частоты: σx = 2,6 · 1013 Па.

Рис. 4. Линеаризированные нормальные напряжения σx вдоль верхней границы (длины)
прямоугольника для частот 7–9, 13, A = 1 м−3

Изменяя амплитуду функции, задающей линию раздела, f(y) = A sin(y),
A = 5 м−3, и рассматривая аналогичные линеаризированные нормальные на-
пряжения σx вдоль верхней границы (рис. 5), отмечаем их значительный рост
на всех рассматриваемых частотах. Максимальное значение отмечается так-
же на 9-й частоте, σx = 3,72 · 1013 Па, что в 1,43 раз превышает аналогичное
значение напряжения при A = 1 м−3. На всех представленных частотах на-
блюдается сосредоточение ярко выраженных пиковых значений напряжений
на линии раздела двух сред.

На рис. 4–5 следует отметить общую закономерность – отсутствие сим-
метрии в распределении нормальных напряжений для левой и правой внут-
ренних границ, при x = 0,05 и x = 0,35 соответственно. Это объясняется фи-
зическими свойствами материала, которому принадлежат внутренние точки
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Рис. 5. Линеаризированные нормальные напряжения σx вдоль верхней границы (длины)
прямоугольника для частот 7–9, 13, A = 5 м−3

A1 и A2 (рис. 1). Для левой границы это более «мягкий» материал – сталь,
а для правой – более «жесткий» титан. Пиковые значения напряжений ока-
зываются смещены относительно линий раздела сред (рис. 1) в сторону более
«мягкого» материала. Относительно x = 0,05 – влево, а x = 0,35 – впра-
во, соответственно (рис. 6). Также асимметрия обусловлена геометрическими
характеристиками границ, которые нарушают общую геометрическую сим-
метрию области и ее НДС (напряженно-деформированное состояние).

Рис. 6. Масштабированные фрагменты сечения в окрестности точек A1 и A2 для левой и
правой внутренних границ
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Эпюры распределения эквивалентных напряжений для соответствующих
частот области G(2) (рис. 7–8) свидетельствуют о ярко выраженной концен-
трации напряжений в окрестности угловых точек A1 и A2, точек стыковки
двух сред (для ω7, ω9, ω13) и выраженном граничном резонансе для ω8. Эпю-
ры на рис. 7 и 8 соответствуют следующим частотам:

а) ω7 б) ω8 в) ω9 г) ω13

Рис. 7. Распределение эквивалентных напряжений для соответствующих частот по обла-
сти G

(2), A = 1 м−3

Рис. 8. Распределение эквивалентных напряжений для соответствующих частот по обла-
сти G

(2), A = 5 м−3

Максимальные значения эквивалентных напряжений для данных частот
по области G(2) отображены в таблице 1.

Таким образом, отмечается рост значений эквивалентных напряжений с
ростом номера частоты, на более высоких частотах влияние геометрической
неоднородности ослабляется. Увеличение амплитуды функции f(y) = A sin(y),
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Таблица 1. Максимальные значения эквивалентных напряжений области G
(2),

A = 1 м−3, A = 5 м−3.

σ7, Па σ8, Па σ9, Па σ13, Па

Гладкая граница 2,1361 ·1013 1,4811 ·1013 3,2692 ·1013 3,1265 ·1013

A = 1 1,8449 ·1013 1,6123 ·1013 3,1798 ·1013 4,6894 ·1013

A = 5 2,9595 ·1013 2,0724 ·1013 4,6596 ·1013 6,0061 ·1013

задающей кривую раздела сред, способствует увеличению значений напря-
жений, поскольку «уменьшая скругление» вершин «приближает» сингуляр-
ность. Участок максимальных напряжений при увеличении амплитуды кри-
вой f(y) локализируется во внутренней граничной точке A1 (рис. 8).

Выводы:

1. По проведённому в работе анализу состояния рассматриваемых вопро-
сов можно сказать, что существующие модели динамических задач упруго-
сти неоднородных тел не всегда точно и полно способны описать напряженно-
деформированное состояние при появлении большого числа дополнительных
концентраторов напряжения, ввиду серьезных математических трудностей,
и, как следствие, не удовлетворяют современным требованиям практики.

2. Учитывая локальный характер особенности, можно сказать, что пред-
ложенный алгоритм решения сформулированной в работе задачи носит до-
статочно универсальный характер и может быть применён для расчета волно-
вых полей в нерегулярных зонах области при различных силовых граничных
условиях и наличии сложной неоднородности внутренней структуры иссле-
дуемых объектов.

3. В работе был проведен анализ влияния возмущения формы границы
раздела сред на локализацию волновых движений для неоднородных упру-
гих областей. Как показали результаты исследования, сложность формы ис-
следуемых областей (геометрическая неоднородность) и наличие дополни-
тельных концентраторов напряжения вносят дополнительные математиче-
ские трудности в расчет распределения напряжений в неоднородном теле с
учётом концентрации напряжений в окрестности внутренних и внешних гра-
ниц области.

4. Предложенная методика конечно-элементного анализа позволяет опре-
делять собственные (резонансные) частоты, осуществляя проверку наличия
резонансных частот в рабочем частотном диапазоне изделия и оптимизируя
конструкцию таким образом, чтобы исключить возникновение резонансов и
повысить надежность вновь создаваемого изделия.
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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ФУНКЦИЙ
С НУЛЕВЫМИ ШАРОВЫМИ СРЕДНИМИ

Пусть Vr(R
n), n > 2, – множество функций f ∈ Lloc(R

n) с нулевыми интегралами по всем
шарам из R

n радиуса r. В работе изучаются интерполяционные задачи для класса Vr(R
n)

и некоторых его обобщений. В случае, когда множество узлов интерполяции является ко-
нечным, получена теорема о существовании решения интерполяционной задачи при общих
предположениях.

Ключевые слова: интерполяционные задачи, сферические средние, периодичность в сред-
нем.

1. Введение. Пусть R
n – вещественное евклидово пространство размер-

ности n > 2 с евклидовой нормой | · |. Предположим, что f ∈ Lloc(R
n) и

выполнено равенство ∫

|x|6r

f(x+ y) dx = 0 (1)

при некотором фиксированном r > 0 и всех y ∈ R
n. Верно ли, что f = 0?

Этот вопрос был рассмотрен в 1929 году известным румынским математи-
ком Д. Помпейю [1], который утверждал, что при n = 2 ответ является поло-
жительным. Однако, спустя пятнадцать лет Л. Чакалов [2] обнаружил, что
доказательство Д. Помпейю содержит ошибку. Более того, он показал, что
функция f(x1, x2) = sin(λx1) имеет нулевые интегралы по всем единичным
кругам в R

2, если число λ является нулём функции Бесселя J1. Впослед-
ствии выяснилось, что аналогичные примеры ненулевых функций с усло-
вием (1) можно построить, используя метод, предложенный И. Радоном [3]
ещё в 1917 году. Этот метод основан на теореме о среднем для собственных
функций оператора Лапласа и может быть распространён на произвольное
двухточечно-однородное пространство X (см. [4, часть 2, п. 2.4]). Кроме того,
он позволяет строить ненулевые функции на X, имеющие нулевые интегралы
по всем сферам фиксированного радиуса.

Для области G ⊂ R
n обозначим через Vr(G) множество функций f ∈

∈ Lloc(G), имеющих нулевые интегралы по всем замкнутым шарам радиуса
r, содержащимся в G (если область G не содержит таких шаров, то полагаем
Vr(G) = Lloc(G)). Данный класс функций, а также различные его аналоги и
обобщения активно изучались в течение последних пятидесяти лет в работах
Ф. Йона, Д. Дельсарта, Д. Смита, Л. Зальцмана, К. А. Беренстейна и других
авторов (см. обзоры [5–7] и монографии [4, 8, 9], содержащие обширную биб-
лиографию). Укажем основные направления в этих исследованиях.
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1. Изучение нулевых множеств и соответствующие теоремы единственно-
сти для класса Vr(G) [4, 8–11]. Данное направление восходит к теореме един-
ственности Ф. Йона [10] для функций с нулевыми сферическими средними.

2. Исследование допустимых ограничений на рост ненулевых функций
класса Vr(R

n) и его аналогов на неограниченных областях (теоремы типа
Лиувилля и Фрагмена – Линделёфа [4, 8–13]).

3. Изучение функций с условиями типа (1), в которых r принадлежит
заданному двухэлементному множеству [4–9, 11, 14, 15] (теоремы о двух ра-
диусах). Первым результатом в этом направлении является классическая тео-
рема Д. Дельсарта [16, 17] о характеризации гармонических функций посред-
ством уравнения средних значений, выполненного только для двух фиксиро-
ванных радиусов.

4. Описание функций класса Vr(G) в виде рядов по сферическим гармо-
никам [4, 8, 9, 18] (аналоги разложений Тейлора и Лорана из теории анали-
тических функций).

5. Теоремы о стирании особенностей [4, 8, 9, 18, 19].
6. Задачи интегральной геометрии о восстановлении функций из задан-

ных классов по известным шаровым средним [4, 9, 20–23].
7. Аппроксимация функций с нулевыми шаровыми средними линейными

комбинациями специальных функций [4, 8, 9].
8. Изучение аналогов и обобщений класса Vr(G) на различных однород-

ных пространствах и группах (например, на римановых симметрических про-
странствах) [4–9, 13–15, 21–23].

В данной работе изучаются интерполяционные задачи для класса Vr(R
n)

и некоторых его обобщений. В случае, когда множество узлов интерполяции
является конечным, получена теорема о существовании решения интерполя-
ционной задачи при общих предположениях.

2. Формулировка основного результата. Основным результатом дан-
ной работы является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть q ∈ N. Тогда для любого набора попарно различных

точек a1, . . . , aq в R
n и любого набора констант bk ∈ C (k = 1, . . . , q) су-

ществует вещественно аналитическая функция G ∈ Vr(R
n), удовлетворя-

ющая условиям

G(ak) = bk, k = 1, . . . , q. (2)

Из доказательства теоремы 1 видно (см. § 3), что аналогичный результат
имеет место не только для класса Vr(R

n), а и для классов решений уравне-
ний свёртки f ∗T = 0, где T – радиальное распределение в R

n с компактным
носителем и непустым множеством нулей его сферического преобразования.
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Данные уравнения свертки включают, например, классы решений эллипти-
ческих дифференциальных уравнений вида

P (∆) = 0,

где ∆ – оператор Лапласа, P – алгебраический многочлен, отличный от тож-
дественной константы.

Из теоремы 1 получаем следующее следствие, которое, в частности, по-
казывает, что решение интерполяционной задачи (2) для класса Vr(R

n) не
единственно.

Следствие 1. Пусть q ∈ N. Тогда для любого набора попарно различных

точек a1, . . . , aq в R
n существует ненулевая вещественно аналитическая

функция f ∈ Vr(R
n), удовлетворяющая условиям

f(ak) = 0 при всех k.

Отметим также, что в теореме 1 существенно, что в определении клас-
са Vr(R

n) рассматривается интегрирование по шарам, которое приводит к
инвариантности рассматриваемого класса относительно группы вращений.
Можно показать, что аналог теоремы 1 для класса функций, определяемого
наличием нулевых интегралов по всем сдвигам фиксированного параллеле-
пипеда в R

n, является неверным. Действительно, всякая такая непрерывная
функция удовлетворяет некоторому линейному разностному уравнению, свя-
зывающему значения функции в вершинах этого параллелепипеда (см. [8,
часть 4, гл. 2]). Поэтому, если взять в качестве узлов интерполяции вершины
данного параллелепипеда, то числа bk в условии (2) не могут быть заданы
произвольно.

3. Вспомогательные утверждения. Для доказательства теоремы 1
нам потребуются некоторые вспомогательные утверждения.

Пусть wk = (wk,1, . . . , wk,n) ∈ R
n, k ∈ {1, . . . , q}. Предположим, что

wi,1 6= wj,1 при i, j ∈ {1, . . . , q}, i 6= j. (3)

Символом
√
z обозначается однозначная и непрерывная ветвь данной функ-

ции в области C\{z ∈ C : Re z > 0, Im z = 0}. Пусть t = (t1, . . . , tn−1) ∈ R
n−1,

x ∈ R
n, z ∈ C,

f(x, t) = ei(x1t1+...+xn−1tn−1)eixn

√
z−t2

1
−...−t2n−1 . (4)

Лемма 1. Пусть существуют постоянные ck ∈ C, k = 1, . . . , q, такие

что
q∑

k=1

ck f(wk, t) = 0 (5)
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для всех t, принадлежащих области

Ua,b = {t ∈ R
n−1 : a < t21 + . . .+ t2n−1 < b}.

Тогда ck = 0 при всех k.

Доказательство. Из определения f и равенства (5) имеем

q∑

k=1

cke
i(wk,1t1+...+wk,n−1tn−1)eiwk,n

√
z−t2

1
−...−t2n−1 = 0

при t ∈ Ua,b. Зафиксируем t2, . . . , tn−1 и рассмотрим левую часть последнего
равенства как функцию переменного t1. Эта функция допускает аналитиче-
ское продолжение в область, содержащую точки t1 = λ + iµ при некотором
λ ∈ R и всех достаточно больших µ > 0. Учитывая условие (3), отсюда при
µ → +∞ заключаем, что

cke
iwk,n

√
z−t2

1
−...−t2n−1 = 0 при любых t ∈ Ua,b, k ∈ {1, . . . , q}.

Отсюда следует требуемое утверждение.

Пусть T ∈ E ′(Rn) – радиальное распределение и T̃ – его сферическое
преобразование (см. [8, часть 1, гл. 6]). Предположим, что T̃ (ζ) = 0 при неко-
тором ζ ∈ C.

Лемма 2. Для любого q ∈ N и любого набора констант γk ∈ C (k =
= 1, . . . , q) существует вещественно аналитическая функция F ∈ D′

T (R
n),

удовлетворяющая условию

F (wk) = γk при всех k.

Доказательство. Положим z = ζ2 и рассмотрим функции

gk(t) = f(wk, t), t ∈ Ua,b,

где k = 1, . . . , q и f определена равенством (4). Из леммы 1 следует, что
функции gk линейно независимы на Ua,b. Пусть m ∈ {1, . . . , q}. Обозначим
через Lm линейное подпространство в L2(Ua,b), порожденное функциями gk,
такими что k 6= m. Так как gm /∈ Lm, по теореме Хана – Банаха существует
линейный непрерывный функционал Φm на L2(Ua,b), такой что

Φm|Lm
= 0 и Φm(gm) = 1. (6)

Из теоремы Рисса следует, что Φm имеет вид

Φm(u) =

∫

Ua,b

u(t)ϕm(t) dt, u ∈ L2(Ua,b),
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для некоторой функции ϕm ∈ L2(Ua,b). Положим теперь

F (x) =

q∑

m=1

γm

∫

Ua,b

f(x, t)ϕm(t) dt, x ∈ R
n. (7)

Используя (6), отсюда имеем

F (wk) =

q∑

m=1

γm

∫

Ua,b

f(wk, t)ϕm(t) dt =

=

q∑

m=1

γmΦm(gk) = γk (8)

при всех k. Кроме того, из определения f(x, t) следует, что f ∗T = 0. Отсюда,
из (7) и (8) получаем, что F удовлетворяет всем требованиям леммы 2.

4. Доказательство основного результата. Перейдем к доказательству
теоремы 1. Нетрудно видеть, что существует ξ ∈ S

n−1 такое, что

(ξ, ai − aj) 6= 0 для всех i, j ∈ {1, . . . , q}, i 6= j. (9)

Поскольку группа SO(n) действует транзитивно на S
n−1, для некоторого

τ ∈ SO(n) выполняется условие τξ = (1, 0, . . . , 0). Полагая wk = τak, k ∈
∈ {1, . . . , q}, из (9) получаем, что

(τξ, wi − wj) 6= 0, i, j ∈ {1, . . . , q}, i 6= j.

Это означает, что выполнено условие (3). Согласно лемме 2, существует ве-
щественно аналитическая функция F ∈ D′

T (R
n), такая что F (wk) = bk при

всех k = 1, . . . , q. Полагая G(x) = F (τx), имеем

G(ak) = F (τak) = F (wk) = bk

при всех k. Кроме того, G вещественно аналитична и принадлежит классу
D′

T (R
n). Тем самым теорема 1 полностью доказана.
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Interpolation of functions with zero ball means

Let Vr(R
n), n > 2, be the set of functions f ∈ Lloc(R

n) with zero integrals over all balls in R
n

of radius r. Interpolation problems for the class Vr(R
n) and its generalizations are studied. In
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the case when the set of interpolation nodes is finite we solve the interpolation problem under
general conditions.

Keywords: interpolation problems, spherical means, mean periodicity.
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TO THE SPECTRAL THEORY OF QUANTUM GRAPHS

WITH SUMMABLE MATRIX POTENTIALS

Let G be a metric noncompact connected graph with finitely many edges. The main object
of the paper is the Hamiltonian Hα associated in L

2(G;Cm) with a matrix Sturm – Liouville
expression and boundary delta-type conditions at each vertex. Assuming that the potential
matrix is summable and applying the technique of boundary triplets and the corresponding
Weyl functions, we show that the singular continuous spectrum of the Hamiltonian Hα as well
as any other self-adjoint realization of the Sturm – Liouville expression is empty. We also indicate
conditions on the graph ensuring pure absolute continuity of the positive part of Hα.

Keywords: Quantum graphs, matrix Sturm – Liouville expression, delta-type conditions, ab-

solutely continuous spectrum, singular continuous spectrum, point spectrum, boundary triplet,

Weyl function.

1. Introduction. The spectral theory of quantum graphs with a finite or
infinite number of edges has been actively developed over the last three decades
(see [1–8] and the references therein). In particular, Schrödinger and Laplace
operators on the lattices, carbon nano-structures and periodic metric graphs have
attracted a lot of attention (see e.g. [9–12]).

In this paper we consider a noncompact connected quantum graph G = (V, E)
with finitely many edges E and vertices V assuming that at least one of its edges
is infinite. We assume that G has no “loops” (“tadpoles”) and multiple edges,
i.e. no edge starts and ends at the same vertex, and no edges connecting two
same vertices; this can always be achieved by introducing additional vertices, if
necessary. The main object of the paper is the Hamiltonian Hα := Hα,Q associated

in L2(G;Cm) with the matrix Sturm – Liouville expression A = − d2

dx2 + Q with
summable potential matrix Q ∈ L1(G;Cm×m) and boundary delta-type conditions
at each vertex v ∈ V:

{
f is continuous at v,∑

e∈Ev
f ′
e(v) = α(v)f(v),

v ∈ V, (1)

(see [2, 8], and formula (32) below), where α : V → C
m×m, α(·) = α(·)∗ is a

matrix function. For α = 0, condition (1) turns into the well-known Kirchhoff
condition, and we denote by Hkir := H0,Q the corresponding Hamiltonian. To
treat the Hamiltonian Hα,Q in the framework of extension theory we introduce
the minimal operator Amin = A =

⊕
e∈E Ae associated with the expression A on

G and being a direct sum of the minimal operators Ae on each edge e ∈ E .
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In the present work we consider certain spectral problems for arbitrary non-
compact connected quantum graphs G with finitely many edges. Namely, we show
that each realization Ã of A (each extension of A), including Hα, has no singular
continuous spectrum although it may have a discrete set of positive eigenvalues
embedded in the absolutely continuous spectrum σac(Ã) = [0,∞).

Notation. Through the paper H and H denote separable Hilbert spaces; B(H)
and C(H) denote the spaces of bounded and closed operators in H, respectively. As
usual σac(T ), σsc(T ), σp(T ), and σd(T ) denote the absolutely continuous, singular
continuous, point and discrete spectra of an operator T = T ∗ ∈ C(H); σp(T ) is
the closure of σpp(T ), the set of eigenvalues of T . ET (·) is the spectral measure
of T , and κ−(T ) := dimET (−∞, 0); T ac is the absolutely continuous part of T .

2. Preliminaries.

2.1. Boundary triplets and Weyl functions. Let us recall some basic facts of
the theory of abstract boundary triplets and the corresponding Weyl functions,
cf. [13–15].

The set C̃(H) of closed linear relations in H is the set of closed linear subspaces
of H⊕H. Recall that dom(Θ) =

{
f : {f, f ′} ∈ Θ

}
, ran(Θ) =

{
f ′ : {f, f ′} ∈ Θ

}
,

and mul(Θ) =
{
f ′ : {0, f ′} ∈ Θ

}
are the domain, the range, and the multivalued

part of Θ. A closed linear operator A in H is identified with its graph gr(A), so
that the set C(H) of closed linear operators in H is viewed as a subset of C̃(H).
In particular, a linear relation Θ is an operator if and only if mul(Θ) is trivial.
We recall that the adjoint relation Θ∗ ∈ C̃(H) of Θ ∈ C̃(H) is defined by

Θ∗ =

{(
h
h′

)
: (f ′, h)H = (f, h′)H for all

(
f
f ′

)
∈ Θ

}
.

A linear relation Θ is said to be symmetric if Θ ⊂ Θ∗ and self-adjoint if Θ = Θ∗.
For a symmetric linear relation Θ ⊆ Θ∗ in H the multivalued part mul(Θ) is

the orthogonal complement of dom(Θ) in H. Therefore setting Hop := dom(Θ)
and H∞ = mul(Θ), one arrives at the orthogonal decomposition Θ = Θop ⊕ Θ∞

where Θop is a symmetric operator in Hop, the operator part of Θ, and Θ∞ ={(
0
f ′

)
: f ′ ∈ mul(Θ)

}
, a “pure” linear relation in H∞.

Let A be a densely defined closed symmetric operator in a separable Hilbert
space H with equal deficiency indices n±(A) = dim(N±i) 6 ∞, where Nz :=
ker(A∗ − z) is the defect subspace.

Definition 2.1 ([15]). A triplet Π = {H,Γ0,Γ1} is called a boundary triplet
for the adjoint operator A∗ if H is an auxiliary Hilbert space and

Γ0,Γ1 : dom(A∗) → H

are linear mappings such that the abstract Green identity

(A∗f, g)H − (f,A∗g)H = (Γ1f,Γ0g)H − (Γ0f,Γ1g)H, f, g ∈ dom(A∗), (2)
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holds and the mapping Γ :=

(
Γ0

Γ1

)
: dom(A∗) → H⊕H is surjective.

Note that a boundary triplet for A∗ exists whenever n+(A) = n−(A). More-
over, n±(A) = dim(H) and ker(Γ) = ker(Γ0) ∩ ker(Γ1) = dom(A). Note also that
Γ is a bounded mapping from H+ = dom(A∗) equipped with the graph norm of
A∗ to H⊕H.

A boundary triplet for A∗ is not unique.

Definition 2.2. (i) A closed extension A′ of A is called a proper extension, if
A ⊂ A′ ⊂ A∗. The set of all proper extensions of A completed by the (non-proper)
extensions A and A∗ is denoted by ExtA.

(ii) Two extensions A′, A′′ ∈ ExtA are called disjoint if dom(A′)∩ dom(A′′) =
dom(A) and transversal if in addition dom(A′) + dom(A′′) = dom(A∗).

Any self-adjoint extension Ã of A is proper, i.e. Ã ∈ ExtA. Fixing a boundary
triplet Π one can parameterize the set ExtA in the following way.

Proposition 2.3 ([14]). Let A be as above and let Π = {H,Γ0,Γ1} be a
boundary triplet for A∗. Then the mapping

ExtA ∋ Ã → Γdom(Ã) = {{Γ0f,Γ1f} : f ∈ dom(Ã)} =: Θ ∈ C̃(H) (3)

establishes a bijective correspondence between the sets ExtA and C̃(H). We put
AΘ := Ã where Θ is defined by (3), i.e. AΘ := A∗ ↾ Γ−1Θ = A∗ ↾

{
f ∈ dom(A∗) :

{Γ0f,Γ1f} ∈ Θ
}
. Moreover:

(i) AΘ is symmetric (self-adjoint) if and only if Θ is symmetric (self-adjoint),
i.e. Θ ⊆ Θ∗ (Θ = Θ∗). Besides, n±(AΘ) = n±(Θ).

(ii) The extensions AΘ and A0 are disjoint (transversal) if and only if Θ is
the graph of an operator B ∈ C(H). In this case AB := AΘ is given by

Ã = AB = A∗ ↾ ker(Γ1 −BΓ0). (4)

Moreover, the extensions AB and A0 are transversal if and only if B ∈ B(H).

The linear relation Θ (the operator B) in the correspondence (3) (resp. (4))
is called the boundary relation (the boundary operator). We emphasize that for
differential operators parametrization (3)–(4) leads to a description of the set of
proper extensions directly in terms of boundary conditions.

It follows immediately from Proposition 2.3 (i) that the extensions

A0 := A∗ ↾ ker(Γ0) and A1 := A∗ ↾ ker(Γ1) (5)

are self-adjoint. Indeed, Aj = AΘj
, j ∈ {0, 1}, where the subspaces Θ0 := {0}×H

and Θ1 := H× {0} are self-adjoint relations in H.
Moreover, for any self-adjoint extension Ã := Ã∗ ∈ ExtA there exists a bound-

ary triplet Π = {H,Γ0,Γ1} for A∗ such that ker(Γ0) = dom(Ã).
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Next following [13, 14] we introduce the concept of abstract Weyl function.
Emphasize that the role of abstract Weyl function in the extension theory is
similar to that of the classical Weyl – Titchmarsh m-function in the spectral
theory of singular Sturm – Liouville operators.

Definition 2.4 ([13]). Let A be a densely defined closed symmetric operator
in H with equal deficiency indices and let Π = {H,Γ0,Γ1} be a boundary triplet
for A∗. The operator valued functions γ(·) : ρ(A0) → B(H,H) and M(·) : ρ(A0) →
B(H) defined by

γ(z) :=
(
Γ0 ↾ Nz

)−1
and M(z) := Γ1γ(z), z ∈ ρ(A0), (6)

are called the γ-field and the Weyl function, respectively, corresponding to the
boundary triplet Π.

The γ-field γ(·) and the Weyl function M(·) in (6) are well defined. Moreover,
both γ(·) and M(·) are holomorphic on ρ(A0) and the following relations hold
(see [13])

γ(z) =
(
I + (z − ζ)(A0 − z)−1

)
γ(ζ), z, ζ ∈ ρ(A0), (7)

M(z)−M(ζ)∗ = (z − ζ)γ(ζ)∗γ(z), z, ζ ∈ ρ(A0). (8)

Identities (7) and (8) mean that γ(·) and M(·) are the γ-field and the Q-function
of the operator A0, respectively, in the sense of M. Krein (see [16, 17]). It follows
from (8) that M(·) ∈ R[H], i.e. it is B(H)-valued Nevanlinna function, i.e. M(·)
is holomorphic function on C \ R satisfying

Im z · ImM(z) > 0, M(z)∗ = M(z), z ∈ C \ R. (9)

Moreover, due to (8) M(·) ∈ Ru[H], i.e. it satisfies 0 ∈ ρ(ImM(i)).

It is well known that each R[H]-function, in particular, the Weyl function
M(·), admits an integral representation (see, for instance, [18, 19])

M(z) = C0 +

∫

R

(
1

t− z
−

t

1 + t2

)
dΣM (t),

∫

R

dΣM (t)

1 + t2
∈ B(H), (10)

for z ∈ ρ(A0), where ΣM (·) is an operator-valued Borel measure on R and C0 =
C∗
0 ∈ B(H). The integral in (10) is understood in the strong sense. A linear term

C1z is missing in (10) because A is densely defined (see [13]).
Recall that a symmetric operator A in H is said to be simple if it does not

admit a non-trivial orthogonal decomposition A = A′⊕S where A′ is a symmetric
operator and S = S∗. It is well-known that A is simple if and only if the closed
linear span of {Nz(A) : z ∈ C \ R} coincides with H.

If A is simple, then the Weyl function M(·) determines the boundary triplet
Π uniquely up to the unitary equivalence (see [13]). In particular, M(·) contains
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the full information about the spectral properties of A0. Moreover, the spectrum
of any proper (not necessarily self-adjoint) extension AΘ ∈ ExtA can be described
by means of M(·) and the boundary relation Θ.

Proposition 2.5 ([13, Theorem 2.2]). Let Π = {H,Γ0,Γ1} be a boundary
triplet for A∗ and let M(·) and γ(·) be the corresponding Weyl function and the
γ-field. Let also Ã = AΘ ∈ ExtA and ρ(AΘ) 6= ∅. Then:

(i) The following Krein type formula holds

(AΘ − z)−1 − (A0 − z)−1 = γ(z)(Θ−M(z))−1γ∗(z), z ∈ ρ(A0) ∩ ρ(AΘ). (11)

(ii) If A is simple, then for any z ∈ ρ(A0) the following equivalence holds

z ∈ σj(AΘ) ⇐⇒ 0 ∈ σj(Θ−M(z)), j ∈ {pp, c, r}. (12)

We complete formula (11) for Θ = ker (C D) (see [17, 20]). Then

(Θ−M(z))−1 = (C −DM(z))−1D. (13)

Formula (11) generalizes the classical Krein formula for canonical resolvents
(cf. [16, 17]). It establishes a one-to-one correspondence between the set of proper
extensions Ã = AΘ with ρ(AΘ) 6= ∅ and the set of linear relations Θ in H. Note
also that all parameters entered in (11) are expressed in terms of the boundary
triplet Π (see formulas (4) and (6)) (cf. [13, 14]).

Remark 2.6 ([18, Ch. VIII], [21]). In the case of n±(A) = m < ∞, the set of
all self-adjoint extensions of the operator A is parameterized as follows:

ExtA ∋ Ã = Ã∗ = AC,D = A∗ ↾ ker(DΓ1 − CΓ0),

where CD∗ = DC∗, det(CC∗ +DD∗) 6= 0, C,D ∈ C
m×m.

(14)

In the following proposition describing self-adjoint extensions with finite neg-
ative spectrum we restrict ourselves to the case of finite deficiency indices.

Proposition 2.7 ([13, 14]). Let A be a densely defined non-negative symmet-
ric operator in H, n±(A) = m < ∞, let Π = {H,Γ0,Γ1} be a boundary triplet for
A∗ such that A0 = ÂF is the Friedrichs extension of A. Further, let M(·) be the
corresponding Weyl function and let AC,D be a selfadjoint extension of A given
by (14). Then

κ−(AC,D) = κ−(CD∗ −DM(0)D∗). (15)

In particular, AC,D > 0 if and only if CD∗ −DM(0)D∗ > 0.
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2.2. Weyl function and spectrum. In the following we are going to characterize
the spectrum of the extension A0 in terms for the Weyl function. To this end let
Φ(·) be a scalar Nevanlinna function. In what follows by limz→≻xΦ(z) we mean
that the limit limr↓0Φ(x+ reiθ), x ∈ R, exists uniformly in θ ∈ [ε, π− ε] for each
ε ∈ (0, π/2). Let us introduce the following sets:

Ωs(Φ) := {x ∈ R : |Φ(z)| → +∞ as z →≻ x}, (16)

Ωpp(Φ) := {x ∈ R : lim
z→≻x

(z − x) Φ(z) 6= 0}, (17)

Ωsc(Φ) := {x ∈ R : |Φ(z)| → +∞ and (z − x) Φ(z) → 0 as z →≻ x}, (18)

Ωac(Φ) := {x ∈ R : 0 < ImΦ(x+ i0) < +∞}, Φ(x+ i0) = lim
y↓0

Φ(x+ iy). (19)

Any scalar R-function Φ(·) admits the representation

Φ(z) = C0 + C1z +

∫

R

(
1

t− z
−

t

1 + t2

)
dµ(t), z ∈ C+, (20)

with C0 is real constant, C0 ∈ R, C1 > 0, and the scalar Borel measure µ(·)
satisfies

∫
R
(1 + t2)−1dµ(t) < ∞.

Lemma 2.8 ([22, Lemma 4.1]). Let Φ(·) be a scalar R-function which has the
representation (20). Then Sac(µ) = clac(Ωac(Φ)).

Let Π = {H,Γ0,Γ1} be a boundary triplet for A∗ and let M(·) be the corre-
sponding Weyl function. We set Mh(z) := (M(z)h, h), h ∈ H, z ∈ C±.

Theorem 2.9 ([22, Theorem 4.3]). Let A be a simple closed symmetric op-
erator in H with n±(A) = n < ∞. Further, let Π = {H,Γ0,Γ1} be a boundary
triplet of A∗, let M(·) be the corresponding Weyl function, let A0 = A∗

0 ∈ ExtA be
given by (5), and let T = {hk}

n
k=1 be a basis in H. Then:

(i) the extension A0 has no point spectrum within the interval (a, b), i.e.
σpp(A0) ∩ (a, b) = ∅, if and only if

lim
y↓0

yMhk
(x+ iy) = 0 for each k ∈ {1, 2, . . . , n}, (21)

for all x ∈ (a, b). In this case the following relation holds

σ(A0) ∩ (a, b) = σc(A0) ∩ (a, b) =
(⋃n

k=1Ωsc(Mhk
) ∪

⋃n
k=1Ωac(Mhk

)
)
∩ (a, b).

(ii) The operator A0 has no singular continuous spectrum within the interval
(a, b), i.e. σsc(A0)∩(a, b) = ∅, if for each k ∈ {1, 2, . . . , n} the set Ωsc(Mhk

)∩(a, b)
is at most countable, in particular, if (a, b) \ Ωac(Mhk

) is at most countable.
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3. General non-compact quantum graphs with finitely many edges.

3.1. Framework. Let us set up the framework. Let G = (V, E) be a noncompact
metric and connected graph, consisting of finitely many edges E and vertices V .
Since graph G is noncompact, at least one of the edges has infinite length. For two
vertices v, u ∈ V we write v ∼ u if there is an edge eu,v ∈ E connecting v with u.
For every v ∈ V, we denote the set of edges incident to the vertex v by Ev and

deg(v) = #{e : e ∈ Ev} (22)

is called the degree of a vertex v ∈ V. Let us note that the vertices v ∈ V :
deg(v) = 1 are called the loose ends. A path P of length n ∈ N is a subset of
vertices {v0, v1, . . . , vn} ⊂ V such that n vertices {v0, v1, . . . , vn−1} are distinct
and vk−1 ∼ vk for all k ∈ {1, . . . , n}. A graph G is called connected if for any two
vertices u and v there is a path P = {v0, v1, . . . , vn} connecting u and v, that is,
u = v0 and v = vn.

Let us assign each finite edge e ∈ Efin with length |e| ∈ (0,∞) and direction,
that is, each finite edge e ∈ Efin has one initial vo and one terminal vertex vin.
Also we assign each infinite edge (lead) e ∈ E∞ with [0,∞), and every finite edge
e ∈ Eint with the interval (0, |e|); we also denote E = Efin ∪ E∞. In the sequel we
assume that graph G consists of p1 > 0 leads and p2 > 0 finite edges, i.e. |E∞| = p1
and |Efin| = p2, and put p := p1+p2. Let G0 ⊂ G be a maximal compact subgraph
of the metric graph G, i.e. G0 consists of p2 edges. Moreover, each edge is equipped
with coordinate (denoted x) that identifies this edge with a bounded interval. We
choose some subset Vext of vertices of G0, to be called external vertices, and attach
one or more copies of [0,∞) to each external vertex; the point 0 in a lead is thus
identified with the relevant external vertex. Denote by Vint = V \ Vext the set of
internal vertices.

First we introduce the Hilbert space L2(G;Cm) of functions f : G → C
m by

setting:

L2(G;Cm) =
⊕

e∈E

L2(e;Cm) =
{
f = {fe}e∈E : fe ∈ L2(e;Cm)

}
, (23)

where

fe = (fe,1, . . . , fe,m)T =




fe,1
...

fe,m


 ∈ L2(e;Cm). (24)

Let us equip G with the Sturm – Liouville operator. Assume also that for each
edge e ∈ E

Qe(·) = Qe(·)
∗ ∈ L1(e;Cm×m), (25)

and equality in (25) is understood in the following sense: Qe(x) = Qe(x)
∗ for a.e.

x ∈ e.
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For every e ∈ E consider the maximal operator Ae,max associated with the
Sturm – Liouville differential expression

Ae := −
d2

dx2
+Qe (26)

on the domain

dom(Ae,max) =

{
fe ∈ L2(e;Cm) :

fe, f
′
e ∈ ACloc(e;C

m),
Ae(fe) ∈ L2(e;Cm)

}
, e ∈ E . (27)

It is well known (see for instance [17, Proposition 9.5(i)]) that for each e ∈ Efin
Ae,max has the following regularity property:

dom(Ae,max) = {fe ∈ W 2,1(e;Cm) : Ae(fe) ∈ L2(e;Cm)} ⊂ W 2,1(e;Cm). (28)

Therefore there exist the limit values fe(vo), fe(vin), f
′
e(vo), f

′
e(vin) for each e ∈

Efin. Moreover, the regularity property similar to (28) remains valid for infinite
edges (leads) e ∈ E∞ provided that Qe ∈ L1(e;Cm×m). Therefore there exist the
limit values fe(v), f

′
e(v) for each e ∈ E∞ and v ∈ Vext.

For every e ∈ E we define the minimal operator Ae := Ae,min associated in
L2(e;Cm) with differential expression (26). In the case of lead e ∈ E∞ the domain
of the minimal operator Ae is of the form

dom(Ae) =
{
fe ∈ dom(Ae,max) : fe(v) = f ′

e(v) = 0, v ∈ Vext

}
. (29)

In the case of finite edge e ∈ Efin the domain of the minimal operator Ae is

dom(Ae) =
{
fe ∈ dom(Ae,max) : fe(vo) = fe(vin) = f ′

e(vo) = f ′
e(vin) = 0

}
. (30)

Clearly, Ae is closed symmetric operator, and A∗
e = Ae,max (see Section 3).

Note also that for Qe(·) ∈ L2(e;Cm×m), instead of (28) we have equality

dom(Ae,max) = W 2,2(e;Cm), e ∈ E .

Finally, in L2(G;Cm) we define the closed minimal symmetric operator

A := Amin :=
⊕

e∈E

Ae = AE∞

⊕
AEfin (31)

associated with the expression A :=
⊕

e∈E Ae. Since Ae,max = A∗
e, e ∈ E , the

adjoint operator is given by A∗ = Amax =
⊕

e∈E A
∗
e.
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3.2. Absence of singular continuous spectrum. Now we state the main result
of the section ensuring the absence of singular continuous spectrum for each self-
adjoint extension Ã ∈ ExtA. The following theorem was recently proved in [23]
(see also [24]).

Theorem 3.1 ([23]). Assume that graph G consists of p1 > 0 leads and p2 > 0
edges. Let Qej := Qj ∈ L1(ej ;C

m×m) for j ∈ {1, . . . , p}. Let also Ã be an arbitrary
self-adjoint extension of the minimal operator A :=

⊕
e∈E Ae defined by (31).

Then:

(i) The singular continuous spectrum σsc(Ã) is empty, i.e. σsc(Ã) ∩ R = ∅;
(ii) The absolutely continuous spectrum σac(Ã) fills in the half-line R+,

σac(Ã) = [0,∞), and is of the constant multiplicity mp1;

(iii) Operator Ã is semi-bounded from below and its negative spectrum is either
finite or forms countable sequence tending to zero.

(iv) Possible positive eigenvalues embedded in the ac-spectrum σac(Ã) form a
discrete set, i.e. the set σpp(Ã) ∩ R+ is discrete.

Theorem 3.1 generalizes the main result of the paper [25] to the case of quan-
tum graphs under discussion. A special case of Theorem 3.1 with Q = 0 was
established by B.-S. Ong [26] by using the limit absorption principle.

3.3. Positive point spectrum for Hamiltonian with delta-interactions. Let
α : V → C

m×m, α(·) = α(·)∗, be given. In this subsection we consider quan-
tum graph with δ-type vertex condition (see Introduction):

{
f is continuous at v,∑

e∈Ev
f ′
e(v) = α(v)f(v),

v ∈ V. (32)

We underline that derivatives in (32) are outgoing.

Let also Q(·) =
⊕p

j=1Qj(·) = Q(·)∗ ∈ L1(G;Cm×m).

The Hamiltonian with delta-interactions Hα := Hα,Q is defined as follows:

Hα := Hα,Q = Amax ↾ dom(Hα), Amax = A∗,

dom(Hα) = {f ∈ dom(A∗) : f satisfies (32), v ∈ V}.
(33)

Our aim here is to complete Theorem 3.1 by finding conditions ensuring the
absence/presence of positive point spectrum of the Hamiltonian Hα.

Since dom(Amax) =
⊕

e∈E dom(Ae,max), it follows from (28) that dom(Amax) ⊂
W 2,1(G;Cm). Note that in the case of Q ∈ L2(G;Cm×m) we have dom(Amax) =
W 2,2(G;Cm).

Since α = α∗ the Hamiltonian Hα is the symmetric extension of the minimal
operator A. Taking into account that

n±(A) = dim
(
H∞

⊕
Hfin

)
= (p1 + 2p2)m,
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and that the number of conditions in (32) is (p1 + 2p2)m, we conclude that the
Hamiltonian Hα is self-adjoint, i.e. Hα = H

∗
α. In particular, if α = 0, then

condition (32) is called the Kirchhoff vertex condition, and the corresponding
operator H0 = Hkir is called the Kirchhoff operator.

In the sequel deg∞(v) denotes the number of leads incident to the vertex
v ∈ Vext, and deg(v)−deg∞(v) denotes the number of finite edges incident to the
vertex v ∈ V. Clearly,

deg∞(v) := #{e ∈ E∞ : e ∈ Ev,∞}, deg∞(v) = 0 for v ∈ Vint,

deg(v)− deg∞(v) := #{e : e ∈ Ev,fin}.
(34)

Our first result on absence of positive point spectrum reads as follows.

Proposition 3.2. Let Q ∈ L1(G;Cm×m) and let Hα := Hα,Q be the Hamil-
tonian of the form (33). Let also the following conditions hold:

(i) For each vertex v ∈ Vint the number of incident finite edges does not exceed
two, i.e.

deg(v) 6 2 for all v ∈ Vint. (35)

(ii) For each vertex v ∈ Vext the number of incident finite edges does not exceed
one, i.e.

deg(v)− deg∞(v) 6 1 for all v ∈ Vext. (36)

Then the operator Hα has no positive eigenvalues, i.e. σp(Hα) ∩ R+ = ∅.

Proof. 1. Let λ0 ∈ σp(Hα) ∩ R+ and let

fj = (fj,1, . . . , fj,m)T ∈ L2 (ej ;C
m) , j ∈ {1, . . . , p}, (37)

be the corresponding eigenfunction. By definition, f satisfies the equation

Hαf = λ0f (38)

on the graph G. Here f1, . . . , fp are given by (24) on each edge. This vector
equation splits into the following p “scalar” equations

−
d2fj(x)

dx2
+ {Qj(x)− λ0Im}fj(x) = 0, j ∈ {1, . . . , p}, (39)

on each edge ej ∈ E .
Let us consider an arbitrary lead e ∈ E∞. In accordance with [25, Propo-

sition 4.1] the corresponding maximal operator A∗
e has no positive eigenvalues.

Thus fe ≡ 0, for each lead e ∈ E∞.

2. It remains to show that fe ≡ 0 for every finite edge e ∈ Efin. Let us choose
the vertex v1 such that deg(v1) − deg∞(v1) = 1 and consider the finite edge
e1 ∈ Efin incident to v1. Due to the conditions (35), (36) and connectivity of the
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graph there is a finite path P = {v1, v2, . . . , vk} connecting v1 with vk via edges
{e1, e2, . . . , ek−1}. Due to (32) the inclusion f ∈ dom(Hα) yields

fe1(v1) = fe(v1) = 0, f ′
e1
(v1) = α(v1)fe1(v1)−

∑

e∈E∞

f ′
e(v1) = 0 (40)

for each lead e ∈ E∞ incident to v1. Therefore equation (39) on the edge e1 leads
to the Cauchy problem

−f ′′
e1
(x) +Qe1(x)fe1(x) = λ0fe1(x), x ∈ e1, fe1(v1) = f ′

e1
(v1) = 0. (41)

By the Cauchy uniqueness theorem this problem has a trivial solution on e1, i.e.
fe1(x) = 0 for x ∈ e1. Further, taking into account condition (32) and restricting
equation (39) to the next finite edge e2 ∈ Efin we get:

−f ′′
e2
(x) +Qe2(x)fe2(x) = λ0fe2(x), x ∈ e2, fe2(v2) = f ′

e2
(v2) = 0. (42)

Again, applying the Cauchy uniqueness theorem we derive that fe2(x) = 0 for
x ∈ e2. Repeating this procedure k − 2 times we prove that f ≡ 0 on G by
induction. Thus, λ0 /∈ σp(Hα) ∩ R+.

Combining Theorem 3.1 with Proposition 3.2 we summarise our main results
on the Hamiltonian Hα.

Theorem 3.3. Assume the conditions of Theorem 3.1. Then:
(i) The singular continuous spectrum of the Hamiltonian Hα is empty, i.e.

σsc(Hα) = ∅.
(ii) Possible positive eigenvalues (embedded in the ac-spectrum) forms a dis-

crete set.
(iii) Assume in addition conditions (35), (36). Then the positive part Hα,+ :=

HαEHα
(0,∞) of the operator Hα is purely absolutely continuous, i.e. Hα,+ =

H
ac
α,+ = H

ac
α . Moreover, the ac-spectrum of Hα is of constant multiplicity mp1,

i.e. NHac
α
(t) = mp1 for all t ∈ R+.

(iv) Negative spectrum of the operator Hα is either finite or discrete with the
only accumulation point at zero. The inclusion 0 ∈ σp(Hα) is possible.

Remark 3.4. By Theorem 3.3 (iii), 0 ∈ σac(Hα) while the inclusion 0 ∈ σp(Hα)
is also possible, i.e. zero can occur as an eigenvalue of the multiplicity k 6 mp1.
For instance, this holds for the operator associated with expression:

A := −
d2

dx2
+Q, Q := −diag

{
(x+ a1)

−2, . . . , (x+ am)−2
}
,

aj > 0, j ∈ {1, . . . ,m},
(43)

subject to the boundary condition y′(0) = Ty(0), T = −diag{a1, . . . , am}.

Next we show that the property of absence of positive point spectrum is
generic.
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Proposition 3.5. Let G be a star graph with the common vertex v0 := 0,
p1 (> 0) leads, and p2 (> 2) finite edges. Let also Qlk ∈ L1(lk;C

m×m) for every
lead lk ∈ E∞, k ∈ {1, . . . , p1}, and Qej ≡ 0 for each finite edge ej ∈ Eint, j ∈
{1, . . . , p2}. Assume also that for every pair of finite edges the ratio of their lengths
is irrational. Then the positive part Hα,+ of the operator Hα is its purely absolutely
continuous part, Hα,+ = H

ac
α = H

ac
α,+. Moreover, the ac-spectrum of Hα is of

constant multiplicity mp1.

Proof. Since G is the star graph with common vertex v0 := 0, the following
inequalities hold: {

deg∞(v0) = p1 > 0,

deg(v0)− deg∞(v0) = p2 > 2.
(44)

Assume that ej =
−−→v0vj , j ∈ {1, . . . , p2}.

We should show that for any λ0 ∈ R+ the following system has only trivial
L2-solution

−f ′′
e (x) +Qe(x)fe(x) = λ0fe(x), x ∈ e, e ∈ E ,

∑

e∈E

f ′
e(0) = 0, f ′

ej
(|ej |) = 0, j ∈ {1, . . . , p2}.

(45)

In accordance with [25, Proposition 4.1] the assumption λ0 > 0 implies flk ≡ 0
for each lead lk ∈ E∞, k ∈ {1, . . . , p1}. In particular, flk(0) = 0 for each lead
lk ∈ E∞, k ∈ {1, . . . , p1}. Hence due to the continuity condition at v0 := 0 (see
the first condition in (32)) fej (0) = fl1(0) = 0 for each j ∈ {1, . . . , p2}. Therefore
system (45) is reduced to the following system on finite edges:

−f ′′
ej
(x) = λ0fej (x), x ∈ ej , j ∈ {1, . . . , p2},

p2∑

j=1

f ′
ej
(0) = 0, fej (0) = 0, f ′

ej
(|ej |) = 0.

(46)

It is easily seen that problem (46) has a non-trivial solution if and only if there
exist nj ∈ N and cj ∈ C, j ∈ {1, . . . , p2}, with

∑p2
j=1 |cj | > 0, such that

λ0 =

(
π(2n1 + 1)

2|e1|

)2

, n1 ∈ N, (47)

fej (x) = cj sin

(
π(2n1 + 1)

2|e1|
x

)
, x ∈ ej ,

p2∑

j=1

cj = 0, (48)

|e1|

|ej |
=

2n1 + 1

2nj + 1
, nj ∈ N, j ∈ {1, . . . , p2}. (49)

If at least one (hence at least two) of the coefficients cj differs from zero, one has

cj1cj2 6= 0. Therefore (49) yields
|ej1 |

|ej2 |
=

2nj1
+1

2nj2
+1 . This contradicts the assumption

of the irrationality of this ratio and we are done.
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Next we demonstrate sharpness of the conditions of Proposition 3.5.

Corollary 3.6. Let G be the star graph described in Proposition 3.5. Assume
in addition conditions (49). Then the positive point part of the Hamiltonian Hkir

is non-trivial, i.e. σp(Hkir)∩ (0,∞) 6= ∅. Moreover, the positive point spectrum is
discrete, i.e. σp(Hkir) ∩ (0,∞) = σd(Hkir) ∩ (0,∞).

Proof. Since conditions (49) hold, problem (46) has a non-trivial L2-solution

given by (47), (48). Clearly, alongside with λ0 =
(
π(2n1+1)

2|e1|

)2
, any

λk =

(
π(2n1 + 1)(2k + 1)

2|e1|

)2

, k ∈ N,

is also an eigenvalue of the operator Hkir. Moreover, for each k ∈ N the system of
functions

fej ,k(x) = cj sin

(
π(2n1 + 1)(2k + 1)

2|e1|
x

)
, x ∈ ej ,

p2∑

j=1

cj = 0, (50)

with j ∈ {1, . . . , p2}, satisfies the problem (46) with λk instead of λ0.
Thus, the vector fk := (0, . . . , 0, fe1,k, . . . , fep2 ,k)

T (∈ C
mp) is the eigenvector

of the operator Hkir corresponding to the eigenvalue λk, k ∈ N0, and {λk}
∞
0 ⊆

σp(Hkir)∩ (0,∞). To prove discreteness of the positive point spectrum it remains
to note that σp(Hkir)∩(0,∞) is a part of the spectrum of the Dirichlet – Neumann

problem for − d2

dx2 on each edge ej , j ∈ {1, . . . , p2}.

By definition, a double star graph is a graph consisting of the union of two star
graphs and the edge connecting their centers. The following result is an analog of
Proposition 3.5 for certain double star graph.

Proposition 3.7. Assume that G̃ is a double star graph consisting of p1 (> 0)
leads l1, . . . , lp1 , incident to the center v0, and p2 (> 2) finite edges incident to the
center v1 (including the edge e1 := −−→v0v1). Let also Qe ∈ L1(e;Cm×m) for every
lead e ∈ E∞ and the finite edge e1 ∈ Eint, and let Qej ≡ 0 for each finite edge
ej ∈ Eint, j ∈ {2, . . . , p2}. Assume that for every pair of finite edges e1 and ej,
j ∈ {2, . . . , p2}, the ratio of their lengths is irrational.

Then the positive part of Kirchhoff realization Hkir = H0,Q is its purely ab-
solutely continuous part, Hkir,+ = H

ac
kir. Moreover, the ac-spectrum of Hkir is of

constant multiplicity mp1.

Proof. The proof is similar to that of Proposition 3.5.

Corollary 3.8. Let G̃ be the double star graph described in Proposition 3.7.
Assume that the following conditions hold:

|e1|

|ej |
=

2n1

2nj + 1
, nj ∈ N, j ∈ {2, . . . , p2}. (51)
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Then the positive point part of the Hamiltonian Hkir is non-trivial and discrete,
i.e. σp(Hkir) ∩ (0,∞) = σd(Hkir) ∩ (0,∞) 6= ∅.

Proof. The proof is similar to the proof of Corollary 3.6, and we omit it.

Remark 3.9. (i) Let G̃ be the graph described in Proposition 3.7. Assume that
Qej (x) 6≡ 0, j ∈ {2, . . . , p2}. For the edge ej we have the Dirichlet – Neumann
problem:

−f ′′
ej
(x) +Qej (x)fej (x) = λ0fej (x),

{
fej (|e1|) = 0,

f ′
ej
(|ej |) = 0.

(52)

Since the eigenvalue λ0 depends continuously on the length |ej |, then decreasing
of |ej | implies increasing of λ0. Therefore the Kirchhoff operator has positive
eigenvalues, i.e. σp(Hkir) ∩ (0,∞) 6= ∅ only in exceptional cases.

(ii) It follows from the proof of Propositions 3.2, 3.5 and 3.7, that possible
eigenfunctions corresponding to positive eigenvalues are supported on the maxi-
mal compact subgraph G0 ⊂ G.

Remark 3.10. It follows from the conditions of Theorem 3.1 that

σac(Hα) = R+ and σsc(Hα) = ∅.

However these relations do not exclude positive embedded eigenvalues for Hα. In
this connection we mention the paper by G. Berkolaiko and W. Liu [27] devoted to
investigation of genericity conditions of simplicity of spectrum of quantum graph.
Their main result reads as follows.

Theorem 3.11 ([27, Theorem 3.6]). Let G be a connected graph with zero
potential Q = 0 and δ-type conditions at vertices. If G is not equivalent to a circle,
then, after a small modification of edge lengths, the new graph G̃ will satisfy the
following genericity conditions:

(i) The spectrum σ(G̃) is simple.
(ii) For each eigenfunction f of G̃, either f(v) 6= 0 for each vertex v, or

supp f = L for only one loop L of G̃. More precisely, in the space of all pos-
sible edge length, the set on which the above conditions are satisfied is residual
(comeagre).

This theorem implies that in the scalar case (m = 1) the positive point spec-
trum of Hα for graphs with p1 > 0 leads and Q = 0 is generically absent, i.e.
the positive part HαEHα

(0,∞) of Hα is generically purely absolutely continuous.
Apparently Theorem 3.11 as well as its just mentioned consequence on embedded
positive eigenvalues remains valid also in the matrix case for summable potentials
Q ∈ L1(G;Cm×m). It will be discussed elsewhere.

Note also that L. Friedlander [28] showed that the set M in the parameter

space R
|E|
+ of metrics, for which all eigenvalues of connected metric graph G are

simple, is residual under certain simple conditions.
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To the spectral theory of quantum graphs with summable matrix potentials

Y. Colin de Verdiére and F. Truc [29, 30] give an explicit classification of graphs
that can possibly support embedded eigenvalues. Also the set of non-normalized
semi-classical measures on quantum graphs is described, and the set of resonances

Res
−→
l
G of the Laplacian ∆

−→
l
G is studied.
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Я.И. Грановский

К спектральной теории квантовых графов с суммируемыми матричными по-
тенциалами

Пусть G – метрический некомпактный связный граф с конечным числом рёбер. Главным
объектом исследования является гамильтониан Hα, порождённый в L

2(G;Cm) матричным
выражением Штурма – Лиувилля и граничными условиями типа дельта в каждой верши-
не. Предполагая, что потенциальная матрица является суммируемой, и применяя технику
граничных троек и соответствующих функций Вейля, мы показываем, что сингулярный
непрерывный спектр гамильтониана Hα пуст, так же как и спектр произвольной самосо-
пряжённой реализации выражения Штурма – Лиувилля. Мы также указываем условия,
обеспечивающие чистую абсолютную непрерывность положительной части Hα.

Ключевые слова: квантовые графы, матричное выражение Штурма – Лиувилля, усло-

вия типа дельта, абсолютно непрерывный спектр, сингулярный непрерывный спектр,

точечный спектр, граничная тройка, функция Вейля.
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АСИМПТОТИЧЕСКИ-РАВНОМЕРНЫЕ ДВИЖЕНИЯ
ТВЕРДОГО ТЕЛА В РЕШЕНИЯХ
А. КЛЕБША, А. М.ЛЯПУНОВА, В.А.СТЕКЛОВА
УРАВНЕНИЙ КИРХГОФА – ПУАССОНА

Рассмотрена задача о движении твердого тела, имеющего неподвижную точку, под действи-
ем потенциальных и гироскопических сил. Исследованы условия существования асимпто-
тически-равномерных движений тела относительно оси симметрии силовых полей. С помо-
щью первого метода Ляпунова получены алгебраические уравнения на параметры задачи,
которыми характеризуются асимптотически-равномерные движения вокруг главной оси
эллипсоида инерции.

Ключевые слова: асимптотически-равномерные движения, решение А.Клебша, реше-

ние А.М.Ляпунова, решение В.А.Стеклова, первый метод Ляпунова.

1. Введение. Первый метод А. М. Ляпунова [1] позволяет не только ис-
следовать задачи устойчивости движений механических систем, но и полу-
чать условия существования асимптотических движений. Наиболее полно в
динамике твердого тела изучены равномерные вращения Б. К.Млодзеевского
[2] – О. Штауде [3]. Е. Меттлер [4] рассмотрел некоторые частные случаи
асимптотически-равномерных движений в классической задаче. В статьях
[5–7] установлены новые свойства асимптотически-равномерного движения
твердого тела, имеющего неподвижную точку.

Устойчивость равномерных вращений тяжелого твердого тела рассмот-
рена в монографии [8]. Равномерные вращения тяжелого гиростата изучены
в [9, 10]. В статье [11] данные движения исследованы в задаче о движении
гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил, уравнения
которой обсуждены в [12–15].

В данной статье продолжено изучение асимптотически-равномерных дви-
жений гиростата, которые рассмотрены в [11]. Получены условия существова-
ния данных движений в решениях А. Клебша, А. М.Ляпунова, В.А. Стеклова.
При этом использованы обозначения и постановка задачи, изложенные в [11].

2. Постановка задачи. Рассмотрим уравнения движения гиростата,
имеющего неподвижную точку, под действием потенциальных и гироскопи-
ческих сил [11]

Aω̇ = (Aω + λ)× ω + ω ×Bν + s × ν + ν × Cν, (1)

ν̇ = ν × ω. (2)
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В уравнениях (1), (2) введены обозначения: ω = (ω1, ω2, ω3) – вектор угловой
скорости тела-носителя; ν = (ν1, ν2, ν3) – единичный вектор оси симметрии
силовых полей; λ = (λ1, λ2, λ3) – гиростатический момент; s = (s1, s2, s3) –
вектор обобщенного центра масс; A = diag(A1, A2, A3) – тензор инерции;
B = diag(B1, B2, B3) – постоянная матрица, которая характеризует гиро-
скопические силы; C = diag(C1, C2, C3) – постоянная матрица, определяю-
щая потенциальные силы; точка над переменными обозначает дифференци-
рование по времени t.

Следуя статье [11], в данной задаче мы исследуем асимптотически-рав-
номерные движения, предельным движением которых являются равномер-
ные движения гиростата относительно главной оси эллипсоида гиростата,
т. е. движения, для которых угловая скорость имеет вид

ω
(0) = ω0ν

(0), ν
(0) = (ν

(0)
1 , 0, 0), (3)

где ω0 – постоянная, а ν
(0)
1 = ±1 в силу геометрического интеграла ν21 + ν22 +

+ ν23 = 1 уравнений (1), (2). Как показано в [11], условиями существования
решений (3) уравнений (1), (2) являются равенства

ε0 = ω2
0A1 − ω0B1 − C1 + (ω0λ1 + s1)ν

(0)
1 , (4)

ω0λ2 + s2 = 0, ω0λ3 + s3 = 0. (5)

В уравнении (4) ε0 – произвольная постоянная.

Для исследования асимптотически-равномерных движений гиростата в
[11] введены возмущения Ωi, γi (i = 1, 3),

ωi = ω
(0)
i +Ωi, νi = ν

(0)
i + γi, (6)

и рассмотрены уравнения в вариациях, которые выпишем для случая (3):



























































Ω̇1 =
1

A1
(−λ3Ω2 + λ2Ω3 − s3γ2 + s2γ3),

Ω2 =
1

A2

[

λ3Ω1 −
(

(A3 −A1)ω0ν
(0)
1 − λ1 +B1ν

(0)
1

)

Ω3 +

+ s3γ1 +
(

(C1 − C3)ν
(0)
1 −B3ω0ν

(0)
1 − s1

)

γ3

]

,

Ω3 =
1

A3

[

− λ2Ω1 +
(

(A1 −A2)ω0ν
(0)
1 + λ1 −B1ν

(0)
1

)

Ω2 −

− s2γ1 +
(

(C2 − C1)ν
(0)
1 +B2ω0ν

(0)
1 + s1

)

γ2

]

,

(7)

γ̇1 = 0, γ̇2 = ν
(0)
1 (ω0γ3 − Ω3), γ̇3 = ν

(0)
1 (Ω2 − ω0γ2). (8)
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Свойства асимптотичности решения по Ляпунову зависят от корней харак-
теристического уравнения системы (7), (8). Следуя [11], имеем

µ2(µ4 + aµ2 + b) = 0, (9)

где µ – корень характеристического уравнения, а коэффициенты a и b – имеют
вид

a = − 1

A1A2A3

[

A1(A2ε2 +A3ε3)−

−A1

[

ν
(0)
1

(

ω0(A2 +A3 −A1) +B1

)

− λ1

]2 −A2λ
2
2 −A3λ

2
3

]

,

(10)

b =
1

A1A2A3
(A1ε2ε3 − λ2

2ε3 − λ2
3ε2). (11)

Здесь

ε2 = ω2
0A2 − ω0B2 − C2 − ε0, ε3 = ω2

0A3 − ω0B3 − C3 − ε0. (12)

Обозначая µ2 = z и опуская кратный нулевой корень, из (9) получим

z2 + az + b = 0. (13)

Целью настоящей статьи является исследование характеристического
уравнения (13) для решений А. Клебша, А.М. Ляпунова и В. А. Стеклова (см.
обзорную монографию [16]).

3. Первый случай А. Клебша. Запишем условия существования пре-
дельного решения А.Клебша [16]

s = 0, λ = 0, A3 = A2 = A1, B3 = B2 = B1. (14)

Здесь рассмотрим вначале более общий вариант асимптотически-равно-
мерного движения тела, положив в (4), (5) s = (s1, 0, 0). Из равенств (4), (12)
в силу (14) следует

ε0 = ω2
0A1−ω0B1−C1+s1ν

(0)
1 , ε2 = C1−C2−s1ν

(0)
1 , ε3 = C1−C3−s1ν

(0)
1 . (15)

Соотношения (15) позволяют упростить значения коэффициентов (10), (11):

a = − 1

A2
1

[

A1(2C1 − C2 − C3 − 2s1ν
(0)
1 )− (ω0A1 +B1)

2
]

, (16)

b =
1

A2
1

(C1 − C2 − s1ν
(0)
1 )(C1 − C3 − s1ν

(0)
1 ). (17)
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Рассмотрим дискриминант уравнения (13), в котором коэффициенты a и
b имеют вид (16), (17). Тогда

D =
1

A4
1

[

(ω0A1+B1)
4−2A1(ω0A1+B1)

2(2C1−C2−C3−2s1ν
(0)
1 )+A2

1(C2−C3)
2
]

.

(18)
При анализе уравнения (13) возникает особый случай

ω0 = −B1

A1
. (19)

Характеристическое уравнение (13) в силу (19) имеет два действительных
корня

z1 =
1

A1
(C1 − C2 − s1ν

(0)
1 ), z2 =

1

A1
(C1 − C3 − s1ν

(0)
1 ). (20)

Случай А. Клебша получим из (20) при s1 = 0. То есть

z1 =
1

A1
(C1 − C2), z2 =

1

A1
(C1 − C3). (21)

Если в равенствах (21) выполняются условия

C1 > C2, C1 > C3, (22)

то z1 > 0, z2 > 0. Тогда µ1,2 = ±√
z1, µ3,4 = ±√

z2. На основании полученного
результата заключаем, что при наличии неравенств (22) имеет место двухпа-
раметрический ряд Ляпунова с характеристическими числами −√

z1, −√
z2,

который в решении А. Клебша описывает асимптотически-равномерное дви-
жение тела, предельным движением которых служат движения (3).

Когда выполнены условия

C1 > C2, C1 < C3, (23)

то также существуют асимптотически-равномерные движения тела, но ряды
Ляпунова характеризуются только одним характеристическим числом −√

z1.
Случай C1 < C2, C1 > C3 является симметричным по отношению к слу-

чаю (23), а при выполнении условий C1 < C2, C1 < C3 асимптотические
решения по Ляпунову нелинейной системы отсутствуют.

Если в формулах (20) полагать, что разности C1 − C2 и C1 − C3 малы по
сравнению с параметром s1, то корни (20) имеют одинаковые знаки, которые

зависят от значений ν
(0)
1 = ±1 (параметр s1 можно полагать положитель-

ным в силу выбора подвижной системы координат). Из вида параметров (20)
следует, что асимптотически-равномерные движения тела существуют толь-

ко в случае ν
(0)
1 = −1. Этот результат соответствует известному результату,

полученному в классической задаче [3].
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Анализ знаков корней (20) уравнения (13) при значении ω0 из (19) в дру-
гих случаях выполняется аналогично вышеизложенному.

Рассмотрим соотношения (16)–(18) при ω0 6= −B1

A1
, s1 = 0. Выпишем

значение (17)

b =
1

A2
1

(C1 − C2)(C1 − C3). (24)

Для получения асимптотически-равномерных движений тела будем полагать
b < 0. Тогда D = a2 − 4b > 0, т. е. корни уравнения (13) действительны и
z1 > 0, z2 < 0. Это означает, что при выполнении условия

(C1 − C2)(C1 − C3) < 0 (25)

корни уравнения (13) имеют разные знаки. В силу замены µ2 = z полу-
чим µ1,2 = ±√

z1, значит, уравнение (9) имеет один отрицательный корень:
µ2 = −√

z1. Следовательно, когда имеет место неравенство (25), существу-
ет асимптотический однопараметрический ряд Ляпунова, который описыва-
ет асимптотически-равномерные движения тела относительно главной оси
инерции.

Если неравенство (25) не выполняется, то, согласно формуле (17), b > 0,
и при a > 0 оба корня уравнения (13) – отрицательны, т. е. асимптотически-
равномерные движения тела по Ляпунову не существуют.

Рассмотрим соотношения (16)–(18) при условии, что параметр ωA1 + B1

является малым параметром, тогда знак параметра a из (16) зависит от знака
параметра −(g1 + g2), а знак параметра b – от знака величины g1g2, где

g1 = C1 − C2 − s1ν
(0)
1 , g2 = C1 − C3 − s1ν

(0)
1 . (26)

В силу вышеуказанного предположения, дискриминант D из (18) положи-

телен, т. е. корни уравнения (13) действительны. Так как z1z2 =
1

A2
1

g1g2,

z1 + z2 =
1

A2
1

(g1 + g2), то приходим к очевидным обобщениям результатов,

которые получены при s1 = 0. Например, при g1 > 0, g2 > 0 имеет место
двухпараметрический ряд Ляпунова, при g1 > 0, g2 < 0 – однопараметриче-
ский ряд Ляпунова, при g1 < 0, g2 < 0 оба корня z1 и z2 – отрицательны.

Таким образом, для обобщенного случая Клебша указаны достаточные
условия существования асимптотически-равномерных движений тела. Оче-
видно, существуют и другие условия, при которых будет работать первый
метод Ляпунова, но они имеют более сложные ограничения на параметры и
не являются столь наглядными по сравнению с указанными выше.
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4. Второй случай А. Клебша. Он характеризуется следующими усло-
виями на параметры задачи:

si = 0, λi = 0 (i = 1, 3), (27)

B1 = n(A2 +A3 −A1), B2 = n(A3 +A1 −A2), B3 = n(A1 +A2 −A3), (28)

C1 = (β2 − n2)A1, C2 = (β2 − n2)A2, C3 = (β2 − n2)A3, (29)

где n и β – некоторые постоянные.

Рассмотрим асимптотически-равномерные движения твердого тела в слу-
чае (6). Из (4), (12) имеем

ε0 = ω2
0A1 − ω0B1 − (β2 − n2)A1,

ε2 = (A2 −A1)
[

(ω0 + n)2 − β2
]

, ε3 = (A3 −A1)
[

(ω0 + n)2 − β2
]

.
(30)

Запишем коэффициенты характеристического уравнения (13), используя со-
отношения (10), (11), (27)–(30):

a =
1

A2A3

[

β2
[

A2
2+A2

3−A1(A2+A3)
]

+(ω0+n)2
[

2A2A3−A1(A2+A3−A1)
]

]

,

(31)

b =
1

A2A3
(A2 −A1)(A3 −A1)

[

(ω0 + n)2 − β2
]2
. (32)

Дискриминант уравнения (13) с коэффициентами (31), (32) имеет вид

D =
1

A2
2A

2
3

[

A2
1(A2 +A3 −A1)

2(ω0 + n)4 +

+ 2β2(ω0 + n)2(A2 +A3 −A1)
2
[

2A2A3 −A1(A2 +A3)
]

+

+ β4
[

A2
2 −A2

3 +A1(A3 −A2)
]2
]

. (33)

Рассмотрим значение выражения

f(A1, A2, A3) = 2A2A3 −A1(A2 +A3 −A1) = A2
1(2x2x3 − x2 − x3 + 1), (34)

где

x2 =
A2

A1
> 0, x3 =

A3

A1
> 0. (35)

Покажем, что при выполнении неравенств треугольника на моменты инер-
ции, которые в силу (35) можно записать так

G(x2, x3) : 1 + x2 − x3 > 0, x2 + x3 − 1 > 0, x3 − x2 + 1 > 0, (36)
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Рис. 1

функция (34) принимает положительные значения. Область G из (36) огра-
ничена прямыми

g1 : x3 = x2 + 1; g2 : x3 = 1− x2; g3 : x3 = x2 − 1 (37)

и на рис. 1 выделена штриховкой.

Очевидно, что f(x2, x3) = 0 – гипербола, которая состоит из двух ветвей

f1(x2, x3) и f2(x2, x3), имеет асимптоты x2 =
1

2
, x3 =

1

2
и в точках (0, 1),

(1, 0) касается прямых g1, g3. Поскольку f(0, 0) > 0, то в области G(x2, x3),
заданной соотношениями (36), функция f(x2, x3) принимает положительные
значения. Таким образом, утверждение доказано. Следовательно, дискрими-
нант уравнения (13) неотрицателен, и корни z1, z2 – действительны.

Достаточно просто исследовать особый случай

ω0 = −n. (38)

Полагая, что ω0 удовлетворяет равенству (38), из (31)–(33) получим

a =
β2

A2A3

[

A2(A2 −A1) +A3(A3 −A1)
]

, (39)

b =
β4

A2A3
(A2 −A1)(A3 −A1), (40)

D = β4
[

A2(A2 −A1)−A3(A3 −A1)
]2
. (41)
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Следовательно,

z1 =
A1 −A3

A2
, z2 =

A1 −A2

A3
. (42)

Значит, если A1 < A2 и A1 < A3, то асимптотические движения тела по
Ляпунову отсутствуют; если A1 > A2 и A1 > A3, то имеют место асимп-
тотические решения, которые характеризуются двумя характеристическими
числами −√

z1, −√
z2 и описывают асимптотически-равномерные движения

тела в случае Клебша асимптотическими рядами А. М. Ляпунова.
Рассмотрим соотношения (31)–(33) в предположении, что ω0 является

большим параметром по сравнению с другими параметрами задачи. Из фор-
мулы (33) следует, что D > 0, т. е. корни уравнения (13) действительны. В
силу доказанного свойства функции (34) параметр a из (31) положителен.
Поэтому асимптотически-равномерные движения тела имеют место только
при b < 0, т. е. если

(A2 −A1)(A3 −A1) < 0,

причем ряды Ляпунова зависят только от одного характеристического пока-
зателя – отрицательного корня уравнения (13).

Замечание. В случае, когда параметр ω0 + n является малым по срав-
нению с другими параметрами, то получим тот же результат, который был
установлен при рассмотрении условия (38).

5. Случай А. М. Ляпунова. Решение А. М. Ляпунова уравнений движе-
ния гиростата (1), (2) характеризуется следующими условиями на параметры:
λi = 0 (i = 1, 3) и

A3 = A2 = A1, C1 = −B2B3

A1
, C2 = −B3B1

A1
, C3 = −B1B2

A1
. (43)

Исследуем условия существования асимптотически-равномерных движений
гиростата, предельным движением которых является равномерное движе-
ние (3). Отметим, что при si 6= 0 (i = 1, 3) имеем решение [14], которое
является обобщением решения А.М. Ляпунова. Из равенств (3) в силу λ2 = 0,
λ3 = 0 получим s2 = 0, s3 = 0, т. е. вектор обобщенного центра масс тела
лежит на оси равномерного вращения. Используя результаты статьи [11] и
соотношения (43), запишем значения параметров a и b уравнения (13):

a =
1

A2
1

[

A2
1ω

2
0 +A1ω0(B1 +B3) + (B2

1 +B2B3 −B1B2) + 2A1s1ν
(0)
1

]

, (44)

b =
1

A2
1

[

ω0A1(B1 −B2) +B3(B1 −B2)−A1s1ν
(0)
1

][

ω0A1(B2 −B3) +

+B1(B2 −B3)−A1s1ν
(0)
1

]

. (45)
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Для получения результата, который бы позволил выполнять сравнитель-
ный анализ выводов, полученных в [11], о существовании асимптотически-
равномерных движений тела, будем в (44), (45) полагать, что параметр ω0

является большим по отношению к другим параметрам задачи. Тогда вели-
чина (44) принимает положительные значения, а знак величины b из (45)
зависит от знака выражения

H(B1, B2, B3) = (B1 −B2)(B2 −B3). (46)

Следовательно, в силу того, что дискриминант уравнения (13) при больших
значениях ω0 положителен, асимптотические решения А.М. Ляпунова суще-
ствуют при выполнении условия H(B1, B2, B3) < 0, например, когда в (46)
имеют место неравенства

B1 < B2, B2 > B3. (47)

На основании полученных свойств и неравенств (47) заключаем, что су-
ществуют однопараметрические ряды Ляпунова, которые описывают асимп-
тотически-равномерные движения тела в решении [14].

6. Случай В. А. Стеклова. Следуя П. В. Харламову [14], обобщившему
решение В. А. Стеклова, считаем, что параметры уравнений (1), (2) удовле-
творяют условиям

s = nλ, B = n
(

Sp(A)δ − 2A
)

− κA−1, C = −n2A− nκA−1,

где n и κ – постоянные. Изучим асимптотически-равномерные движения ги-
ростата при условиях (3). Будем полагать в равенствах (5) λ2 = 0, λ3 = 0, т. е.
вектор s имеет вид s = (s1, 0, 0). Распишем условия Стеклова – Харламова
в скалярной форме:

s1 = nλ1, Ci = −n
(

nAi +
κ

Ai

)

(i = 1, 3), (48)

B1 = n(A2 +A3 −A1)−
κ

A1
, B2 = n(A3 +A1 −A2)−

κ

A2
, (49)

B3 = n(A1 +A2 −A3)−
κ

A3
. (50)

Характеристическое уравнение (13), в силу (3), (48)–(50), имеет, как вытекает
из (10)–(12), (4), следующие значения коэффициентов a, b:

a = − 1

A2A3
(A2ε2 +A3ε3 − β2

1), b =
1

A2A3
ε2ε3, (51)
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где

ε2 =
1

A1A2

[

ω2
0A1A2(A2 −A1) +

+ ω0(A2 −A1)(2nA1A2 − κ) +A1A2(C1 − C2)− λ1A1A2(ω0 + n)ν
(0)
1

]

,

(52)

ε3 =
1

A1A3

[

ω2
0A1A3(A3 −A1) +

+ ω0(A3 −A1)(2nA1A3 − κ) +A1A3(C1 − C3)− λ1A1A3(ω0 + n)ν
(0)
1

]

,

(53)

β1 =
1

A1

[

ν
(0)
1

[

A1(ω0 + n)(A2 +A3 −A1)− κ

]

− λ1A1

]

. (54)

Здесь

C1 = −n
(

nA1 +
κ

A1

)

, C2 = −n
(

nA2 +
κ

A2

)

, C3 = −n
(

nA3 +
κ

A3

)

. (55)

Исследование уравнения (13) с параметрами (51)–(55) будем проводить в
предположении, что параметр ω0 является большим по сравнению с другими
параметрами задачи. Укажем только одно достаточное условие существова-
ния отрицательных значений корней уравнения (13): знак коэффициента при
ω2
0 в выражении для a зависит от знака величины 2A2A3−A1(A2+A3−A1).

Как доказано выше, в силу неравенств треугольника, это выражение положи-
тельно. Можно показать, что на основании данных предположений дискрими-
нант уравнения (13) положителен, т. е. уравнение (13) имеет действительные
корни. Поскольку значение a из (51) при больших значениях ω0 положи-
тельно, то сумма корней z1, z2 отрицательна и для получения достаточ-
ных условий существования асимптотических решений по Ляпунову урав-
нений (1), (2) необходимо полагать b < 0, т. е. должно выполняться условие
(A2 − A1)(A3 − A1) < 0. Таким образом, например, при наличии неравенств
A2 − A1 > 0, A3 − A1 < 0 имеют место однопараметрические ряды Ляпуно-
ва, которые описывают асимптотически-равномерные движения гиростата.
Другие достаточные условия этих движений можно установить на основании
(51)–(54), предположив в качестве дополнительных ограничений, что имеют
место различные случаи (например, считать, что разности A2−A1 и A3−A1

малы по сравнению с другими параметрами и полагать ω0 + n 6= 0).

7. Заключение. В статье продолжено исследование асимптотически-
равномерных движений гиростата под действием потенциальных и гироско-
пических сил, которое начато в [11]. Основное внимание уделено исследова-
нию движений, предельным движением которых служат равномерные вра-
щения гиростата относительно главной оси инерции. Рассмотрены решения
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А. Клебша, А. М. Ляпунова и В. А. Стеклова с обобщениями П. В. Харламо-
ва. Наиболее полные результаты установлены в предположении, что угловая
скорость гиростата может быть принята за большой параметр по сравнению с
другими параметрами задачи. Данное условие допустимо, так как в рассмат-
риваемых решениях уравнений Кирхгофа – Пуассона равномерные движения
гиростата могут происходить с произвольной, но с конечной угловой скоро-
стью.
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3. Staude O. Über permanente Rotationsaxen bei der Bewegung eines schweren Körpers um
einen festen Punkt // J. reine angew. Math. – 1894. – 113, H. 4. – S. 318–334.

4. Mettler E. Periodische und asymptotische Bewegungen des unsymmetrischen schweren Krei-
sels // Math. Zeitschrift. – 1937. – 43, H. 1. – S. 59–100.

5. Горр Г.В. Новый класс асимптотических движений тяжелого твердого тела, имеющего
неподвижную точку // Докл. АН СССР. – 1981. – 260, № 6. – С. 1316–1317.

6. Вархалев Ю.П., Горр Г.В. Об асимптотически равномерных движениях твердого тела с
одной неподвижной точкой // Мат. физика и нелинейн. механика. – 1989. – 46, вып. 12. –
С. 4–9.

7. Вархалев Ю.П., Ковалев В.М. Об асимптотически-равномерных движениях гиростата
относительно наклонной оси // Механика твердого тела. – 1990. – Вып. 22. – С. 43–48.

8. Холостова О.В. Об устойчивости перманентных вращений Штауде в общем случае
геометрии масс твердого тела // Нелинейная динамика. – 2009. – 5, № 3. – С. 357–375.

9. Харламов П.В. О равномерных вращениях тела, имеющего неподвижную точку //
Прикл. математика и механика. – 1965. – 29, Вып. 2. – С. 373–375.

10. Ковалев А.М. О стационарных решениях дифференциальных уравнений движения
тела, имеющего неподвижную точку // Мат. физика. – Киев: Наук. думка, 1968. –
Вып. 5. – С. 87–102.

11. Горр Г.В., Балаклицкая Т.В., Ткаченко Д.Н. Об асимптотически-равномерных дви-
жениях гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил // Механика
твердого тела. – 2020. – Вып. 50. – С. 24–42.

12. Чаплыгин С.А. О некоторых случаях движения твердого тела в жидкости. Статья
первая // Тр. Отд. физ. наук О-ва любителей естествознания. – 1894. – 6, вып. 2. –
С. 20–42.

13. Чаплыгин С.А. О некоторых случаях движения твердого тела в жидкости. Статья
вторая // Мат. сб. Кружка любителей мат. наук. – 1897. – 20, вып. 1. – С. 115–170;
вып. 2. – С. 173–246.

14. Харламов П.В. О движении в жидкости тела, ограниченного многосвязной поверхнос-
тью // Журн. прикл. механики и техн. физики. – 1963. – № 4. – С. 17–29.

15. Yehia H.M. On the motion of a rigid body acted upon by potential and gyroscopic forces.
II. The reduction of order and further transformation // J. Méc. Théor. Appl. – 1986. – 5,
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НОВАЯ ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ
ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ СВЁРТКИ

Доказана теорема единственности для одномерного уравнения свёртки специального вида,
в которой множество единственности является объединением окрестностей двух точек, на-
ходящихся на расстоянии, равном длине носителя свёртывателя (являющегося отрезком).

Ключевые слова: уравнения свёртки, периодичность в среднем.

1. Введение. Для ненулевого распределения T с компактным носителем
и открытого множества U ⊂ R

n будем обозначать D ′

T (U) множество распре-
делений f ∈ D ′(U), являющихся решениями уравнения свёртки f ∗ T = 0.

Будем говорить, что открытое множество U0 ⊂ U является множеством
единственности для D ′

T (U), если распределение f ∈ D ′

T (U) однозначно опре-
деляется по своему ограничению на U0, или, что эквивалентно, если из того,
что f ∈ D ′

T (U) равно 0 на U0 следует, что f = 0 на всём U .

Если носитель T является отрезком [−r, r] (либо, более общим образом, ес-
ли ±r ∈ suppT ⊂ [−r, r]), то, как вытекает из теоремы о носителях (теоремы
Титчмарша о свёртке), см. [1, т. 4.3.3], распределение f ∈ D ′

T (U) однозначно
определяется по своему ограничению на окрестность [−r, r]. При различных
дополнительных условиях на T и f (например, гладкости) окрестность отрез-
ка [−r, r] можно заменить здесь интервалом (−r, r), [2, § 13.2], [3]. Подобные
результаты имеют место и в R

n для уравнений свёртки с радиальным свёр-
тывателем, [4, гл. VI; 2, Ch. 14; 3, 5, 6]; множеством единственности является
в этом случае окрестность наименьшего замкнутого шара, содержащего но-
ситель T , либо – при некоторых дополнительных условиях – сам шар, точнее,
его внутренность, если речь идёт о распределениях f не принадлежащих L1

loc.

В настоящей работе мы рассматриваем класс одномерных свёртывате-
лей T , носитель которых есть [−r, r], для которых можно указать существен-
но меньшее по сравнению с указанными выше результатами множество един-
ственности. В качестве такового можно взять объединение двух произвольно
малых окрестностей точек r и −r, а не интервал длины > 2r как в известных
ранее теоремах единственности.

Полученный в работе результат применим, в частности, к функциям с
нулевыми интегралами по шарам фиксированного радиуса, определённым в
евклидовом пространстве чётной размерности и зависящим только от одной
координаты.
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2. Формулировка основного результата. Будем рассматривать одно-
мерные уравнения свёртки со свёртывателем вида

T (x) = (r2 − x2)λ+ϕ(x), (1)

где ϕ(x) – ненулевая чётная функция, вещественно-аналитическая в окрест-
ности отрезка [−r, r], r > 0, и λ > −1. (Через tλ+ мы обозначаем функцию,
равную tλ при t > 0 и нулю при t 6 0.)

Теорема. Пусть свёртыватель T имеет вид (1), где число λ > −1 –
нецелое, (α, β) – интервал длины большей 2r, и U0 – его открытое под-
множество, содержащее окрестности двух точек, удалённых на расстоя-
ние 2r. Тогда U0 является множеством единственности для D ′

T (α, β) (т. е.
для уравнения свёртки f ∗ T = 0).

Отметим, что для целых значений λ теорема, вообще говоря, неверна.
Например, если T (x) = (r2 − x2)0+ = χ(−r,r)(x), то D ′

T (R) ∩ L
1(R) состоит из

2r-периодических функций с нулевым интегралом по периоду, среди кото-
рых, очевидно, существуют обращающиеся в ноль в окрестностях точек ±r,
но не нулевые. Если T (x) = (r2 − x2)λ+, λ ∈ Z+, то любое распределение с но-
сителем в [−r+ ε, r− ε], ортогональное всем полиномам степени не выше 2λ,
принадлежит D ′

T (−r− ε, r+ ε). Его можно продолжить до распределения из
D ′

T (R) (гладкого, если исходное распределение было гладким), [2, Th. 13.16],
хотя вид продолжения уже не столь очевиден, как для λ = 0. Это даёт контр-
пример к утверждению теоремы для любого λ ∈ Z+.

Следствие. Пусть локально-интегрируемая функция f определена на
слое U = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n : A < x1 < B}, A < −r, B > r, зави-
сит только от первой координаты: f(x1, . . . , xn) = f1(x1) и равна нулю при
|x1 ± r| < ε. Если размерность пространства n чётна, и f имеет нулевые
интегралы по всем замкнутым шарам радиуса r, целиком лежащим в U , то
f равна нулю п. в.

Аналогичное утверждение имеет место для функций f , имеющих нуле-
вые интегралы по п. в. сферам радиуса r, лежащим в U .

Доказательство. Функция одного переменного f1 удовлетворяет услови-

ям теоремы и уравнению f1 ∗ (r
2 − t2)

(n−1)/2
+ = 0 (либо f1 ∗ (r

2 − t2)
(n−3)/2
+ = 0

для случая функции с нулевыми интегралами по сферам).

Отметим некоторую аналогию полученных результатов с теоремой един-
ственности В. В. Волчкова для преобразования Радона по гиперплоскостям
в чётномерном евклидовом пространстве [7, Th. 1.8.4] (схема доказательства,
однако, существенно отличается).

3. Некоторые вспомогательные утверждения. Выберем и зафикси-
руем до конца настоящего раздела настолько малое значение ε, что функция
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ϕ из равенства (1) аналитически продолжается с (−r, r) на прямоугольник

{ z ∈ C : |Re z| < r + ε, |Im z| < ε }

(продолженную функцию также будем обозначать ϕ), и абсолютная величина
ϕ ограничена на нём константой M . Очевидно, ϕ останется чётной и на этом
прямоугольнике.

Далее, определим функцию F равенством

F (z) = (r2 − z2)λϕ(z) = (r − z)λ(r + z)λϕ(z), (2)

где первый множитель аналитичен в C \ [r,∞) и ветвь степенной функции
выбрана таким образом, чтобы на (−∞, r) она была положительна; соответ-
ственно, второй множитель аналитичен в C \ (−∞,−r] и положителен на
(−r,∞). Тогда F голоморфна в области

U = { z ∈ C : |Re z| < r + ε, |Im z| < ε } \
(

(−∞, r] ∪ [r,∞)
)

(3)

и на интервале (−r, r) совпадает с T .

Лемма 1. Пусть f – непрерывная функция на вещественной оси с носи-
телем, содержащемся в отрезке [a, b] ⊂ (−r, r) и свёртка f ∗ T равна нулю
в окрестности начала координат. Тогда, если ε выбран как указано в начале
настоящего раздела, и λ ∈ (−1,∞)\Z, то f = 0 на (−∞, a+ε) и на (b−ε,∞).

Доказательство. Для x ∈ (b− r, a+ r) ввиду чётности ϕ имеем

(f ∗ T )(x) =

∫ r

−r
T (x− t) f(t) dt =

=

∫ r

−r
(r2 − |t− x|2)λ ϕ(t− x) f(t) dt =

∫ b

a
F (t− x) f(t) dt. (4)

Однако, правая часть (4) как функция от x совпадает на (b − r, a + r) с
голоморфной функцией

h(z) =

∫ b

a
F (t− z) f(t) dt,

определённой, как видно из (2), (3), на множестве

{ z ∈ C : b− r − ε < Re z < a+ r + ε, |Im z| < ε } \
(

(−∞, b− r] ∪ [a+ r,∞)
)

.

Поскольку это множество связно, и левая часть выражения (4), по усло-
вию, равна нулю в некоторой вещественной окрестности начала координат,
то функция h тождественно нулевая, и

∫ b

a
F (t− z) f(t) dt = 0, b− r − ε < Re z < a+ r + ε, 0 < |Im z| < ε.
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При λ > 0 функция F ограничена, а при λ ∈ (−1, 0) для z = x + iy
выполнено неравенство

|F (x+ iy)| = |r − z|λ |r + z|λ |ϕ(z)| 6M |r − x|λ |r + x|λ .

Поэтому при b− r− ε < x < a+ r+ ε по теореме Лебега о мажорируемой
сходимости имеем

∫ b

a
F±(t− x) f(t) dt = lim

y→+0

∫ b

a
F (t− x± iy) f(t) dt = 0,

где, ввиду (2),

F+(x) = lim
y→+0

F (x+ iy) =











(r2 − x2)λ ϕ(x), −r < x < r,

eiπλ (x2 − r2)λ ϕ(x), −r − ε < x < −r,

e−iπλ (x2 − r2)λ ϕ(x), r < x < r + ε

(5)

и

F−(x) = lim
y→+0

F (x− iy) =











(r2 − x2)λ ϕ(x), −r < x < r,

e−iπλ (x2 − r2)λ ϕ(x), −r − ε < x < −r,

eiπλ (x2 − r2)λ ϕ(x), r < x < r + ε.

(6)

Пусть функция v(x) равна (x2−r2)λ ϕ(x) на интервале (r, r+ε) и продол-
жена нулём вне этого интервала. Тогда v ∈ L1(R), и, в силу (5), (6),

v(−x)− v(x) = (F+(x)− F−(x))/2i sinπλ при x ∈ (−r − ε, r + ε).

Поэтому при x ∈ (a+ r, a+ r + ε)

(v ∗ f)(x) =

∫ b

a
v(x− t) f(t) dt =

1

2i sinπλ

∫ b

a
(F+(t−x)−F−(t−x)) f(t) dt = 0,

и, значит, supp v ∗ f ⊂ [a+ r + ε, b+ r + ε]. Поскольку, ввиду аналитичности
функции ϕ, supp v = [r, r + ε], то по теореме о носителях, см. [1, т. 4.3.3],
f = 0 на (−∞, a + ε). (Это же заключение можно вывести также и из того,
что, как можно показать, v имеет фундаментальное решение с носителем,
содержащимся в [−r,∞).)

Аналогично, при x ∈ (b− r − ε, b− r)

(v̌ ∗ f)(x) =

∫ b

a
v(t−x) f(t) dt =

1

2i sinπλ

∫ b

a
(F−(t−x)−F+(t−x)) f(t) dt = 0,

где обозначено v̌(s) = v(−s). Отсюда получаем, что f = 0 на (b− ε,∞).
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4. Доказательство основного результата. Пусть распределение u
принадлежит D ′

T (α, β) и равно 0 в окрестностях точек p, q ∈ (α, β), q−p = 2r.
Рассмотрим сначала случай, когда u является непрерывной функцией.

Положим f(x) = u(x+ (p+ q)/2) при |x| < r и f(x) = 0 в противном случае.
В предположении, что f отлична от нуля, обозначим a и b соответственно
наименьший и наибольший элементы носителя f . Функция f удовлетворяет
тогда доказанной выше лемме и потому равна 0 в окрестностях точек a и
b, что противоречит их выбору. Полученное противоречие доказывает равен-
ство f = 0. Поэтому u = 0 в окрестности отрезка [p, q], а, значит, и на всём
интервале (α, β).

Общий случай получается теперь методом сглаживания. Выберем неко-
торую неотрицательную функцию ψ1 ∈ C∞(R), интеграл которой равен 1,
а носитель совпадает с [−1, 1], и положим ψn(x) = nψ1(nx). Тогда свёртка
u ∗ψn принадлежит D ′

T (α+1/n, β− 1/n), является бесконечно гладкой и при
достаточно больших n равна 0 в окрестностях точек p и q. Поэтому по дока-
занному она равна 0 на интервале (α+1/n, β− 1/n). Так как u ∗ψn сходится
к u в D ′(α+ ε, β − ε), ε > 0, то отсюда следует, что распределение u нулевое,
что и доказывает теорему.
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ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ
УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ГИРОСТАТА
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ
И ГИРОСКОПИЧЕСКИХ СИЛ
ДЛЯ ПРЕЦЕССИЙ СФЕРИЧЕСКОГО ГИРОСТАТА

Построено решение полиномиальной структуры уравнений движения гиростата под дей-
ствием потенциальных и гироскопических сил. Доказано, что для этого решения движение
гиростата характеризуется свойством прецессионности относительно оси симметрии сило-
вого поля.

Ключевые слова: гиростат, полиномиальные решения, прецессионные движения.

1. Введение. В динамике твердого тела большое внимание уделяется
построению частных решений уравнений движения [1]. Полиномиальные ре-
шения относятся к наиболее изученному классу таких решений (см. обзоры
[2–4]). Терминология частных решений введена П. В. Харламовым в статье
[5], посвященной исследованию условий существования решений уравнений
Эйлера – Пуассона в задаче о движении тяжелого гиростата. К настояще-
му времени автором построено несколько классов полиномиальных решений
задачи о движении гиростата в полях сложной структуры [6–8].

В настоящей статье найдено новое решение в задаче о движении гиро-
стата в магнитном поле сил с учетом эффекта Барнетта – Лондона [9]. В
численном примере построенного полиномиального решения проведен анализ
свойств движения гиростата, которые имеют место и для уравнений Кирхго-
фа – Пуассона. Показано, что такое движение гиростата обладает свойством
прецессионности и описывается частным случаем решения А. В. Мазнева [9].

2. Постановка задачи. Преобразование уравнений движения. Рас-
смотрим движение гиростата с неподвижной точкой в магнитном поле с уче-
том эффекта Барнетта – Лондона. Известно, что нейтральный ферромаг-
нетик при вращении в магнитном поле становится намагниченным вдоль
оси вращения (эффект Барнетта) [10]. Возникающая при вращении намаг-
ниченность линейно зависит от угловой скорости ω. Подобное явление имеет
место и при вращении сверхпроводящего твердого тела (эффект Лондона)
[11]. В обоих случаях механизм намагничивания обусловлен различными фи-
зическими причинами, но формулы для магнитного момента одинаковы. При
взаимодействии с внешним магнитным полем магнитный момент тела будет
стремиться по направлению вектора напряженности магнитного поля, что
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приводит к прецессии вектора кинетического момента тела вокруг вектора
поля.

При математическом моделировании движения гиростата в магнитном
поле необходимо учитывать магнитный момент, обусловленный эффектом
Барнетта – Лондона. Это обстоятельство приводит к тому, что уравнения
движения тела в магнитном поле с учетом эффекта Барнетта – Лондона, в
отличие от уравнений классической задачи динамики твердого тела и урав-
нений класса Кирхгофа, не допускают интеграл энергии из-за диссипации
энергии: перехода — «перекачки» энергии магнитного поля в кинетическую
энергию вращательного движения твердого тела.

Уравнения движения гиростата в магнитном поле с учетом эффекта Бар-
нетта – Лондона в векторном виде таковы [9]:

Aω̇ = (Aω + λ)× ω +Bω × ν + ν × (Cν − s), ν̇ = ν × ω. (1)

Эти уравнения допускают два первых интеграла

ν · ν = 1, (Aω + λ) · ν = k0. (2)

Изменение полной энергии гиростата определяется соотношением [6]

[

(Aω · ω)− 2(s · ν) + (Cν · ν)
]

·

= 2(Bω × ν) · ω. (3)

В уравнениях (1)–(3) обозначено: ω = (p, q, r) – угловая скорость гироста-
та; ν = (ν1, ν2, ν3) – орт напряженности магнитного поля; s = (s1, s2, 0) –
вектор обобщенного центра масс; λ = (λ1, λ2, 0) – гиростатический момент;
A = diag(A1, A2, A3) – тензор инерции гиростата; B = diag(B1, B2, B3) –
матрица, характеризующая магнитный момент гиростата B = Bω; C =
= diag(C1, C2, C3) – матрица, которая характеризует ньютоновское притя-
жение гиростата неподвижным центром; k0 – постоянная интеграла площа-
дей; точка над переменными обозначает относительную производную.

Если для динамического уравнения из системы (1) имеет место B = γE

(E – единичная матрица, γ – некоторый параметр), то из соотношения (3) вы-
текает интеграл энергии для уравнений движения (1). Тогда уравнения (1) по
своей структуре будут совпадать с уравнениями задачи о движении гиростата
под действием потенциальных и гироскопических сил [9].

Поставим задачу о нахождении условий существования у уравнений (1)
решений следующей структуры:

p = σM , q = Q(σ), r2 = R(σ),

ν1 = ϕ(σ), ν2 = ψ(σ), ν3 =
κ(σ)

σN
r,

(4)

где M , N – натуральные числа; Q(σ), R(σ), ϕ(σ), ψ(σ), κ(σ) – функции,
дифференцируемые по σ на своем множестве задания.
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Подставим (4) в уравнения (1) и геометрический интеграл из (2). Имеем

σ̇ = (ψ′(σ))−1P (σ)
√

R(σ), P (σ) = σM−N
κ(σ)− ϕ(σ); (5)

ψ′(σ)
(

ψ(σ)−Q(σ)κ(σ)σ−N
)

= ϕ′(σ)P (σ),

(R(σ)κ2(σ)σ−2N )′P (σ)σN = 2ψ′(σ)κ(σ)(Q(σ)ϕ(σ)− σMψ(σ)),

MA1σ
M+N−1P (σ) = ψ′(σ)

[

κ(σ)
(

(C3 − C2)ψ(σ) +B2Q(σ) + s2
)

+

+ σN
(

(A2 −A3)Q(σ)−B3ψ(σ) + λ2
)

]

,

A2Q
′(σ)σNP (σ) = ψ′(σ)

[

κ(σ)
(

(C1 − C3)ϕ(σ)−B1σ
M − s1

)

+

+ σN
(

(A3 −A1)σ
M +B3ϕ(σ)− λ1

)

]

,

A3R
′(σ)P (σ) = 2ψ′(σ)

[

σM
(

(A1 −A2)Q(σ) +B1ψ(σ)− λ2
)

+

+ (C2 − C1)ϕ(σ)ψ(σ) + (λ1 −B2ϕ(σ))Q(σ) + s1φ(σ)− s2ϕ(σ)
]

;

(6)

(

ϕ2(σ) + ψ2(σ)− 1
)

σ2N +R(σ)κ2(σ) = 0. (7)

В уравнениях (5), (6) штрихом обозначена производная по вспомогательной
переменной σ. После определения функций Q(σ), R(σ), ϕ(σ), ψ(σ), κ(σ) за-
висимость σ = σ(t) от времени устанавливается из дифференциального урав-
нения (5).

3. Полиномиальное решение уравнений (1). Исследуем случай, ког-
да M = 3, N = 1 в соотношениях (4), а функции, задающие инвариантные
соотношения для компонент векторов ω и ν, таковы:

Q(σ) = b3σ
3 + b2σ

2 + b1σ + b0,

R(σ) = c6σ
6 + c5σ

5 + c4σ
4 + c3σ

3 + c2σ
2 + c1σ + c0,

ϕ(σ) = a2σ
2 + a1σ + a0, ψ(σ) = g2σ

2 + g1σ + g0, κ(σ) = f0.

(8)

Коэффициенты алгебраических многочленов из (8) – это параметры, под-
лежащие определению.

Подставим полиномы из (8) в уравнения (6), (7) и потребуем их выпол-
нения при всех σ. Получим систему условий на параметры рассматриваемой
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задачи и искомые коэффициенты решения (4), (8):

3A1(f0 − a2)− 2g2d4 = 0, 3A1a1 + g1d4 + 2g2d3 = 0, g1d0 = 0,

3A1a0 + g1d3 + 2g2d2 = 0, g1d2 + 2g2d1 = 0, g1d1 + 2g2d0 = 0,

3A1(g2 − b3f0)− 2a2d4 = 0, 3A1(g1 − b2f0)− a1d4 − 2a2d3 = 0,

3A1(g0 − b1f0)− a1d3 − 2a2d1 = 0, 3A1b0f0 + a1d2 + 2a2d0 = 0,

a1d0 = 0, 2c6f0d4 − 3A1(b3a2 − g2) = 0,

f0(4c6d3 + 3c5d4)− 6A1(b3a1 + b2a2 − g1) = 0,

f0(4c6d2 + 3c5d3 + 2c4d4)− 6A1(b3a0 + b2a1 + b1a2 − g0) = 0,

f0(4c6d1 + 3c5d2 + 2c4d3 + c3d4)− 6A1(b2a0 + b1a1 + b0a2) = 0, c1 = 0,

c0 = 0, f0(4c6d0 + 3c5d1 + 2c4d2 + c3d3)− 6A1(b1a0 + b0a1) = 0,

f0(3c5d0 + 2c4d1 + c3d2)− 6A1b0a0 = 0, f0(2c4d0 + c3d1) = 0,

f0c3d0 = 0, A2b3d4 −A1(A3 −A1) = 0, (9)

A2(3b3d3 + 2b2d4) + 3A1(B1f0 −B3a2) = 0,

A2(3b3d2 + 2b2d3 + b1d4)− 3A1(βf0a2 +B3a1) = 0,

A2(3b3d1 + 2b2d2 + b1d3)− 3A1(βf0a1 +B3a0 − λ1) = 0,

A2(3b3d0 + 2b2d1 + b1d2)− 3A1f0(βa0 − s1) = 0,

2b2d0 + b1d1 = 0, b1d0 = 0, A3c6d4 −A1(A1 −A2)b3 = 0,

A3(6c6d3 + 5c5d4)− 6A1((A1 −A2)b2 +B1g2 −B2b3a2) = 0,

A3(6c6d2 + 5c5d3 + 4c4d4)− 6A1((A1 −A2)b1 +B1g1 −

−B2(b3a1 + b2a2)− (α+ β)a2g2) = 0,

A3(6c6d1 + 5c5d2 + 4c4d3 + 3c3d4)− 6A1((A1 −A2)b0 +B1g0 −

−B2(b2a1 + b1a2)− (α+ β)(a2g1 + a1g2) + ηb3 − λ2) = 0,

A3(6c6d0 + 5c5d1 + 4c4d2 + 3c3d3 + 2c2d4) + 6A1(B2(b1a1 + b0a2) +

+ (α+ β)(a2g0 + a1g1 + a0g2)− ηb2 + s2a2 − s1g2) = 0,

A3(5c5d0 + 4c4d1 + 3c3d2 + 2c2d3) + 6A1(B2b0a1 + (α+ β)(a1g0 + a0g1)−
− ηb1 + s2a1 − s1g1) = 0,
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A3(4c4d0 + 3c3d1 + 2c2d2) + 6A1((α+ β)a0g0 − ηb0 + s2a0 − s1g0) = 0,

3c3d0 + 2c2d1 = 0, c2d0 = 0, a20 + g20 + c2f
2
0 − 1 = 0.

Здесь

α = C3 − C2, β = C1 − C3, η = λ1 −B2a0,

d4 = (A2 −A3)b3, d3 = (A2 −A3)b2 −B3g2 +B2b3f0,

d2 = (A2 −A3)b1 −B3g1 + (αg2 +B2b2)f0,

d1 = (A2 −A3)b0 −B3g0 + (αg1 +B2b1)f0 + λ2, d0 = (αg0 +B2b0 + s2)f0.

Запишем решение системы (9), считая свободными параметры A1, B1,
b3, f0, α:

A2 = A3 = A1, B2 = B3 = B1, β = αb23,

λ1 = −2αB1b
2
3f

3
0

3A1

, λ2 =
2αB1b3f

3
0

3A1

,

s1 = −9A2
1 + (2b3f

3
0α)

2(2b23 − 1)

18A1f
3
0

, s2 =
(2b23f

3
0α)

2 − 9A2
1

6A1f
3
0
b3

,

b2 = 0, b1 =
9A2

1 − (2b3f
3
0α)

2(b23 + 1)

6A1f
4
0
b3α

, b0 = 0, (10)

c6 = −(b23 + 1), c5 = 0, c4 =
(2b3f

3
0α)

2(b23 + 1)− 9A2
1

3A1f
4
0
α

,

c3 = 0, c2 =

(

9A2
1 − (2b3f

3
0α)

2
)(

(2b3f
3
0α)

2(b23 + 1)− 9A2
1

)

(6A1f
4
0
b3α)2

,

c1 = 0, c0 = 0, a2 = f0, a1 = 0, a0 = −2b23f
3
0α

3A1

,

g2 = b3f0, g1 = 0, g0 =
9A2

1 − (2b23f
3
0α)

2

6A1b3f
3
0
α

.

Решение (4), (8) при выполнении условий (10) будет действительным, на-
пример, при

c2 > 0. (11)

Зависимость σ от времени найдем из дифференциального уравнения (5):

σ̇ =
d2

3A1

√

R∗(σ), (12)

где R∗(σ) = c6σ
4 + c4σ

2 + c2.
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Приведем численный пример решения (4), (8), (12) при выполнении усло-
вий (10), (11). Пусть

A1 = a, B1 = b, b3 =
11

10
,

f0 =
a

b
, α =

b3

a2
(a > 0, b > 0).

(13)

Тогда на основании (10) получим

A1 = A2 = A3 = a, B1 = B2 = B3 = b, β =
121

100

b3

a2
,

λ =
11b

15

(

−11

10
, 1, 0

)

, s = − b3

1500a2

(

19841

15
,
7859

11
, 0

)

;

(14)

p = σ3, q =
11

10
σ3 − 4241b

16500a
σ, r = σ

√

R∗(σ),

R∗(σ) = −221

100
σ4 +

4241b

7500a
σ2 +

33330019b2

27225 · 104a2 ,

ν1 =
a

b
σ2 − 121

150
, ν2 =

11a

10b
σ2 +

7859

16500
, ν3 =

a

b

√

R∗(σ).

(15)

σ̇ =
11b

30a

√

R∗(σ). (16)

При выполнении условий (13), (14) решение (15), (16) характеризуется
двумя произвольными положительными параметрами a, b и описывается по-
линомиальными функциями вспомогательной переменной σ. Зависимость σ
от времени получим обращением эллиптического интеграла, вытекающего
из (16).

4. Исследование движения гиростата в построенном решении в
случае, когда параметры задачи и решения удовлетворяют услови-
ям (10)–(12). Запишем исследуемое решение на основании соотношений (4)

p = σ3, q =
11

10
σ3 − 4241b

16500a
σ, r = σF (σ); (17)

ν1 =
a

b
σ2 − 121

150
, ν2 =

11a

10b
σ2 +

7859

16500
, ν3 =

a

b
F (σ), σ̇ =

11b

30a
F (σ), (18)

где

F (σ) =

√

−221

100
σ4 +

4241b

7500a
σ2 +

33330019b2

27225 · 104a2 .

Подчеркнем, что параметры задачи удовлетворяют условиям

A3 = A2 = A1 = a, B3 = B2 = B1 = b, (19)
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C3 − C2 =
b3

a2
, C1 − C3 =

121b3

100a2
. (20)

Из (19) следует, что эллипсоид инерции гиростата является сферой, а
уравнения (1) переходят в уравнения движения сферического гиростата под
действием потенциальных и гироскопических сил [9]. Важное значение в ха-
рактеристике решения (17), (18) имеют значения векторов

λ =
11b

15

(

−11

10
, 1, 0

)

, (21)

s = − b3

1500a2

(

19841

15
,
7859

11
, 0

)

. (22)

Докажем, что движение гиростата в решении (17), (18) является прецес-
сионным. Для этой цели проверим условие прецессионности, которое описы-
вается инвариантным соотношением [9]

a · ν = a0 (a = (a1, a2, a3)) , (23)

где вектор a неизменно связан с телом-носителем, a0 = cos θ0 (θ0 = ∠(a,ν)) –
постоянный параметр. Внесем компоненты ν1, ν2, ν3 из равенств (18) в левую
часть уравнения (23) и потребуем, чтобы полученное условие выполнялось
для всех значений переменной σ. Тогда имеем

a =
1√
221

(11,−10, 0), a0 = − 150

11
√
221

. (24)

Это означает, что движение тела-носителя – прецессия относительно верти-
кали.

Прецессионные движения в динамике твердого тела изучены для многих
классов решений уравнений движения гиростата под действием потенциаль-
ных и гироскопических сил [9]. Поэтому представляются актуальными зада-
чи: является ли прецессия (23) новой в динамике твердого тела, и какому
типу прецессий, согласно классификации [9], она принадлежит.

Для решения данной задачи воспользуемся вторым соотношением для
прецессий гиростата [9], которое следует из (23) в силу уравнения Пуассона
системы (1). Запишем его в виде

ω = ϕ̇a+ ψ̇ν, (25)

где, соответственно, ϕ̇ и ψ̇ – скорость собственного вращения гиростата и
скорость прецессии.

Преобразуем (25) на основании значений (24):

(p, q, r) =
1√
221

ϕ̇(11,−10, 0) + ψ̇(ν1, ν2, ν3). (26)
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Внесем в левую часть равенства (26) p, q, r из (17), а в правую часть ν1, ν2, ν3
из (18). Тогда получим

ϕ̇ =
11
√
221

150

b

a
σ, ψ̇ =

b

a
σ. (27)

В соотношениях (27) переменная σ(t) удовлетворяет третьему дифференци-
альному уравнению из (18). Следовательно, прецессия гиростата относится к
прецессии общего вида [9]. При этом величины (27) в силу (24) удовлетворяют
уравнению

a0ϕ̇+ ψ̇ = 0. (28)

Прецессии общего вида в задаче о движении гиростата со сферическим
распределением масс (см. формулу из (19)) изучены А. В. Мазневым [9, c. 283–
285]. Им получены два класса таких прецессий. Метод получения этих клас-
сов основывался на первых интегралах уравнений Кирхгофа – Пуассона
(в нашем случае интеграл энергии следует из (3) в силу условия B =
= diag(B1, B1, B1)) и уравнении, которое следует из динамического уравне-
ния в (1) при проектировании их левой и правой частей на вектор a× ν 6= 0
(очевидно, что вначале указанное уравнение было преобразовано с помощью
инвариантных соотношений (23), (25)). В книге [9] оно названо основным
уравнением для прецессии гиростата. Первый класс прецессий А. В. Мазнева
характеризуется условием, что основное уравнение становится тождеством
на инвариантных соотношениях (23), (25). На основании соотношений (19),
(20) и формул (27) можно сделать заключение, что для прецессий гироста-
та, которые изучаются в данной статье, выполняется условие А. В. Мазнева
для первого класса. Причем, в силу (28) полученный здесь результат отно-
сится к частному случаю прецессии общего вида [9]. Остается выяснить, как
параметры (21), (22) связаны с a1, a2, a3 – компонентами единичного векто-
ра a. Очевидны следующие условия: a коллинеарен λ и a неколлинеарен s,
которые имеют место и в частном случае решения [9]

Таким образом, показано, что построенный пример полиномиального ре-
шения уравнений (1) характеризуется свойством прецессионности движения
гиростата. Данное свойство представляет интерес в силу того, что аналогич-
ные свойства в динамике гиростата не рассматривались.
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Polynomial solution of gyrostat motion equations under the potential and gyro-

scopic forces for the precessions of spherical gyrostat

In this paper the solution of the polynomial structure of gyrostat motion equations under the
influence of potential and gyroscopic forces is constructed. We prove that for this solution the
gyrostat movement is characterized by the property of precessioness with respect to the axis of
symmetry of the force field.
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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ МИНИМАЛЬНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ПОЛИНОМОВ

ОТ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ, СЛАБО КОЭРЦИТИВНЫХ

В АНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА

Рассматриваются минимальные дифференциальные полиномы от двух переменных с глав-
ными l-квазиоднородными частями, l = (l1, l2) ∈ N

2, l1 > l2. Получено представление слабо
коэрцитивных неквазиэллиптических операторов в анизотропных пространствах Соболева
W̊ l

∞(R2) в случае, когда l1 кратно l2.

Ключевые слова: априорная оценка, дифференциальный полином, слабая коэрцитив-

ность, квазиэллиптичность, пространство Соболева.

1. Введение. Пусть Ω – произвольная область в R
n, p ∈ [1,∞], l :=

:= (l1, . . . , ln) – вектор с натуральными компонентами, |α : l| := α1/l1 + . . .+
+ αn/ln. Рассмотрим в Lp(Ω) систему дифференциальных операторов вида

Pj(x,D) =
∑

|α:l|61

ajα(x)D
α, j ∈ {1, . . . , N}, (1)

с коэффициентами ajα(·) ∈ L∞
loc

(Ω). Пусть, далее, P l
j(x,D) :=

∑
|α:l|=1

ajα(x)D
α –

l-главная часть оператора Pj(x,D), а P l
j(x, ξ) :=

∑
|α:l|=1 ajα(x)ξ

α – его глав-
ный l-квазиоднородный символ. Напомним следующие определения.

Определение 1 ([1, 2]). Систему дифференциальных операторов ви-
да (1) называют l-квазиэллиптической, если

(P l
1(x, ξ), . . . , P

l
N (x, ξ)) 6= 0, (x, ξ) ∈ Ω× (Rn \ {0}),

и, в частности, эллиптической порядка l, если l1 = . . . = ln = l.

Определение 2 ([1]). Система дифференциальных операторов вида (1)
называется коэрцитивной в (анизотропном) пространстве Соболева W̊ l

p(Ω),
p ∈ [1,∞], если справедлива априорная оценка

‖f‖W l
p(Ω) :=

∑

|α:l|61

‖Dαf‖Lp(Ω) 6 C1

N∑

j=1

‖Pj(x,D)f‖Lp(Ω) + C2‖f‖Lp(Ω), (2)

в которой C1 и C2 не зависят от f ∈ C∞
0 (Ω).
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Хорошо известно [1–4], что при некоторых ограничениях на коэффициен-
ты ajα(·) и область Ω система (1) l-квазиэллиптична в точности тогда, когда
она коэрцитивна в W̊ l

p(Ω) при p ∈ (1,∞). При p = 1;∞ оценка (2) для l-ква-
зиэллиптической системы утрачивает силу. Так, из результатов М. М. Ма-
ламуда [5] (в случае p = ∞) и Орнстейна [6] (в случае p = 1) следует, что
l-квазиэллиптическая система является коэрцитивной в W̊ l

∞(Ω) и W̊ l
1(Ω) лишь

в исключительных случаях.
Впрочем, для l-квазиэллиптической системы {Pj(x,D)}N1 вида (1) верна

более слабая оценка

∑

|α:l|<1

‖Dαf‖Lp(Ω) 6 C1

N∑

j=1

‖Pj(x,D)f‖Lp(Ω)+C2‖f‖Lp(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω), (3)

при p ∈ (1,∞) вытекающая из оценки (2), а при p = ∞ доказанная в [5].
Отметим также, что невозможность оценки вида (2) при p = 1 вытекает

из результатов Орнстейна [6]. В то же время наличие оценки (3) при p = 1
доказано (для случая операторов с постоянными коэффициентами) в рабо-
тах [7, 8].

Эти результаты делают естественным следующее введенное в [9] опреде-
ление.

Определение 3 ([9]). Систему дифференциальных операторов вида (1)
называют слабо коэрцитивной в (анизотропном) пространстве Соболева
W̊ l

p(Ω), p ∈ [1,∞], если справедлива оценка (3), в которой C1 и C2 не за-
висят от f .

В случае изотропного пространства Соболева W̊ l
p(Ω), т. е. при l1 = . . . =

= ln = l, неравенство |α : l| < 1 в (3) принимает обычный вид: |α| < l.

Для случая N = 1 еще ранее де Лю и Миркил [10] показали, что при n > 3
оператор P (D) = P1(D) порядка l > 2 эллиптичен тогда и только тогда, когда
он слабо коэрцитивен в W̊ l

∞(Rn). При n = 2 этот критерий утрачивает силу.
Так, в [10] приведен принадлежащий Мальгранжу пример слабо коэрцитив-
ного в W̊ 2

∞(R2), но не эллиптического оператора P (D) = (D1 + i)(D2 + i). В
работе [9] получен следующий результат, обобщающий пример Мальгранжа.

Теорема 1 ([9]). (i) Произвольный слабо коэрцитивный оператор P (D)
порядка l > 2 в изотропном пространстве W̊ l

∞(R2) имеет вид

P (D) = R(D)
m∏

k=1

(λkD1 + µkD2 + αk) +Q(D), (4)

где m 6 l; R(D) – эллиптический оператор порядка l−m; Q(D) – оператор

порядка 6 l − 2; αk ∈ C \R; {(λk, µk)}
m
1 ∈ R

2 суть попарно неколлинеарные

векторы.
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(ii) Обратно, всякий оператор вида (4) слабо коэрцитивен в W̊ l
p(R

2) для

всех p ∈ [1,∞].

В «анизотропном» случае, когда l = (l1, l2) ∈ N
2, l1 > l2, не всегда су-

ществуют неквазиэллиптические слабо коэрцитивные в W̊ l
∞(R2) операторы.

Так, если l1 не кратно l2, то l-квазиэллиптичность оператора P (D) эквива-
лентна его слабой коэрцитивности в W̊ l

∞(R2), т. е. справедлив аналог теоремы
де Лю и Миркила. В случае же, когда l1 кратно l2, построены примеры ши-
роких классов слабо коэрцитивных в W̊ l

∞(R2), но не l-квазиэллиптических
операторов (см. [11, теоремы 1 и 2]).

Следующей теоремой мы завершаем описание слабо коэрцитивных неква-
зиэллиптических операторов с постоянными коэффициентами от двух пере-
менных в анизотропном пространстве W̊ l

∞(R2), рассматривая случай, когда
l1 делится на l2.

Теорема 2. Пусть l := (km, k), k,m ∈ N \ {1} и P (D) – оператор вида

P (D) =
∑

|α:l|61

aαD
α. (5)

(i) Если оператор P (D) слабо коэрцитивен в анизотропном простран-

стве W̊ l
∞(R2), но не является l-квазиэллиптическим, то он имеет вид

P (D) = S(D1)R(D) +Q(D), (6)

где S(D1) – невырожденный обыкновенный дифференциальный оператор по-

рядка m, т. е. S(ξ1) 6= 0 при всех ξ1 ∈ R; R(D) – l′-квазиэллиптический

оператор, l′ := ((k − 1)m, k − 1); Q(D) – оператор вида
∑

|α:l′|<1

bαD
α.

(ii) Обратно, всякий оператор вида (6) слабо коэрцитивен в W̊ l
∞(R2).

Отметим, что этот результат является «анизотропным» аналогом «изо-
тропной» теоремы 1. Теорема 2 будет доказана ниже, в п. 3.

2. Обозначения и вспомогательные утверждения. Пусть Z+ := N∪
∪ {0}, Z

n
+ := Z+ × . . . × Z+ (n сомножителей), Z2 := {0, 1}. Далее, Dk :=

:= −i∂/∂xk, D = (D1, . . . , Dn); для мультииндекса α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+

полагают |α| := α1 + . . . + αn, Dα := Dα1

1 . . . Dαn
n . Если l = (l1, . . . , ln) ∈ N

n и
α ∈ Z

n
+, то |α : l| := α1/l1 + . . .+ αn/ln.

Через C∞(Ω) обозначим множество функций, бесконечно дифференци-
руемых в области Ω ⊂ R

n, а через C∞
0 (Ω) – его подмножество финитных

функций в Ω. Замыкание C∞
0 (Ω) в норме ‖f‖W l

p(Ω) :=
∑

|α:l|61 ‖D
αf‖Lp(Ω)

пространства Соболева W l
p(Ω) обозначим W̊ l

p(Ω).
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Предложение 1 ([5, 10]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n, Q(D) и P (D) –

дифференциальные полиномы вида (5) с l-главными символами Ql(ξ) и P l(ξ)
соответственно. Тогда из априорной оценки

‖Q(D)f‖L∞(Rn) 6 C1

[
‖P (D)f‖L∞(Rn) + ‖f‖L∞(Rn)

]
, f ∈ C∞

0 (Rn), (7)

вытекает тождество Ql(ξ) ≡ c P l(ξ), ξ ∈ R
n, где c ∈ C – константа.

Предложение 2 ([8, 11]). Пусть l = (l1, l2) ∈ N
2, l1 > l2 и оператор

P (D) вида (5) слабо коэрцитивен в W̊ l
∞(R2). Тогда:

(i) al1,0 6= 0, т. е. P l(1, 0) 6= 0;
(ii) если, к тому же, l2 не является делителем l1, то a0,l2 6= 0, т. е.

P l(0, 1) 6= 0.

Установим теперь некоторый общий алгебраический факт.

Предложение 3. Пусть l := (km, k), k,m ∈ N\{1} и R(ξ) =
∑

|α:l|61

aαξ
α –

полином со старшей l-однородной частью

Rl(ξ) = c
s∏

j=1

(ξm1 + κjξ2)
kj , (8)

где c 6= 0;
∑s

j=1 kj = k; {κj}
s
1 суть различные комплексные числа.

Тогда полином R(ξ) можно представить в виде

R(ξ) = c
s∏

j=1

[
(ξm1 + κjξ2)

kj +Qj(ξ)
]
+Q(ξ), (9)

в котором полиномы {Qj(ξ)}
s
1 и Q(ξ) имеют вид

Qj(ξ) =
∑

|α:lj |<1

bjαξ
α, Q(ξ) =

∑

|α:l′|<1

cαξ
α, (10)

где lj := (kjm, kj), j = 1, s; l′ := ((k − 1)m, k − 1).

Доказательство. Обозначим через R1(ξ) сумму мономов aαξ
α из R(ξ),

для которых |α : l| < 1 и |α : l′| > 1. Полином R1(ξ) можно представить
в виде суммы R1(ξ) =

∑m−1
r=0 ξr1R1r(ξ), где {R1r(ξ)}

m−1
r=0 суть l′-однородные

полиномы. Рассмотрим рациональную функцию

R1(ξ)

Rl(ξ)
=

m−1∑

r=0

ξr1
R1r(ξ)

Rl(ξ)
. (11)

Покажем сначала, что она раскладывается в сумму «простейших»

R1(ξ)

Rl(ξ)
=

s∑

j=1

Qj(ξ)

(ξm1 + κjξ2)kj
, (12)
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где полиномы {Qj(ξ)}
s
1 имеют вид (10).

Показатели α1 мономов ξα1

1 ξα2

2 , входящих в каждый из полиномов R1r(ξ),
r = 0,m− 1, делятся на m. Поэтому, совершая замену (ξ1, ξ2) 7→ (ζ1, ζ2) вида

ζ1 := ξm1 , ζ2 := ξ2, (13)

придем к однородным полиномам R̃1r(ζ) := R1r(ζ
1/m
1 , ζ2) степени k − 1. По-

сле указанной замены полином Rl(ξ) станет однородным степени k и примет
вид R̃l(ζ) = c

∏s
j=1(ζ1 + κjζ2)

kj . Тогда в силу [9, теорема 5.1, (i)] получим

разложение функции R̃1r(ζ)/R̃
l(ζ) в сумму «простейших»:

R̃1r(ζ)

R̃l(ζ)
=

s∑

j=1

Q̃jr(ζ)

(ζ1 + κjζ2)kj
, r ∈ {0, . . . ,m− 1}, (14)

где {Q̃jr(ζ)}
s
j=1 – некоторые полиномы степени < kj .

Совершая в (14) обратную к (13) подстановку, придем к разложению

R1r(ξ)

Rl(ξ)
=

s∑

j=1

Qjr(ξ)

(ξm1 + κjξ2)kj
, r ∈ {0, . . . ,m− 1}, (15)

где Qjr(ξ) := Q̃jr(ξ
m
1 , ξ2), j = 1, s.

Из (11) и (15) получаем, что

R1(ξ)

Rl(ξ)
=

s∑

j=1

m−1∑

r=0

ξr1Qjr(ξ)

(ξm1 + κjξ2)kj
. (16)

Для завершения доказательства представления (12) осталось показать,

что полиномы Qj(ξ) :=
m−1∑
r=0

ξr1Qjr(ξ), j = 1, s, в числителях дробей в (16) име-

ют вид (10). В самом деле, показатели γ = (γ1, γ2) мономов ξγ11 ξγ22 , входящих
в Qj(ξ), имеют вид γ1 = r + α1m, γ2 = α2, где α1, α2 ∈ Z+ и α1 + α2 < kj .
Отсюда (α1 + α2)m+ r 6 (kj − 1)m+ (m− 1) = kjm− 1 < kjm и, значит,

|γ : lj | =
γ1
kjm

+
γ2
kj

=
r + α1m

kjm
+

α2

kj
< 1.

Таким образом, представление (12) доказано.
Рассмотрим теперь полином

R̃(ξ) := Rl(ξ)
s∏

j=1

[
1 +

Qj(ξ)

(ξm1 + κjξ2)kj

]
.

Для него R̃l(ξ) = Rl(ξ) и R̃1(ξ) = R1(ξ) (в силу (8) и (12)). Поэтому разность
Q(ξ) := R(ξ) − R̃(ξ) содержит мономы aαξ

α полинома R(ξ), показатели α
которых удовлетворяют условию |α : l′| < 1. Представление (9) доказано.
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Предложение 4 ([12]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n, причем lj > 2 для

всех j ∈ {1, . . . , n}, и система {Pj(D)}N1 дифференциальных операторов ви-

да (1) слабо коэрцитивна в W̊ l
∞(Rn). Тогда множество совместных нулей{

ξ : Pj(ξ) = 0, j = 1, n
}

ее «полных» символов компактно.

Предложение 5. Пусть l = (km, k), k,m ∈ N \ {1}, и оператор P (D)
вида (5) слабо коэрцитивен в W̊ l

∞(R2). Тогда для любого оператора Q(D)
вида

Q(D) :=
∑

|α:l′|<1

bjαD
α, где l′ := ((k − 1)m, k − 1),

«возмущенный» оператор P (D) +Q(D) слабо коэрцитивен в W̊ l′
∞(R2).

Доказательство. Из теорем вложения [1, гл. III] вытекает, что для каж-
дого ε > 0 существует Cε > 0 такое, что справедлива априорная оценка

‖Q(D)f‖ 6 ε
[
‖D

(k−1)m
1 f‖+ ‖Dk−1

2 f‖
]
+ Cε‖f‖. (17)

Здесь и ниже везде предполагается, что нормы рассматриваются в простран-
стве L∞(R2), а f пробегает множество функций C∞

0 (R2).
Поэтому из неравенств слабой коэрцитивности (7) и (17) следует, что

‖P (D)f +Q(D)f‖+ ‖f‖ > (C−1
1 − ε)

[
‖D

(k−1)m
1 f‖+ ‖Dk−1

2 f‖
]
− Cε‖f‖. (18)

Выберем ε < C−1
1 в (17). Тогда из (18) вытекает оценка

‖D
(k−1)m
1 f‖+ ‖Dk−1

2 f‖ 6
1

C−1
1 − ε

‖P (D)f +Q(D)f‖+ Cε‖f‖,

из которой следует слабая коэрцитивность «возмущенного» оператора P (D)+

+Q(D) в W̊ l′
∞(R2). В самом деле, система операторов {D

(k−1)m
1 , Dk−1

2 } являет-
ся l′-квазиэллиптической и, значит, слабо коэрцитивной в W̊ l′

∞(R2). Поэтому

‖Dαf‖ 6 C
[
‖D

(k−1)m
1 f‖+‖Dk−1

2 f‖+‖f‖
]
6

C

C−1
1 −ε

‖P (D)f +Q(D)f‖+C ′‖f‖

для всех |α : l′| < 1, что и требовалось.

3. Доказательство теоремы 2. (i) Пусть оператор P (D) вида (5) неква-
зиэллиптичен и слабо коэрцитивен в W̊ l

∞(R2). Докажем, что он имеет вид (6).
В силу предложения 2, (i) коэффициент c := akm,0 полинома P (ξ) при ξkm1

отличен от нуля. Если мультииндекс α удовлетворяет соотношению |α : l| = 1,
то α1 +mα2 = km, и α1 делится на m. Поэтому, выполняя в полиноме P l(ξ)

замену (13), придем к полиному P̃ k(ζ) := P l(ζ
1/m
1 , ζ2), который является од-

нородным степени k с коэффициентом c 6= 0 при ζk1 . Значит, P̃ k(ζ) может
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быть представлен в виде P̃ k(ζ) = c
∏s

j=1(ζ1 + κjζ2)
kj , где {κj}

s
1 суть различ-

ные комплексные числа,
∑s

j=1 kj = k. Выполняя теперь в полиноме P̃ k(ζ) ту
же замену (13), придем к разложению

P l(ξ) = c
s∏

j=1

(ξm1 + κjξ2)
kj . (19)

Так как полином P l(ξ) неквазиэллиптичен, то P l(ξ0) = 0 для некоторого
ξ0 = (ξ01 , ξ

0
2) 6= 0. Значит, согласно (19), (ξ01)

m + κj0ξ
0
2 = 0 для некоторого

j0 ∈ {1, . . . , s}. В силу предложения 2, (i) имеем ξ01 = 0, откуда ξ02 6= 0 и
κj0 = 0. Значит, P l(ξ) делится на ξm1 . Не нарушая общности, можно считать,
что j0 = 1.

Покажем, что k1 = 1 и κj ∈ C \R при j ∈ {2, . . . , s}. Действительно, если
k1 > 2, то в полиноме P l(ξ), кроме ξk2 , отсутствует также моном ξ1ξ

k−1
2 , что

легко приводится к противоречию с предложением 1 (см. [11]). Далее, если бы
κj1 ∈ R \ {0} для некоторого j1 > 2, то полином P l(ξ) имел бы вещественный
нуль (1;−1/κj1), определяемый уравнением ξm1 +κj1ξ2 = 0, что противоречит
предложению 2, (i).

Таким образом, P l(ξ) представляется в виде

P l(ξ) = c
s∏

j=1

(ξm1 + κjξ2)
kj = c ξm1

s∏

j=2

(ξm1 + κjξ2)
kj , (20)

где c 6= 0, κ1 = 0, κj ∈ C \R, j = 2, s, суть различные числа,
∑s

j=2 kj = k− 1.

Применяя предложение 3 к полиному P (ξ), l-главная форма P l(ξ) которо-
го имеет вид (20), т. е. вид (19) при κ1 = 0, получим, что P (ξ) представляется
в виде (9), т. е. в виде

P (ξ) = c (ξm1 +Q1(ξ1))

s∏

j=2

[
(ξm1 + κjξ2)

kj +Qj(ξ)
]
+Q(ξ) := S1(ξ1)R(ξ)+Q(ξ),

где c 6= 0, Q1(ξ1) – полином от переменной ξ1 степени < m, полиномы
{Qj(ξ)}

s
2 и Q(ξ) имеют вид (10) и

S1(ξ1) := ξm1 +Q1(ξ1), R(ξ) := c

s∏

j=2

[
(ξm1 + κjξ2)

kj +Qj(ξ)
]
.

Оператор R(D) является l′-квазиэллиптическим, поскольку κj ∈ C \ R

при j ∈ {2, . . . , s}. Далее, в силу предложения 5, оператор S1(D1)R(D) =
= P (D)−Q(D) слабо коэрцитивен в W̊ l′

∞(R2). Значит, в силу предложения 4,
множество нулей полинома S1(ξ1)R(ξ) компактно. Отсюда S1(ξ1) 6= 0 при
любом ξ1 ∈ R. Таким образом, доказано, что оператор P (D) имеет вид (6).
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(ii) Это утверждение доказано в [11, теорема 2].
Таким образом, теорема 2 – основной результат настоящей работы – пол-

ностью доказана.
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ЛОКАЛЬНЫЙ ВАРИАНТ ПРОБЛЕМЫ ПОМПЕЙЮ
ДЛЯ СЕМЕЙСТВА ИЗ ТРЕУГОЛЬНИКА И КВАДРАТА

Локальный вариант проблемы Помпейю рассматривается для семейства из прямоугольно-
го равнобедренного треугольника и квадрата. Получены значения радиуса Помпейю для
упомянутого треугольника и указанного семейства.

Ключевые слова: проблема Помпейю, радиус Помпейю, множество Помпейю, семей-

ство Помпейю из треугольника и квадрата.

1. Введение. Пусть R
n – вещественное евклидово пространство размер-

ности n > 2 с евклидовой нормой | · |, M(n) – группа движений R
n, часть этой

группы, оставляющая компактное множество A ⊂ R
n внутри B, традиционно

обозначаем Mot(A,B) = {λ ∈ M(n) : λA ⊂ B}, BR = {x ∈ R
n : |x| < R} – шар

радиуса R.

Компактное множество A ⊂ R
n называется множеством Помпейю в R

n,
если для любой локально суммируемой функции f : Rn → C из условий

∫

λA

f(x) dx = 0 (1)

при всех λ ∈ M(n) следует, что она равна нулю почти всюду. Классическая
проблема Помпейю состоит в описании класса P(Rn) таких множеств A.

Приведем одну из возможных постановок локального варианта указанной
проблемы. Пусть функция f : BR → C локально суммируема в шаре BR, и для
каждого λ ∈ Mot(A,BR) выполняется равенство

∫

λA
f(x) dx = 0. Если отсюда

следует, что f = 0 почти всюду в BR, будем говорить, что A является мно-
жеством Помпейю в BR и обозначать A ∈ P(BR). Для любого A ∈ P(Rn) это
имеет место, если размеры BR достаточно велики по сравнению с A, см. [1, 2].
В связи с этим в работе [3] поставлена следующая

Проблема 1 (4.1.1 из [3], локальный вариант проблемы Помпейю). Для
данного A найти R(A) = inf{R > 0: A ∈ P(BR)}.

Величину R(A) естественно называть экстремальным радиусом Помпейю
(или просто радиусом Помпейю) для множества A.

Ряд общих результатов, содержащих оценки сверху для величины R(A),
получены К. А.Беренстейном и Р. Гэем (см. [1, 2]), а также В. В. Волчковым
(см. [3, Глава 4, §1–2]). Наиболее полный библиографический обзор по пробле-
ме Помпейю и близким к ней вопросам, включающими локальные варианты
этой проблемы, можно найти в [3–9].
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Рассмотрим некоторые примеры множеств A, для которых известно точ-
ное значение R(A).

1. Пусть A – правильный треугольник со стороной a. Тогда R(A) = a
√
3/2

([10], В. В. Волчков, 1996).

2. Пусть A – правильный m-угольник со стороной длины l. Тогда

R(A) =

{

l ctg(π/2m)/2, если m – нечетно;

l
√

1 + 4ctg2(π/m)/2, если m – четно

([3], В. В. Волчков, 2000–2003).

3. Пусть A – треугольник Рело ширины 1 в R
2. Тогда R(A) = 1 ([11],

П. А. Машаров, 2001).

4. Пусть A – куб в R
n с ребром длины 1. Тогда R(A) =

√
n+ 3/2 ([12],

В. В. Волчков, 1996).

5. Пусть A – полушар в R
n радиуса 1. Тогда R(A) =

√
5/2 ([3], В. В. Волч-

ков, 1996).

6. Пусть A(h) – сегмент шара единичного радиуса высоты h в R
n. Тогда

R(A(h)) =

{√
8h− 3h2 /2, 1 < h 6 8/7;

h, 8/7 < h < 2

([13], П. А. Машаров, 2011).

7. Пусть A(h) – невыпуклый четырёхугольник с вершинами в точках (0, 0),
(
√
3/2,−1/2), (

√
3/2− h, 0), (

√
3/2, 1/2), h ∈ (0,

√
3/2). Тогда

R(A(h)) =

{√
3/2− h, если h ∈ (0,

√
3/6);

√

h2 + 1/4, если h ∈ [
√
3/6,

√
3/2)

([14], Н. С. Иванисенко, П. А. Машаров, 2014).

Известны также значения величины R(A) для случаев, когда A – плос-
кий круговой сектор ([15], П. А. Машаров, 2000), параллелепипед в R

n ([12],
В. В. Волчков, 1998–2000), эллипсоид в R

n ([3], В. В. Волчков, 2001), половина
кругового конуса в R

3 ([16], Л. В. Елец, П. А. Машаров, 2009), замыкание раз-
ности двух плоских квадратов (П. А. Машаров, 2016, [17]), другие множества.

Выше рассматривались случаи, когда компактное множество A имеет та-
кую же размерность, что и пространство. В [9, 18, 19] рассмотрены анало-
ги проблемы Помпейю для множеств, размерность которых m < n. В этом
случае интегралы в определении множества Помпейю понимаются как m-
кратные, а функции первоначально считаются непрерывными. Значение ана-
логичной радиусу Помпейю величины Pm,n(B

n
R) было получено для трехмер-

ного куба, плоского квадрата, отрезка.
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Рассмотрим теперь локальный вариант проблемы Помпейю для набора
множеств. Совокупность компактных множеств {A1, . . . , Am} = {Aj}mj=1 бу-
дем называть семейством Помпейю в B и обозначать {Aj}mj=1 ∈ P(B), если
для комплекснозначной локально суммируемой функции f из того, что ин-
тегралы

∫

λAj
f(x) dx = 0 для всех j = 1, . . . ,m и λ ∈ Mot(Aj , B), следует, что

f равна нулю почти всюду в B.
Аналогично проблеме 1 возникает

Проблема 2. Для данной совокупности {Aj}mj=1 найти

R
(

{Aj}mj=1

)

= inf{R > 0: {Aj}mj=1 ∈ P(BR)}.

Поставленная проблема не новая. Ее решение для совокупности из двух
шаров содержится в [3, § 2.1.4]. В [20] проблема 2 рассмотрена для семейства
круговых секторов.

В данной работе решение проблемы 1 получено для прямоугольного рав-
нобедренного треугольника, проблемы 2 – для семейства из треугольника и
квадрата. Всюду далее размерность пространства n = 2. Рассмотрим равно-
бедренный прямоугольный треугольник с катетами единичной длины

T = {(x, y) ∈ R
2 : 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1− x},

K̃(a) = {(x, y) ∈ R
2 : |x| 6 a/2, |y| 6 a/2} – квадрат со стороной a,

K = K̃
(

2
√

2−
√
2
/√

5
)

.

Основными результатами работы являются

Теорема 1. Имеет место равенство R(T ) =
√

2−
√
2.

Теорема 2. Имеет место равенство

R
(

{T,K}
)

=
√

228− 70
√
2
/

16 .

2. Некоторые обозначения и вспомогательные утверждения. Для
R > 0, r ∈ R рассмотрим множество B(r,R) = {x ∈ R

2 : r < |x| < R} – кольцо,
если r > 0, или круг BR, если r < 0.

Для k ∈ N и открытого непустого множества B ⊂ R
2 под Ck(B) бу-

дем понимать класс функций, все частные производные порядка k которых
(включая смешанные) непрерывны в B, C(B) – класс непрерывных на B
функций, пространство C∞(B) =

⋂∞
k=1C

k(B).
Под P(A,B) будем понимать класс локально суммируемых в B функ-

ций, для которых равенство (1) верно для всех λ ∈ Mot(A,B). Добавляя
гладкость, получим классы функций Pk(A,B) = P(A,B) ∩ Ck(B), k ∈ N,
P∞(A,B) = P(A,B) ∩ C∞(B); P∞

0 (A,B) – класс радиальных функций из
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P∞(A,B), то есть таких, что для любых x, y ∈ B, для которых |x| = |y|,
выполняется f(x) = f(y).

Для обозначения частной производной функции u : R2 → R по перемен-
ным x и y будем использовать запись ∂u

∂x
и ∂u

∂y
соответствнно. Символ ∆ обо-

значает оператор Лапласа: ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
.

Для произвольного непустого A ⊂ R
2, фиксированного числа ε > 0 и

вектора t ∈ R
2 положим Aε = {x ∈ R

2 : |x − y| < ε, y ∈ A}, A + t = {x + t ∈
∈ R

2 : x ∈ A}.
Обозначим вершины треугольника T : V1(0, 0), V2(1, 0), V3(0, 1), и диффе-

ренциальные операторы ν1 = ∂
∂x

, ν2 = ∂
∂y

, ν3 = ∂
∂x

− ∂
∂y

. Непосредственными
вычислениями получаем

Лемма 1. Пусть для некоторого ε > 0 f ∈ C3(Tε). Тогда имеют место

равенства

∫

T

ν1ν3 f(x, y) dx dy = f(V2)− f(V1)−
∫ 1

0
ν1 f(0, y) dy;

∫

T

ν1ν2 f(x, y) dx dy = f(V1)− f(V3) +

∫ 1

0
ν2 f(1− y, y) dy;

∫

T

ν1ν2ν3 f(x, y) dx dy = ν3 f(V1) + ν2 f(V2)− ν1 f(V3).

Так как Mot(T,BR) 6= ∅ только если R >
√
2/2, то далее имеет смысл

рассматривать только такие значения R. Пусть O(0, 0), ρ(O, λe) – расстояние
от центра круга, точки O, до элемента λe треугольника λT (e – вершина
прямого или острого угла, катет или гипотенуза). Рассмотрим максимальные
возможные расстояния до соответствующих элементов:

maxп = sup{ρ(O, λV1) : λ ∈ Mot(T,BR)},
maxо = sup{ρ(O, λV2) : λ ∈ Mot(T,BR)},
maxк = sup{ρ(O, λV1V2) : λ ∈ Mot(T,BR)},
maxг = sup{ρ(O, λV2V3) : λ ∈ Mot(T,BR)}

и аналогичные минимально возможные: minп, minо, minк, minг. Рассмотрев
различные расположения треугольника в круге, получаем следующее.

Лемма 2. Пусть
√
2/2 < R < 1. Тогда имеют место равенства

minк =
1

2
− 1

2

√

2R2 − 1, minп =

√
2

2
−

√

R2 − 1

2
, minг = 0,

minо =
√
2−R, maxк =

√

R2 − 1

4
, maxо = maxп = R, maxг =

√

R2 − 1

2
.
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Перед формулировкой необходимого в дальнейшем утверждения, доказа-
тельство которого можно найти в [3], введем используемые в нём обозначения.
Для набора точек {vν}kν=1 ⊂ R

n, где vi 6= vj для 1 6 i, j 6 k, i 6= j, числа
ε > 0 положим Ων,ε =

{

x ∈ R
n : |vν | − ε < |x| < |vν |+ ε

}

, ν = 1, . . . , k. Для от-
крытого непустого множества U ⊂ R

n под H0(U) понимается класс радиаль-
ных локально суммируемых в U распределений. ~∂ =

(

∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn
)

.

Утверждение 1 (Теорема 3.2 из [3]). Пусть Fν ∈ H0

(

Ων,ε

)

для ν =
= 1, . . . , k и существуют многочлены Pν : R

n → C такие, что для любого

x ∈ B
n
ε выполняется равенство

∑k
ν=1

(

Pν(~∂)Fν

)

(x+vν) = 0, которое понима-

ется в смысле распределений. Тогда существует нетривиальный многочлен

P : R1 → C такой, что P (∆)Fν = 0 в Ων,ε.

Лемма 3. Пусть
√
2/2 < R < 1, и f ∈ P∞

0 (T,BR). Тогда существует

ненулевой многочлен q : R → C такой, что q(∆)f = 0 в B(minп, R).

Доказательство. Применяя утверждение 1 к функции f ∈ P∞
0 (T,BR) ⊂

⊂ H0

(

Ων,ε

)

для набора точек Vν , учитывая равенства из леммы 1 (их левые ча-
сти в данном случае обращаются в нуль), приходим к существованию нетри-
виального многочлена q : R → C, для которого q(∆)f = 0 в Ων,ε. Последнее
множество представляет из себя набор точек из BR, в которых может ока-
заться вершина λT для λ ∈ Mot(T,BR). Учитывая выполнение неравенства
minп < minк и найденное в лемме 2 значение maxо = maxп = R, приходим к
завершению доказательства.

Лемма 4. Пусть R >
√

2−
√
2, и f ∈ P∞

0 (T,BR). Тогда существует

ненулевой многочлен q : R → C такой, что q(∆)f = 0 в BR.

Доказательство. Непосредственными вычислениями можно убедиться,

что если R >
√

2−
√
2, то выполняются оба неравенства: minп < maxк и

minк < maxг.

Рассмотрим многочлен q из леммы 3 и функцию F = q(∆)f . По лемме 2
из [17], учитывая, что оператор Лапласа оставляет функцию радиальной, по-
лучаем F ∈ P∞

0 (T,BR). При этом F = 0 в B(minп, R). Доопределим F нулём
вне BR. Рассмотрев различные λ ∈ Mot(T,BR), из первого равенства леммы 1
получаем, что интегралы от ν1F по катетам λT , а значит и по всем прямым,
их содержащим, равны нулю. То есть преобразование Радона по всем пря-
мым, расстояние до которых от начала координат не больше minк, равны
нулю. Отсюда (см., например, лемму 1.8.3 из [3]) следует ν1F = 0 или F =
= const в B(minк, R). Но, учитывая значения F в B(minп, R), получаем F = 0
в B(minк, R). Рассуждая аналогичным образом и рассмотрев второе равен-
ство леммы 1 (интегралы по гипотенузам λT ), учитывая minг = 0, приходим
к доказательству леммы.

89



П.А. Машаров, Е.А. Рыбенко

3. Доказательство основных результатов.

Доказательство теоремы 1. Пусть сначала
√
2/2 < R <

√

2−
√
2. Для

таких значений R выполняется неравенство minк > maxг. Для j ∈ {1, 2}
рассмотрим функции

gj(d) =

{

0, если 0 6 d 6 maxг или d > minк;

exp
(

j
(d−maxг)(d−minк)

)

, если maxг < d < minк .

Тогда существуют такие радиальные функции fj ∈ C∞(R2), что их преоб-
разования Радона по прямым Rfj(ω, d) = gj(d) для всех |ω| = 1 и d > 0
(см., например, [3, Гл. 1]). Эти функции линейно независимы, поэтому су-
ществует такой ненулевой набор чисел {α1, α2}, что линейная комбинация
f = α1f1 + α2f2 не равна тождественно нулю и обладает такими свойствам.
Она имеет нулевые интегралы по всем прямым, расстояние до начала коор-
динат от которых лежит в пределах от 0 до maxг, интеграл равный нулю по
сегменту круга радиуса minк с расстоянием до хорды равном maxг, равна ну-
лю во внешности Bminк

. Тогда для такой функции выполняются равенства (1)
для A = T и всех λ ∈ Mot(T,BR).

Если R >
√

2−
√
2, то, используя рассуждения из доказательства лемм 7,

8 из [17] и лемму 4, приходим к доказательству теоремы 1.

Утверждение, аналогичное лемме 1, но для квадрата, можно найти в [18],
лемма 3. Рассмотрев теперь возможные значения ρ(O, λe) – расстояния от
центра круга, точки O, до элемента λe квадрата λK ⊂ BR (e – вершина
или сторона), получим соответственно maxв = R, minв = a0

√
2 − R, maxс =

=

√

R2 − a2
0

4 , minс = a0 −
√

R2 − a2
0

4 , где a0 = 2
√

2−
√
2/
√
5 – длина стороны

квадрата K, взятая таким образом, чтобы R(T ) = R(K).

Сравнивая для
√
2/2 < R <

√

2−
√
2 имеющиеся минимумы до вершин,

приходим к minв < minп < minо, максимумы до сторон – maxс > maxк >
> maxг. Далее, решая для таких значений R систему неравенств minв < maxс,

minс < maxг, получаем R >

√
288−70

√
2

16 , причем если R ∈
(√

2
2 ,

√
288−70

√
2

16

)

, то

minс > maxг.

Доказательство теоремы 2. Для
√
2
2 < R <

√
288−70

√
2

16 пример нену-
левой радиальной функции, который основан на выполнении неравенства
minс > maxг, строится аналогичным образом, как и в доказательстве тео-
ремы 1. Функция имеет нулевые интегралы по прямым с расстоянием до
начала координат, лежащим в определенных диапазонах, и нулевой интеграл
по сегменту круга. Если теперь рассмотреть интегралы по треугольникам
λT и квадратам λK, лежащим в круге BR, то они состоят из интегралов по
прямым, по сегментам и части внешности круга Bminс

, значит равны нулю.
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Для R >

√
288−70

√
2

16 доказательство полностью аналогично теореме 1 с
учетом имеющихся формул для квадрата, решения системы неравенств и рас-
суждений из доказательства леммы 4.

4. Выводы. Как отмечалось в [20], для любой совокупности множеств
{Aj}mj=1 имеет место неравенство

R
(

{Aj}mj=1

)

6 min{R(A1), . . . ,R(Am)}.

В данной работе рассмотрена совокупность множеств {T,K}, для которых
R(T ) = R(K), но при этом получено R({T,K}) < R(T ).

Решение локального варианта проблемы Помпейю применяется в ком-
плексном анализе, теории аппроксимации, теории отображений, сохраняю-
щих меру (см., например, [3, 14, 17]).
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A local version of the Pompeiu problem for a family of triangle and square

A local version of the Pompeiu problem is considered for a family of a right-angled isosceles
triangle and a square. The values of the Pompeiu radius for the mentioned triangle and the
specified family are obtained.

Keywords: the Pompeiu problem, the Pompeiu radius, the Pompeiu set, the Pompeiu family of

triangle and square.

ГОУ ВПО «Донецкий национальный ун-т», Донецк

pavelmasharov@gmail.com

Получено 30.10.20

92



ISSN 1683-4720 Труды ИПММ. 2020. Том 34

УДК 517.9

c©2020. Л.Л. Оридорога

О ПОЛНОТЕ СИСТЕМ
СОБСТВЕННЫХ И ПРИСОЕДИНЁННЫХ ФУНКЦИЙ
НЕКОТОРЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
И ИХ СОПРЯЖЁННЫХ

Строится дифференциальный оператор, имеющий полную систему собственных и присо-

единённых функций, такой что у сопряжённого к нему оператора система собственных и

присоединённых функций не полна.

Ключевые слова: дифференциальный оператор, система собственных и присоединённых

функций, полнота.

Одной из важных задач, связанных с дифференциальными операторами,
является исследование полноты их системы собственных и присоединённых
функций.

В данной работе строится дифференциальный оператор, имеющий пол-
ную систему собственных и присоединённых функций, такой что система
собственных и присоединённых функций сопряжённого к нему оператора
неполна.

Теорема 1. Пусть b /∈ R. Дифференциальный оператор L имеет вид

{

1
i
y′1(t) = λy1(t),

b
i
y′2(t) = λy2(t)

(1)

с граничными условиями
{

y1(0) = y1(1),

y1(0) = y2(0).
(2)

Тогда система собственных и присоединённых функций оператора L пол-

на в пространстве L2(0; 1)⊕L2(0; 1), а система собственных и присоединён-

ных функций сопряжённого к нему оператора – нет.

Доказательство. Система (1) имеет фундаментальную систему решений

Φ1(t;λ) =

(

ϕ11(t;λ)

ϕ12(t;λ)

)

=

(

eitλ

0

)

; Φ2(t;λ) =

(

ϕ21(t;λ)

ϕ22(t;λ)

)

=

(

0

e
i

b
tλ

)

. (3)
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Тогда функция

Y1(t;λ) =

(

y11(t;λ)

y12(t;λ)

)

= det

(

ϕ11(0;λ)− ϕ11(1;λ) ϕ21(0;λ)− ϕ21(1;λ)
Φ1(t;λ) Φ2(t;λ)

)

=

=

(

0

(1− eiλ)e
i

b
tλ

)

(4)

является решением уравнения (1), удовлетворяющим первому из граничных
условий (2).

Аналогично, функция

Y2(t;λ) =

(

y21(t;λ)

y22(t;λ)

)

= det

(

Φ1(t;λ) Φ2(t;λ)
ϕ11(0;λ)− ϕ12(0;λ) ϕ21(0;λ)− ϕ22(0;λ)

)

=

=

(−eitλ

−e
i

b
tλ

)

(5)

является решением уравнения (1), удовлетворяющим второму из граничных
условий (2).

Пусть функция

F (t) =

(

f1(t)

f2(t)

)

(6)

ортогональна всем собственным и присоединённым функциям оператора (1),
(2). Тогда скалярное произведение

〈F (t), Y2(t;λ)〉 =
1

∫

0

(

f1(t) y21(t;λ) + f2(t) y22(t;λ)
)

dt (7)

целая функция, обращающаяся в ноль при всех λ, являющихся собственными
значениями оператора (1), (2). Более того, кратность нуля в этих точках не
менее размерности корневого пространства оператора (1), (2) в тех же точках.

Характеристическая функция (см. [1]) оператора (1), (2) имеет вид

χ(λ) = det

(

ϕ11(0;λ)− ϕ11(1;λ) ϕ21(0;λ)− ϕ21(1;λ)
ϕ11(0;λ)− ϕ12(0;λ) ϕ21(0;λ)− ϕ22(0;λ)

)

=

= det

(

1− eiλ 0
1 −1

)

= eiλ − 1. (8)

Так как характеристическая функция χ(λ) целая, и её нули совпадают
с собственными числами оператора (1), (2), а кратности нулей совпадают с
размерностями корневых пространств оператора (1), (2) в тех же точках, то

функция 〈F (t),Y2(t;λ)〉
χ(λ) целая.
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Выделим в комплексной плоскости три сектора:

первый

{ z ∈ C : ℑz > 0; ℑz

b
> 0 }; (9)

второй

{ z ∈ C : ℑz < 0; ℑz

b
> 0 }; (10)

третий

{ z ∈ C : 0 > ℑz

b
> ℑz }. (11)

Исследуем поведение отношения 〈F (t),Y2(t;λ)〉
χ(λ) при ℑλ → ∞ на лучах в этих

трёх секторах.

Заметим, что при ℑλ > 0 |χ(λ)| ∼ 1, а при ℑλ < 0 |χ(λ)| ∼ |eiλ| = e−ℑλ.

Оценим скалярное произведение 〈F (t), Y2(t;λ)〉, используя неравенство
Шварца: |〈F (t), Y2(t;λ)〉| 6 ‖F‖ · ‖Y2(t;λ)‖. При этом

‖Y2(t;λ)‖ =

√

√

√

√

√

1
∫

0

(|eitλ|2 + |eitλb |2) dt (12)

зависит от знаков ℑλ и ℑλ
b

и от соотношения между этими величинами.

Если ℑλ > 0 и ℑλ
b
> 0, то

1
∫

0

|eitλ|2 dt = O

(

1

|λ|

)

и

1
∫

0

|eitλb |2 dt = O

(

1

|λ|

)

.

Таким образом, в этом случае ‖Y2(t;λ)‖ = O

(

1
√

|λ|

)

= o(1).

Если ℑλ > 0 и ℑλ
b
< 0, то

1
∫

0

|eitλ|2 dt = O

(

1

|λ|

)

и

1
∫

0

|eitλb |2 dt = O

(

e−2ℑλ

b

|λ|

)

.

Таким образом, в этом случае ‖Y2(t;λ)‖ = O

(

e
−ℑ

λ

b√
|λ|

)

= o
(

e−ℑλ

b

)

.

Если ℑλ < 0 и ℑλ
b
> 0, то

1
∫

0

|eitλ|2 dt = O

(

e−2ℑλ

|λ|

)

и

1
∫

0

|eitλb |2 dt = O

(

1

|λ|

)

.
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Таким образом, в этом случае ‖Y2(t;λ)‖ = O

(

e−ℑλ√
|λ|

)

= o
(

e−ℑλ
)

.

Если ℑλ < 0 и ℑλ
b
< 0, то

1
∫

0

|eitλ|2 dt = O

(

e−2ℑλ

|λ|

)

и

1
∫

0

|eitλb |2 dt = O

(

e−2ℑλ

b

|λ|

)

.

Тогда ‖Y2(t;λ)‖ = O





max
{

e−ℑλ; e−ℑλ

b

}

√

|λ|



 = o
(

max
{

e−ℑλ; e−ℑλ

b

})

.

В секторе (9) ‖Y2(t;λ)‖ = o(1) и |χ(λ)| ∼ 1. Поэтому в данном секторе
〈F (t),Y2(t;λ)〉

χ(λ) = o(1).

В секторе (10) ‖Y2(t;λ)‖ = o
(

e−ℑλ
)

и |χ(λ)| ∼ e−ℑλ. Поэтому в данном

секторе 〈F (t),Y2(t;λ)〉
χ(λ) = o(1).

В секторе (11) ℑλ
b

> ℑλ. Следовательно, max
{

e−ℑλ; e−ℑλ

b

}

= e−ℑλ.

Таким образом, ‖Y2(t;λ)‖ = o
(

e−ℑλ
)

. Кроме того, |χ(λ)| ∼ e−ℑλ. Поэтому в

данном секторе 〈F (t),Y2(t;λ)〉
χ(λ) = o(1).

Заметим теперь, что в указанных секторах можно выбрать по лучу (луч
0z1 в секторе (9), 0z2 в секторе (10) и 0z3 в секторе (11)) так, чтобы они
разбили плоскость на 3 угла, каждый размером менее π.

Поскольку функции 〈F (t), Y2(t;λ)〉 и χ(λ) целые функции не выше пер-

вого порядка роста и их отношение 〈F (t),Y2(t;λ)〉
χ(λ) также целая функция, то это

отношение также имеет порядок роста не выше первого (см. [2]).

Т. к. функция 〈F (t),Y2(t;λ)〉
χ(λ) на каждом из лучей 0z1, 0z2 и 0z3 ограничена и

имеет порядок роста не выше первого, то она, по теореме Фрагмена – Линде-
лёфа (см. [2]), ограничена в каждом из (выпуклых) углов z10z2, z20z3 и z30z1,
т. е. ограничена во всей комплексной плоскости. Тогда, по теореме Лиувилля,
эта функция константа. А т. к. при z → ∞ эта функция стремится к нулю,
то 〈F (t),Y2(t;λ)〉

χ(λ) ≡ 0.

Таким образом, каждая функция F (t), ортогональная всем собственным
и присоединённым функциям оператора (1), (2), ортогональна также всем
решениям системы (1), удовлетворяющим граничному условию

y1(0) = y2(0). (13)

Рассмотрим теперь оператор (1) с граничными условиями

{

y1(1) = y2(1),

y1(0) = y2(0).
(14)
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Заметим, что второе условие (14) совпадает со вторым условием (2). По-
этому все собственные и присоединённые функции оператора (1), (14) удовле-
творяют второму из граничных условий (2) и, следовательно, ортогональны
функции F (t).

Аналогично тому, как выше было доказано, что функция F (t) ортого-
нальна всем решениям системы (1), удовлетворяющим второму из гранич-
ных условий (14), доказывается, что она ортогональна всем решениям си-
стемы (1), удовлетворяющим первому из граничных условий (14). При λ, не
являющемся собственным значением оператора (1), (14), ненулевые решения
системы (1), одно из которых удовлетворет первому из граничных условий
(14), а другое второму, образуют фундаментальную систему решений. Поэто-
му при таких λ функция F (t) ортогональна всем решениям системы (1). В
частности, она при таких λ ортогональна функциям (3). Если λk собственное
значение оператора (1), (14), то предельным переходом λ → λk получаем,
что функция F (t) ортогональна также функциям Φ1(t;λk) и Φ2(t;λk). Т. е.
F (t) ортогональна функциям (3) при всех λ ∈ C. Как известно, это возможно
только при F (t) = 0.

Т. к. системе собственных и присоединённых векторов оператора (1), (2)
ортогональна только нулевая функция, то эта система полна в пространстве
L2(0; 1)⊕ L2(0; 1).

Оператор, сопряжённый к (1), (2), имеет вид

{

1
i
y′1(t) = λy1(t),

b̄
i
y′2(t) = λy2(t)

(15)

с граничными условиями

{

y1(0) + b̄ y2(0) = y1(1),

y2(1) = 0.
(16)

Все его собственные и присоединённые функции имеют вид
(

y(t)
0

)

. Поэто-
му и у всех их линейных комбинаций вторая компонента равна 0. А значит
система этих функций неполна в пространстве L2(0; 1)⊕ L2(0; 1).

Замечание 1. Данная теорема остаётся верной и при ненулевом потенци-
але, т. е. если вместо системы (1) рассматривать систему

{

1
i
y′1(t) + q1(t) y2(t) = λy1(t),

b
i
y′2(t) + q2(t) y1(t) = λy2(t),

где q1, q2 ∈ C[0; 1], (17)

с теми же граничными условиями (2).

Но доказательство этого факта существенно сложнее.
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Замечание 2. Условие b /∈ R в теореме является существенным. Если рас-
сматривать оператор (1) с граничными условиями общего вида

{

a11y1(0) + a12y2(0) + a13y1(1) + a14y2(1) = 0,

a21y1(0) + a22y2(0) + a23y1(1) + a24y2(1) = 0,
(18)

то при b ∈ R его система собственных и присоединённых функций полна в
том и только том случае, если полна система собственных и присоединённых
функций его сопряжённого.

Замечание 3. Следует также отметить, что подобный пример невозможен
для оператора Штурма – Лиувилля с нулевым потенциалом.

Действительно, как показано в [3], система собственных и присоединён-
ных функций оператора Штурма – Лиувилля с нулевым потенциалом полна
в том и только том случае, если его граничные условия невырождены, т. е. его
характеристический определитель не является константой либо экспонентой.
Но в таком случае невырождены и граничные условия его сопряжённого. А
следовательно, система собственных и присоединённых функций сопряжён-
ного оператора также полна.

1. Наймарк М.А. Линейные дифференциальные операторы. – М.: Наука, 1968. – 526 с.

2. Левин Б.Я. Распределение корней целых функций. – М.: Наука, 1956. – 632 с.

3. Марченко В.А. Операторы Штурма – Лиувилля и их приложения. – Киев: Наук. думка,

1977. – 332 с.

L. L. Oridoroga

On the completeness systems of eigen- and associated functions of some differential

operators and their adjoint

In this paper, we construct a differential operator that has a complete system of eigenfunctions

and associated functions, and such that the system of eigenfunctions and associated functions

of the adjoint operator is not complete.

Keywords: differential operator, system of eigen- and associated functions, completeness.

ГОУ ВПО «Донецкий национальный ун-т», Донецк,

ГУ «Ин-т прикл. математики и механики», Донецк

l.oridoroga@donnu.ru

Получено 02.10.20

98



ISSN 1683-4720 Труды ИПММ. 2020. Том 34

УДК 517.9

c©2020. Д.А.Сапронов

РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ КОШИ – ДИРИХЛЕ
ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ МНОГОМЕРНЫХ
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА
ТИПА НЕСТАЦИОНАРНОЙ ДИФФУЗИИ-КОНВЕКЦИИ

В работе установлена разрешимость задачи Коши – Дирихле в произвольной простран-
ственной области для многомерных квазилинейных вырождающихся параболических урав-
нений высокого порядка типа нестационарной медленной диффузии-конвекции.

Ключевые слова: вырождающиеся параболические уравнения, диффузия, конвекция.

1. Введение. В области GT = (0, T ) × Ω, Ω – произвольная подобласть
R
n, n > 1, рассматривается следующая задача Коши – Дирихле:

ut +A(2m)
p (u) +Bλ(u) ≡

≡ ut + (−1)m
∑

|α|=m

Dα
xaα(t, x, u,Dxu, . . . ,D

m
x u) + χ · ∇b(t, u) = 0, (1)

u(0, x) = u0(x) ∈ L2(Ω), (2)

Dα
xu

∣

∣

(0,T )×∂Ω = 0 , |α| 6 m− 1. (3)

Здесь χ = (χ1, χ2, . . . , χn) – произвольный вектор из Rn, а непрерывные функ-
ции aα(t, x, ξ) и b(t, s) удовлетворяют условиям коэрцитивности и роста:

∑

|α|=m

(aα(t, x, ξ)− aα(t, x, η))(ξα − ηα) > d0
∑

|β|=m

|ξβ − ηβ |
p+1 (4)

∀(t, x, ξ) ∈ GT × R
N(m), ∀(t, x, η) ∈ GT × R

N(m), p > 0, d0 > 0, N(m) –
число различных n-мерных мультииндексов α = (α1, α2, . . . , αn) длины |α| =
= α1 + α2 + . . .+ αn 6 m.

|aα(t, x, ξ)| 6 d1
∑

|β|=m

|ξβ |
p ∀(t, x, ξ) ∈ GT × R

N(m), d1 <∞, (5)

b(t, 0) = 0, |b(t, s1)− b(t, s2)| 6 d2

{

(|s1|+ |s2|)
λ−1|s1 − s2|, λ > 1,

|s1 − s2|
λ, 0 < λ 6 1,

d2 <∞,

(6)

b(t, s) s−

∫ s

0
b(t, τ) dτ > d3|s|

λ+1 ∀(t, s) ∈ R
1
+ × R

1, d3 > 0. (7)
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Задачи (1)–(3) моделируют различные физические процессы (фильтра-
ция жидкостей, движение плазмы, теплопроводность в движущейся среде
и т. д.), в которых в направлении вектора χ присутствует конвективный пе-
ренос. Важнейшим вопросом в их изучении является установление условий
разрешимости. Первые результаты в этом направлении были установлены
в [1] при изучении существования непрерывных решений уравнений ньюто-
новской фильтрации (см. [2]). Позже условия разрешимости были найдены
в [3, 4] при исследовании задач Коши и Коши – Дирихле для одномерных
уравнений диффузии-конвекции. Существование обобщенных решений сме-
шанных задач для многомерных вырождающихся параболических уравнений
типа нестационарной диффузии с младшими членами (абсорбцией и конвек-
цией) в дальнейшем исследовалось многими авторами (см. [5–10] и ссылки
к ним). Разрешимость задачи Коши c растущими начальными данными для
уравнений высокого порядка без конвекции исследовалась в работе [11], в
работах [12–16] – для уравнений второго порядка с конвекцией.

2. Вспомогательные построения и утверждения. Поскольку при ли-
нейной замене переменных уравнение (1) не меняет структуры, то, не огра-
ничивая общности рассуждений, будем считать, что χ = (χ1, 0, . . . , 0), χ1 > 0.

Введем теперь следующие семейства подобластей области Ω:

Ω(1)(Λ, y, s) = {x ∈ Ω : x1 < s+ y1 − Λ|x′ − y′|} ∀s ∈ R
1, Λ > 0; (8)

Ω(2)(y, ψ, s) = {x ∈ Ω : (ψ, x) < s+ l}, (9)

∀s ∈ R
1, y = lψ, l ∈ R

1, |ψ| = 1, ψ1 > 0, ψ ∈ R
n;

Ω(v, τ, s) = {x ∈ Ω : −v < x1 < s, |xi| < τ, i > 1}, v > 0, τ > 0, s > 0. (10)

В дальнейшем для краткости верхние индексы и параметры y, ψ,Λ в об-
ластях Ω(1)(Λ, y, s) и Ω(2)(y, ψ, s) будем опускать. Кроме того, через «c» будем
обозначать различные положительные постоянные, зависящие только от из-
вестных параметров задачи.

По семейству областей Ω(s) из (8)–(10) определим следующие семейства
подобластей

K(s, δ) = Ω(s)\Ω(s− δ) ∀s ∈ R
1, ∀δ > 0,

GT (s) = (0, T )×Ω(s), QT (s, δ) = (0, T )×K(s, δ), GT (v, τ, s) = (0, T )×Ω(v, τ, s).

Определение 1. Энергетическим обобщенным решением u(t, x) задачи
(1)–(3) при 0 < λ < 1 < p будем называть функцию

u(t, x) ∈ VT (Ω, s, δ) =

{

v(t, x) :
v ∈ Lp+1(0, T ;W (Ω)) ∩ Lλ+1

(

QT (s, δ)
)

,

vt ∈ L p+1
p

(0, T ;W ∗(Ω)) + Lλ+1
λ

(

QT (s, δ)
)

}

,
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∀ s < +∞, ∀δ > 0, W (Ω) = {v ∈Wm
p+1(Ω) ∩ L2(Ω) : D

α
xv|∂Ω = 0, |α| 6 m− 1},

удовлетворяющую условию (2) в смысле пространства C([0, T ];L2(Ω)), а так-
же интегральному тождеству

T
∫

0

[

〈ut, w〉+

(

∑

|α|=m

∫

Ω

aα(t, x, u,Dxu, . . . ,D
m
x u)D

α
xw+ χ1 b(t, u)x1w

)

dx

]

dt = 0

(11)
для произвольной функции w ∈ Lp+1(0, T ;W

m
p+1(Ω)) ∩ Lλ+1((0, T )× Ω).

Определение 2. Энергетическим обобщенным решением u(t, x) задачи

(1)–(3) при p > 1, 1 < λ 6 p+ 2m(p−1)
n

будем называть функцию

u(t, x) ∈ VT (Ω) =

{

v(t, x) :
v ∈ Lp+1(0, T ;W (Ω)) ∩ Lλ+1

(

(0, T )× Ω
)

,

vt ∈ L p+1
p

(0, T ;W ∗(Ω)) + Lλ+1
λ

(

(0, T )× Ω
)

}

,

∀ s ∈ R
1, W (Ω) = {v ∈Wm

p+1(Ω) ∩ L2(Ω) : D
α
xv|∂Ω = 0, |α| 6 m− 1},

удовлетворяющую условию (2) в смысле пространства C([0, T ];L2(Ω)), а так-
же интегральному тождеству (11) для произвольной функции

w ∈ Lp+1(0, T ;W
m
p+1(Ω)) ∩ Lλ+1((0, T )× Ω).

Согласно формуле интегрирования по частям [6], из определений 1 и 2 сле-
дует, что энергетическое решение удовлетворяет интегральному тождеству

1

2

∫

Ω

|u(T0, x)|
2φ(T0, x) dx+

∫

GT0

[

−
1

2
|u(t, x)|2φ′t(t, x) +

+
∑

|α|=m

aα(t, x, u,Dxu, . . . ,D
m
x u)D

α
x (u · φ)−B(t, u)χ1 · φ(t, x)x1

]

dx dt =

=
1

2

∫

Ω

|u0(x)|
2φ(0, x) dx, B(t, u) = b(t, u)u−

∫ u

0
b(t, s) ds, (12)

при всех 0 < T0 6 T и произвольной функции φ(t, x) ∈ C
1,m
t,x (GT ), где

C
1,m
t,x (GT ) – множество непрерывно дифференцируемых по t и m раз непре-

рывно дифференцируемых по x в GT функций.

Лемма 1. Пусть Ω – произвольная область в R
n. Тогда, если 1 < p,

l 6 p+ 1 + 2m(p+1)
n

, то имеет место вложение

C
(

[0, T ];L2(Ω)
)

∩ Lp+1

(

0, T ;W (Ω)
)

⊂ Ll

(

(0, T )× Ω
)

. (13)
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Доказательство. Для данной области Ω справедливо интерполяционное
неравенство Гальярдо – Ниренберга вида

‖u‖Lλ+1(Ω) 6 d̃5 ‖D
m
x u‖

θ̃
Lp+1(Ω) ‖u‖

1−θ̃
Lq+1(Ω), (14)

где u(t, x) – произвольная по x функция из пространства
0
W m

p+1(Ω)∩Lq+1(Ω),

d̃5 > 0, 0 < θ̃ = n(λ−q)(p+1)
(λ+1)(n(p−q)+m(p+1)(q+1)) < 1. Возведя неравенство (14) в

степень λ + 1, проинтегрировав полученное соотношение по t и применив
неравенство Гёльдера, после очевидных преобразований придем к выраже-
нию вида

‖u‖Lλ+1((0,T )×Ω) 6 d̃5 T
1−σ
λ+1 ‖Dm

x u‖
θ̃

Lp+1

(

(0,T )×Ω
)‖u‖1−θ̃

C
(

[0,T ];Lq+1(Ω)
),

0 < σ = θ̃ λ+1
p+1 < 1, откуда следует (13). Лемма доказана.

Замечание 1. При p > 1, 0 < λ 6 p+ 2m(p+1)
n

из леммы 1 вытекает:

VT (Ω) =
{

v(t, x) : v ∈ Lp+1(0, T ;W (Ω)), vt ∈ L p+1
p

(0, T ;W ∗(Ω))
}

,

следовательно, VT (Ω) ⊂ C([0, T ];L2(Ω)), а также w ∈ Lp+1(0, T ;W
m
p+1(Ω)).

Замечание 2. Для операторов A
(2m)
p и Bλ при p > 1, λ 6 p + 2m(p−1)

n
в

силу леммы 1 и вложения VT (Ω) ⊂ C([0, T ];L2(Ω)) имеет место оценка

‖A2m
p (u)‖L p+1

p

(0,T ;W ∗(Ω)) 6 c ‖u‖p
Lp+1(0,T ;W (Ω)),

‖Bλ(u)‖L p+1
p

(0,T ;W ∗(Ω)) 6 c
(

‖u‖Lp+1(0,T ;W (Ω)) + ‖u‖C([0,T ];L2(Ω))

)λ
.

3. Основной результат.

Теорема 1. Пусть Ω – произвольная область в R
n, u0 ∈ L2(Ω), и в (1)

выполнено p > 1, λ 6 p + 2m(p−1)
n

. Тогда задача (1)–(3) разрешима в GT при

всех 0 < T <∞.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай ограниченной Ω. В основе
доказательства лежат методы монотонности и компактности, представлен-
ные в работах [1, 2].

Пусть {wi}
∞
1 – базис в W (Ω). Определим «приближенное решение» u(j)(t)

рассматриваемой задачи следующим образом: u(j)(t) ∈ [w1, . . . , wj ] – линей-
ная оболочка w1, . . . , wj ,

〈u
(j)
t , wk〉+ 〈A(2m)

p (u(j)), wk〉+ 〈Bλ(u
(j)), wk〉 = 0, 1 6 k 6 j, (15)

u(j)(0) = u
(j)
0 ∈ [w1, . . . , wj ], ‖u

(j)
0 − u0‖L2(Ω) → 0, j → ∞. (16)
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Из (15)–(16) следует, что u(j)(t) определены на интервале [0, tj ], tj > 0, а
также выполнено соотношение

2−1

∫

Ωt

|u(j)|2 dx+

t
∫

0

〈A2m
p (u(j)), u(j)〉 dt = 2−1

∫

Ω

|u
(j)
0 |2 dx, (17)

поскольку 〈Bλ(u
(j)), u(j)〉 = 0. Из теории обыкновенных дифференциальных

уравнений известно, что в силу свойств (4)–(6) система (15)–(16) разрешима
при любых j, tj = T , и u(j) ограничены в

L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Lp+1(0, T ;W (Ω)).

Поэтому в силу замечания 2 существует подпоследовательность u(i) такая,
что u(i) → u в L∞(0, T ;L2(Ω)) ∗-слабо, u(i) → u в Lp+1(0, T ;W (Ω)) слабо,
u(i)(T ) → ϕ в L2(Ω) слабо,

A(2m)
p (u(i)) → ξ в L p+1

p

(0, T ;W ∗(Ω)) слабо,

Bλ(u
(i)) → µ в L p+1

p

(0, T ;W ∗(Ω)) слабо.

Покажем, что
T
∫

0

〈Bλ(u
(i))−Bλ(u), w〉 dt→ 0, i→ ∞, при всех w ∈ Lp+1(0, T ;W )

(т. е. µ = Bλ(u)).
Пусть λ 6 1. Тогда в силу соотношения (6), неравенства Гельдера, лем-

мы 1 и компактности вложения W (Ω) в Lp+1((0, T )× Ω) имеем:

∣

∣

∣

∣

T
∫

0

〈Bλ(u
(i))−Bλ(u), w〉 dt

∣

∣

∣

∣

6 |χ1|

∫

GT

∣

∣b(t, u(i))− b(t, u)
∣

∣|wx1 | dx dt 6

6 c |χ1| (T measΩ)
p−λ

p+1

(
∫

GT

|u(i) − u|p+1 dx dt

)
λ

p+1

×

×

(
∫

GT

|wx1 |
p+1 dx dt

)
1

p+1

→ 0, i→ ∞.

Аналогично при p > 1, 1 < λ 6 p+ 2m(p−1)
n

∣

∣

∣

∣

T
∫

0

〈Bλ(u
(i))−Bλ(u), w〉 dt

∣

∣

∣

∣

6 c |χ1|

(
∫

GT

|u(i)|+ |u|
(λ−1)(p+1)

p−1 dx dt

)
p−1
p+1

×

×

(
∫

GT

|u(i) − u|p+1 dx dt

)
1

p+1
(
∫

GT

|wx1 |
p+1 dx dt

)
1

p+1

→ 0, i→ ∞,
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т. е. Bλ(u) = µ.

Используя далее монотонность оператора A
(2m)
p и повторяя рассуждения,

представленные в [1, 2] при доказательстве разрешимости задач (1)–(3) с

χ1 = 0, получаем ϕ =
∫

ΩT

|u|2 dx, ξ = A
(2m)
p (u) .

Рассмотрим теперь случай, когда Ω – неограничена. Введем следующие
непрерывные на Ω функции, удовлетворяющие следующим требованиям:

а) ξ
(1)
v,∆v,s,∆s(x1) ∈ Cm(R1): ξ

(1)
v,∆v,s,∆s(x1) = 1 при −(v−∆v) 6 x1 6 s−∆s,

ξ
(1)
v,∆v,s,∆s(x1) = 0 при x1 < −v и x1 > s, 0 6 ξ

(1)
v,∆v,s,∆s(x1) 6 1, ∀x1 ∈ R

1,

∀ 0 < ∆v < v, ∀ 0 < ∆s < s, −D1ξ
(1)
v,∆v,s,∆s(x1) > c∆s−1, ∀ s− 3∆s

4 < x1 < s−∆s
4 ,

|Dkξ
(1)
v,∆v,s,∆s(x1)| 6

c
∆sk

, ∀ 1 6 k 6 m, ∀x1 > 0, |Dkξ
(1)
v,∆v,s,∆s(x1)| 6

c
∆vk

, ∀ 1 6

6 k 6 m, ∀x1 < 0,

б) ξ
(i)
τ,∆τ (xi) ∈ Cm(R1), i = 2, . . . , n: ξ

(i)
τ,∆τ (xi) = 1 при |xi| 6 τ − ∆τ ,

ξ
(i)
τ,∆τ (xi) = 0 при |xi| > τ , 0 6 ξ

(i)
τ,∆τ (xi) 6 1, ∀ 0 < ∆τ < τ , ∀xi ∈ R

1,

|Dkξ
(i)
τ,∆τ (xi)| 6

c
∆τk

, ∀ 1 6 k 6 m, ∀xi ∈ R
1.

Введем также функцию

ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s(x) = ξ
(1)
v,∆v,s,∆s(x1)

n
∏

i=2

ξ
(i)
τ,∆τ (xi), x ∈ R

n.

Определим также последовательность функций

u
(j)
0 (x) = u0(x) ζj,1,j,1,j,1(x), j = 1, 2, . . . ,

приближающих u0(x) в пространстве L2(Ω). Рассмотрим следующую после-
довательность вспомогательных задач Коши – Дирихле:

u
(j)
t +A(2m)

p (u(j)) +Bλ(u
(j)) = 0, (18)

u(j)|t=0 = u
(j)
0 (x) ∈ L2(Ω(j, j, j)), (19)

u(j)|∂Ω(j,j,j) = 0 ∀ 0 < t < T. (20)

В силу доказанного выше задача (18)–(20) при всех j ∈ N имеет решение

u(j)(t, x) ∈ VT (Ω(j, j, j)) =

{

v(t, x) :
v ∈ Lp+1

(

0, T ;W (Ω(j, j, j))
)

,

ut ∈ L p+1
p

(

0, T ;W ∗(Ω(j, j, j))
)

}

. (21)

В дальнейшем через u(j)(t, x) будем обозначать продолжение решения за-
дачи (18)–(20) нулем на (0, T )× (Rn \ Ω(j, j, j)).
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Лемма 2. Пусть для решений u(j) задач (18)–(20) при p > 1, 0 < λ 6

6 p+ 2(p−1)
n

имеет место следующая априорная оценка:

‖u(j)‖Lp+1(0,T ;W (Ω(v,τ,s))) 6 C(T ) <∞ ∀T <∞, ∀ v > 0, τ > 0, s > 0, (22)

где C(T ) – некоторая постоянная, зависящая только от известных пара-

метров задачи (1)–(3). Тогда последовательность u(j) сходится при произ-

вольных v, τ , s к решению u(t, x) задачи (5), (6) в пространстве VT (Ω(v, τ, s))
с нормой

‖v‖VT (Ω(v,τ,s)) = ‖v‖Lp+1(0,T ;W (Ω(v,τ,s))) + ‖vt‖L p+1
p

(0,T ;W ∗(Ω(v,τ,s))). (23)

Доказательство. Так как u(j) – решение задачи (18)–(20), а A2m
p +Bλ при

λ 6 p+ 2n−1(p− 1) – нелинейный ограниченный оператор

A2m
p +Bλ : Lp+1(0, T ;W (Ω(v, τ, s))) → L p+1

p

(0, T ;W ∗(Ω(v, τ, s))),

то в силу (22) выполнено

‖u
(j)
t ‖L p+1

p

(0,T ;W ∗(Ω(v,τ,s))) 6 C1(T ) <∞ ∀T <∞.

В силу ограниченности ‖u(j)‖VT (Ω(v,τ,s)) из последовательности {u(j)}∞1 мож-
но выбрать слабо сходящуюся подпоследовательность (обозначим ее снова
{u(j)}∞1 ), которая в силу компактности вложения

VT (Ω(v, τ, s)) ⊂ Lp+1(0, T ;W
m−1
p+1 (Ω(v, τ, s)) ∩ L2(Ω(v, τ, s)))

будет фундаментальной в Lp+1(0, T ;W
m−1
p+1 (Ω(v, τ, s)) ∩ L2(Ω(v, τ, s))), т. е.

∫

GT (v,τ,s)

|u(i) − u(j)|p+1 dx dt→ 0 при i, j → ∞. (24)

Покажем, что u(j) имеет предел в Lp+1(0, T ;W (Ω(v, τ, s))). Подставляя в ин-
тегральное тождество (12) в качестве пробной функции

w(ij)(t, x) = (u(i) − u(j))ζ
m(p+1)
v,1,τ,1,s,1,
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после преобразований [11, с. 163] с использованием оценок (4)–(7) и свойств
функции ζv,1,τ,1,s,1(x) получаем:

∑

|α|=m

∫

GT (v−1,τ−1,s−1)

∣

∣Dm
x (u(i) − u(j))

∣

∣

p+1
dx dt 6

6 c

(

RT (v, τ, s)
p

p+1

∑

|α|<m

(
∫

GT (v,τ,s)

∣

∣Dα
x (u

(i) − u(j))
∣

∣

p+1
dx dt

)
1

p+1

+

+RT (v, τ, s)
p−1
p+1

(

∑

|α|<m

∫

GT (v,τ,s)

∣

∣Dα
x (u

(i) − u(j))
∣

∣

p+1
dx dt

)
2

p+1

+

+ |χ1|

(
∫

GT (v,τ,s)

∣

∣b(t, u(i))− b(t, u(j))
∣

∣

∣

∣u(i) − u(j)
∣

∣ dx dt+

+

∫

GT (v,τ,s)

∣

∣b(t, u(i))− b(t, u(j))
∣

∣

∣

∣(u(i)−u(j))x1

∣

∣ dx dt

)

)

, ∀ v > 1, τ > 1, s > 1,

(25)

RT (v, τ, s) =
∑

|α|6m

∫

GT (v,τ,s)

(

|Dα
xu

(i)|+ |Dα
xu

(j)|
)p+1

dx dt.

Рассмотрим далее 2 случая:

I. Пусть в (1) выполнено λ > 1. Тогда в силу неравенства Гельдера и (22),
(24) имеем:

∫

GT (v,τ,s)

∣

∣b(t, u(i))− b(t, u(j))
∣

∣

∣

∣u(i) − u(j)
∣

∣ dx dt 6

6 c |χ1|

(
∫

GT (v,τ,s)

(

|u(i)|+ |u(j)|
)

(λ−1)(p+1)
p−1 dx dt

)
p−1
p+1

×

×

(
∫

GT (v,τ,s)

∣

∣u(i) − u(j)
∣

∣

p+1
dx dt

)
1

p+1

→ 0, i, j → ∞, (26)

∫

GT (v,τ,s)

∣

∣b(t, u(i))− b(t, u(j))
∣

∣

∣

∣(u(i) − u(j))x1

∣

∣ dx dt 6
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6 c

(
∫

GT (v,τ,s)

(

|u(i)|+|u(j)|
)

(λ−1)(p+1)
p−1 dx dt

)
p−1
p+1

(
∫

GT (v,τ,s)

∣

∣u(i)−u(j)
∣

∣

p+1
dx dt

)
1

p+1

×

×

(
∫

GT (v,τ,s)

(

|∇xu
(i)|+ |∇xu

(j)|
)p+1

dx dt

)
1

p+1

→ 0, i, j → ∞. (27)

II. Пусть теперь 0 < λ < 1. Тогда

∫

GT (v−∆v,τ−∆τ,s−∆s)

∣

∣b(t, u(i))− b(t, u(j))
∣

∣

∣

∣u(i) − u(j)
∣

∣ dx dt 6

6 c |χ1|

∫

GT (v,τ,s)

∣

∣u(i) − u(j)
∣

∣

λ+1
dx dt 6

6 c |χ1|
(

T (v+s)τn−1
)

p−λ

p+1

(
∫

GT (v,τ,s)

|u(i)−u(j)|p+1 dx dt

)
λ+1
p+1

→ 0, i, j → ∞,

(28)

∫

GT (v,τ,s)

∣

∣b(t, u(i))− b(t, u(j))
∣

∣

∣

∣(u(i) − u(j))x1

∣

∣ dx dt 6

6 c |χ1|

(
∫

GT (v,τ,s)

∣

∣u(i) − u(j)
∣

∣

λ(p+1)
p dx dt

)
p

p+1

×

×

(
∫

GT (v,τ,s)

∣

∣(u(i) − u(j))x1

∣

∣

p+1
dx dt

)
1

p+1

6

6 c |χ1|
(

T (v + s)τn−1
)

p−λ

p+1

(
∫

GT (v,τ,s)

∣

∣u(i) − u(j)
∣

∣

p+1
dx dt

)
λ

p+1

×

×

(
∫

GT (v,τ,s)

(

|u(i)x1
|+ |u(j)x1

|
)p+1

dx dt

)
1

p+1

→ 0, i, j → ∞. (29)

Из (25), в силу (26)–(29), следует:

‖u(j) − u(j)‖
Lp+1

(

0,T ;Wm
p+1(Ω(v,τ,s))

) → 0, i, j → ∞. (30)

Из (30), в силу фундаментальности u(j) в Lp+1

(

0, T ;Wm−1
p+1 (Ω(v, τ, s))

)

, по-

лучаем сходимость u(j) в Lp+1

(

0, T ;Wm
p+1(Ω(v − 1, τ − 1, s − 1))

)

. Поскольку
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оператор

A+B : Lp+1

(

0, T ;Wm
p+1(Ω(v, τ, s))

)

−→ L p+1
p

(

0, T ;W−m
p+1
p

(Ω(v, τ, s))
)

непрерывен, то имеет место следующая сходимость:

‖u
(i)
t − u

(j)
t ‖

Lp+1

(

0,T ;Wm
p+1(Ω(v−1,τ−1,s−1))

) → 0, i, j → ∞.

Предел этой последовательности lim
j→∞

u(j) = u(t, x) ∈ VT (Ω) в силу непрерыв-

ности вложения

VT (Ω(v, τ, s)) ⊂ C
(

0, T ;L2(Ω(v, τ, s))
)

будет удовлетворять интегральному тождеству (12) с произвольной функци-
ей φ(t, x) ∈ C

1,m
t,x (GT (v, τ, s)) и начальному условию (2). Лемма доказана.

Подставим в интегральное тождество (12) u = u(j), φ(t, x) = exp(−tT−1).
В результате в силу (4) получаем

∫

Ω

|u(j)(T, x)|2φ(T, x) dx+

∫

GT

[

T−1|u(j)(t, x)|2 +

+
∑

|α|=m

|Dα
xu

(j)(t, x)|p+1
]

dx dt 6 c

∫

Ω

|u
(j)
0 (x)|2 dx. (31)

Подставим теперь в интегральное тождество (12) u = u(j), а в качестве

срезающей функции φ(t, x) = exp(−tT−1) ζ
m(p+1)
v,∆v,τ,∆τ,s,∆s(x). В результате по-

сле преобразований с использованием соотношений (4)–(7), свойств функции
ζv,∆v,τ,∆τ,s,∆s(x), неравенств Гельдера, Ниренберга – Гальярдо и Юнга с ε [17,
с. 139], получаем:

ess sup
t∈(0,T )

∫

ΩT (v−∆v,τ−∆τ,s−∆s)

|u(j)|2 dx+

+

∫

GT (v−∆v,τ−∆τ,s−∆s)

T−1|u(j)|2 dx dt+

∫

GT (v−∆v,τ−∆τ,s−∆s)

|Dm
x u

(j)|p+1 dx dt+

+∆s−1

(
∫

GT (0,τ−∆τ,s− 1
4
∆s)

|u(j)|λ+1 dx dt−

∫

GT (0,τ−∆τ,s− 3
4
∆s)

|u(j)|λ+1 dx dt

)

6

6 ε

∫

GT (v,τ,s)

|Dm
x u

(j)|p+1 dx dt+
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+ c(ε)

[

∆v−m(p+1)

(
∫

GT (v,τ,0)

|u(j)|p+1 dx dt−

∫

GT (v−∆v,τ,0)

|u(j)|p+1 dx dt

)

+

+∆τ−m(p+1)

(
∫

GT (v,τ,s)

|u(j)|p+1 dx dt−

∫

GT (v,τ−∆τ,s)

|u(j)|p+1 dx dt

)

+

+∆s−m(p+1)

(
∫

GT (0,τ,s)

|u(j)|p+1 dx dt−

∫

GT (0,τ,s−∆s)

|u(j)|p+1 dx dt

)

+

+∆v−1

(
∫

GT (v,τ,0)

|u(j)|λ+1 dx dt−

∫

GT (v−∆v,τ,0)

|u(j)|λ+1 dx dt

)

+ h
(j)
0 (v, τ, s)

]

,

(32)

∀ τ > 0, ∀ v > 0, ∀ s > 0. Полагая в (32) ε = 2−m(p+1)−1 и производя итератив-
ную процедуру, аналогичную [17, с. 140], получаем:

ess sup
t∈(0,T )

∫

ΩT (v−∆v,τ−∆τ,s−∆s)

|u(j)|2 dx+

+

∫

GT (v−∆v,τ−∆τ,s−∆s)

T−1|u(j)|2 dx dt+

∫

GT (v−∆v,τ−∆τ,s−∆s)

|Dm
x u

(j)|p+1 dx dt+

+∆s−1

(
∫

GT (0,τ−∆τ,s− 1
4
∆s)

|u(j)|λ+1 dx dt−

∫

GT (0,τ−∆τ,s− 3
4
∆s)

|u(j)|λ+1 dx dt

)

6

6 c

[

∆v−m(p+1)

(
∫

GT (v,τ,0)

|u(j)|p+1 dx dt−

∫

GT (v−∆v,τ,0)

|u(j)|p+1 dx dt

)

+

+∆τ−m(p+1)

(
∫

GT (v,τ,s)

|u(j)|p+1 dx dt−

∫

GT (v,τ−∆τ,s)

|u(j)|p+1 dx dt

)

+

+∆s−m(p+1)

(
∫

GT (0,τ,s)

|u(j)|p+1 dx dt−

∫

GT (0,τ,s−∆s)

|u(j)|p+1 dx dt

)

+

+∆v−1

(
∫

GT (v,τ,0)

|u(j)|λ+1 dx dt−

∫

GT (v−∆v,τ,0)

|u(j)|λ+1 dx dt

)

+ h
(j)
0 (v, τ, s)

]

,

(33)

∀ τ > 0, ∀ v > 0, ∀ s > 0. Утверждение теоремы при λ > 1 вытекает из нера-
венства (31) при j → ∞, лемм 1 и 2, а также соотношения (33) при j → ∞,
2v = ∆v, v → ∞, 2τ = ∆τ , τ → ∞, 2s = ∆s, s→ ∞.
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Лемма 3 ([17]). Пусть u(j)(t, x) – энергетическое решение задачи (1)–(3).
Тогда имеет место следующее соотношение

ess sup
t∈(0,T )

∫

ΩT (s−∆s)

|u(j)|2 dx+

∫

GT (s−∆s)

T−1|u(j)|2 dx dt+

+

∫

GT (s−∆s)

|Dm
x u

(j)|p+1 dx dt+∆s−1

∫

QT (s−∆s
4
,∆s

2
)

|u(j)|λ+1 dx dt 6

6 c

[

∆s−m(p+1)

∫

QT (s,δ)

|u(j)|p+1 dx dt+ h0(s)

]

, ∀s ∈ R
1, ∀ 0 < δ <∞. (34)

Утверждение теоремы при 0 < λ < 1 вытекает из неравенства (31), лемм 1
и 2, а также соотношения (34) при j → ∞.
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НЕЧЕТКО-МНОЖЕСТВЕННАЯ МЕТОДИКА
ИССЛЕДОВАНИЯ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ
КАПЕЛЬ ОХЛАЖДАЮЩЕЙ ЖИДКОСТИ
ПРИ ОТРЫВЕ С ПОВЕРХНОСТИ
ВЕРТИКАЛЬНО ВРАЩАЮЩЕГОСЯ РАСПЫЛИТЕЛЯ

Излагается численно-аналитическая нечетко-множественная методика получения оценок
влияния факторов неопределенности в виде разбросов в значениях исходных параметров
при исследовании модели движения капель охлаждающей жидкости, отрывающейся от
поверхности вертикально вращающегося распылителя. В основу рассматриваемого подхо-
да положен реализуемый в рамках эвристического принципа обобщения прием перехода
к нечетко-множественным аргументам в аналитических представлениях для эндогенных
параметров модели, получаемых при анализе ее детерминистического варианта. Представ-
лены примеры численной реализации предлагаемой методики.

Ключевые слова: вертикальные дисковые распылители, охлаждающие жидкости, мо-

дель движения капель, влияние неопределенности исходных данных, разбросы значений

экспериментальных и технологических параметров, нечетко-множественная методика

исследования, эвристический принцип обобщения.

1. Введение и постановка задачи. Жидкостно-капельное охлаждение
является одним из распространенных приемов термостабилизации в самом
обширном ряде технологических процессов [1–8]. Задача повышения адек-
ватности результатов предпроектного математического моделирования при
разработке и совершенствовании таких способов охлаждения в качестве од-
ного из важных и актуальных аспектов предполагает создание методик учета
факторов неопределенности в соответствующих моделях, в том числе учета
влияния разбросов в экспериментальных значениях экзогенных параметров
и их допустимых технологических расхождений [9].

Имеется эффективный опыт применения в этих целях методов вероятно-
стно-стохастического анализа, который, вместе с тем, сталкивается с потреб-
ностью в исходной информации, отвечающей соответствующим требованиям
корректной статистической обработки [1, 3, 4, 8]. Возможно и применение для
получения оценок влияния неопределенности исходных параметров методов
теории нечетких множеств [9–16] с менее строгими требованиями к харак-
теру неконтрастной исходной информации, включая данные субъективных
экспертных заключений [17–19].

В контексте вышеизложенного, целью настоящей работы является разра-
ботка и апробация численно-аналитической нечетко-множественной методи-
ки учета факторов неопределенности в модели формирования жидкостно-
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капельного потока вертикально вращающимся ротационным дисковидным
распылителем охлаждающего реагента.

Распылители рассматриваемого типа конструктивно описаны в работах [1,
3, 4, 6–8, 20]. Они имеют рабочие органы в виде вращающихся с большими
угловыми скоростями барабанов, конических чаш, дисков. При их функци-
онировании фактически используется только направленная к вертикальной
термостабилизируемой поверхности составляющая факела распыла. Осталь-
ная часть факела экранируется корпусной конструкцией и отводится насоса-
ми из специальных накопителей.

Представляемая методика оценивания неопределенных рабочих характе-
ристик функционирования вертикального ротационного распылителя осно-
вывается на изложенных в работе [20] результатах анализа соответствующего
варианта двумерной детерминистической модели.

Полагается, что термостабилизируемая поверхность во вводимой коорди-
натной системе Ox1x2x3 имеет описание S = {x1 = l, x2 ∈ [0, h1], x3 ∈
∈ (−∞,∞)}. Точки на оси размещаемого на штанге и вращающегося с угло-
вой скоростью ω[c−1] против часовой стрелки дискового распылителя радиуса
R (в версии двумерной модели – протяженного цилиндрического барабанного
распылителя) принадлежат множеству S = {x1 = 0, x2 = h2, x3 ∈ (−∞,∞)}.
При таком способе размещения рабочего органа проектный факел капельного
распыления охлаждающего жидкостного реагента в направлении термоста-
билизируемой поверхности характеризуется граничными углами −ϕ1 и −ϕ2

(ϕ2 > ϕ1), отсчитываемыми от выходящего из точки P = {x1 = 0, x2 = h2}
коллинеарного Ox1 направления. При этом

ϕ1 = arccos[(l(l2 + h2 −R2)1/2 +Rh)/(l2 + h2)], (1)

ϕ2 = arccos[(l(l2 + h22 −R2)1/2 +Rh2)/(l
2 + h22)], (2)

h = h2 − h1.

Координаты траектории движения капель qi распыленного реагента для
промежутка времени t > 0 начиная с момента отрыва капли от поверхности
рабочего органа согласно рассматриваемой модели описываются соотноше-
ниями [20]

x1qi = V cosϕi k
−1
1 (1− exp(−k1t)),

x2qi = h2 −R cosϕi + (V sinϕi k
−1
1 − k2k

−2
1 ) (1− exp(−k1t)) + k2k

−1
1 t,

(3)

в которых

V = ωR,

k1 = (2mqi)
−1πr2qiγfCqi , k2 = 4(3mqi)

−1πr3qiγr;
(4)
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mqi [кг] – масса капли qi; rqi [м] – радиус капли qi; γf [Н/м3] – объемный вес
газообразной сред (воздуха); γr[Н/м3] – объемный вес жидкого реагента;
V [м/c] – начальная скорость движения капли qi в момент отрыва от дис-
ка распылителя, которая далее испытывает действие сил тяжести и сопро-
тивления движению в окружающей газообразной среде. Параметр Cqi в со-
отношениях (4) является коэффициентом сопротивления для движущейся
капли qi. Для получения значений параметра Cqi применяются альтернатив-
ные подходы [1–8], в рамках которых используется гипотеза оценивания дан-
ного коэффициента как постоянной величины, изменяющейся в диапазоне
0.4 6 Cqi 6 0.5; гипотеза оценивания величины Cqi на основе эмпирической
зависимости

Cqi = Q (Re)
−1/2, (5)

в которой Re – значение соответствующего числа Рейнольдса, Q – варьиру-
емый эмпирический коэффициент, выбор значения которого осуществляется
в соответствии с рядом рекомендаций [1–8]. В частности, для капель qi с диа-
пазонами диаметров 1 · 10−4 < dqi < 2 · 10−3 [м] в условиях их свободного
падения с предельными скоростями и при 1.0 < Re < 800 рекомендован вы-
бор значения Q ≈ 12.5. При dqi 6 1 ·10−4[м] и Re < 2.0 для расчета параметра
Cqi применима формула Стокса

Cqi = 24 (Re)
−1/2. (6)

Задаваемое соотношениями (1)–(6) описание детерминистического вари-
анта рассматриваемой модели является основой алгоритма получения обос-
нованных оценок для диапазона вариации эндогенных характеристик модели
с учетом допускаемых разбросов экзогенных параметров. Актуальность раз-
работки такого алгоритма, как следует из вышеизложенного, связана с высо-
ким уровнем неопределенности в выборе расчетных значений для исходных
данных.

2. Нечетко-множественная методика исследования модели дви-
жения капель. Алгоритм учета влияния факторов разброса в значениях
экзогенных параметров включает этапы фаззификации нечеткой исходной
информации и последующего перехода в расчетных соотношениях детерми-
нистической версии рассматриваемой модели к нечетким аргументам на ос-
нове применения α-уровневой формы эвристического принципа расширения
[9, 17–19].

Введенные неопределенные геометрические l, h1, h2, R, rqi и физико-ме-
ханические ω, γf , γr, Q, Re параметры модели рассматриваются как нечетко-
множественные характеристики l̃, h̃1, h̃2, R̃, r̃qi , ω̃, γ̃f , γ̃r, Q̃, R̃e. В рассматри-
ваемом случае для анализа нечетко-множественной версии модели движения
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капель охлаждающей жидкости при отрыве с поверхности вертикально вра-
щающегося распылителя предлагается использование представлений нечет-
ко-множественных экзогенных параметров нормальными нечеткими трапеце-
идальными интервалами с соответствующими кортежами реперных значений

l̃ = (l1, l2, l3, l4),

h̃1 = (h11, h12, h13, h14), h̃2 = (h21, h22, h23, h24),

R̃ = (R1, R2, R3, R4), r̃qi = (rqi1, rqi2, rqi3, rqi4),

ω̃ = (ω1, ω2, ω3, ω4),

γ̃f = (γf1, γf2, γf3, γf4), γ̃r = (γr1, γr2, γr3, γr4),

Q̃ = (Q1, Q2, Q3, Q4), R̃e = (Re1, Re2, Re3, Re4).

(7)

В соответствии с применяемой методикой, учитывающие экспериментальные
разбросы значения коэффициента сопротивления Cqi движущейся капли qi
для охарактеризованных выше диапазонов либо определяются альтернатив-
ными нечетко-множественными соотношениями

C̃qi =
⋃

α∈[0,1]

[Cqiα, Cqiα],

Cqiα = 24 (Reα)
−1/2, Cqiα = 24 (Re)

−1/2,

Reα = (1− α)Re1 + αRe2, Reα = αRe3 + (1− α)Re4;

(8)

C̃qi =
⋃

α∈[0,1]

[Cqiα, Cqiα],

Cqiα = Q
α
(Reα)

−1/2, Cqiα = Qα (Re)
−1/2,

Reα = (1− α)Re1 + αRe2, Reα = αRe3 + (1− α)Re4,

Q
α
= (1− α)Q1 + αQ2, Qα = αQ3 + (1− α)Q4;

(9)

либо непосредственно вводятся как отвечающие оговоренным диапазонам из-
менения нечетко-интервальные исходные параметры

C̃qi = (Cqi1, Cqi2, Cqi3, Cqi4).

Для оценивания эффектов влияния разбросов экзогенных параметров мо-
дели на угловые размеры ϕ1, ϕ2 зоны распыления, описываемые в детерми-
нистической версии модели [20] соотношениями (1), (2), вводятся нечетко-
множественные величины ϕ̃1, ϕ̃2 вида
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ϕ̃1 =
⋃

α∈[0,1]

[ϕ
1α
, ϕ1α],

ϕ
1α

= inf
R∈[Rα, Rα]

l∈[lα, lα]

h∈[hα, hα]

arccos[(l(l2 + h2 −R2)1/2 +Rh)/(l2 + h2)],

ϕ1α = sup
R∈[Rα, Rα]

l∈[lα, lα]

h∈[hα, hα]

arccos[(l(l2 + h2 −R2)1/2 +Rh)/(l2 + h2)];

(10)

ϕ̃2 =
⋃

α∈[0,1]

[ϕ
2α
, ϕ2α],

ϕ
2α

= inf
R∈[Rα, Rα]

l∈[lα, lα]

h2∈[h2α, h2α]

arccos[(l(l2 + h22 −R2)1/2 +Rh2)/(l
2 + h22)],

ϕ2α = sup
R∈[Rα, Rα]

l∈[lα, lα]

h2∈[h2α, h2α]

arccos[(l(l2 + h22 −R2)1/2 +Rh2)/(l
2 + h22)];

(11)

в которых

h̃ = (h1, h2, h3, h4) = h̃2 − h̃1 =

= (h21 − h14, h22 − h13, h23 − h12, h24 − h11);

Rα = (1− α)R1 + αR2, Rα = αR3 + (1− α)R4;

lα = (1− α)l1 + αl2, lα = αl3 + (1− α)l4;

hα = (1− α)h1 + αh2, hα = αh3 + (1− α)h4;

h2α = (1− α)h21 + αh22, h2α = αh23 + (1− α)h24.

(12)

Нечетко-множественные описания траекторий движения капель qi распы-
ленного реагента вдоль траекторий, определяемых нечеткими угловыми па-
раметрами ϕ̃1, ϕ̃2, начиная с момента отрыва от поверхности вращающегося
диска, описываемые в детерминистической версии рассматриваемой модели
соотношениями (3), (4), имеют следующие поэтапно конструируемые пред-
ставления:
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Ṽ = (V1, V2, V3, V4) = ω̃R̃ = (ω1R1, ω2R2, ω3R3, ω4R4);

k̃1 = (k11, k12, k13, k14) = (2m̃qi)
−1πr̃2qi γ̃f C̃qi =

(

(π/2)γf1r
2
qi1Cqi1/mqi4,

(π/2)γf2r
2
qi2Cqi2/mqi3, (π/2)γf3r

2
qi3Cqi3/mqi2, (π/2)γf4r

2
qi4Cqi4/mqi1

)

;

k̃2 = (k21, k22, k23, k24) = 4(3m̃qi)
−1πr̃3qi γ̃r =

(

(4π/3)γr1r
3
qi1/mqi4,

(4π/3)γr2r
3
qi2/mqi3, (4π/3)γr3r

3
qi3/mqi2, (4π/3)γr4r

3
qi4/mqi1

)

;

x̃(t)1qi =
⋃

α∈[0,1]

[x(t)
1qiα

, x(t)1qiα],

x(t)
1qiα

= inf
k1∈[k1α, k1α]

V ∈[V α, V α]

ϕi∈[ϕ
iα

, ϕiα]

[V cosϕi k
−1
1 (1− exp(−k1t))],

x(t)1qiα = sup
k1∈[k1α, k1α]

V ∈[V α, V α]

ϕi∈[ϕ
iα

, ϕiα]

[V cosϕi k
−1
1 (1− exp(−k1t))];

(13)

x̃(t)2qi =
⋃

α∈[0,1]

[x(t)
2qiα

, x(t)2qiα],

x(t)
2qiα

= inf
R∈[Rα, Rα]

k1∈[k1α, k1α]

k2∈[k2α, k2α]

V ∈[V α, V α]

ϕi∈[ϕ
iα

, ϕiα]

[

h2α −R cosϕi +

+ (V sinϕi k
−1
1 − k2k

−2
1 )(1− exp(−k1t)) + k2k

−1
1 t

]

,

x(t)2qiα = sup
R∈[Rα, Rα]

k1∈[k1α, k1α]

k2∈[k2α, k2α]

V ∈[V α, V α]

ϕi∈[ϕ
iα

, ϕiα]

[

h2α −R cosϕi +

+ (V sinϕi k
−1
1 − k2k

−2
1 )(1− exp(−k1t)) + k2k

−1
1 t

]

.

(14)
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Таким образом, соотношения (8)–(14) позволяют получить оценки влия-
ния факторов неопределенности в виде разбросов численных значений ис-
ходных параметров на основные эндогенные характеристики модели движе-
ния капель охлаждающей жидкости при отрыве с поверхности вертикально
вращающегося распылителя, которыми являются угловые параметры факела
распыла и топология траекторий движения капель с различными направле-
ниями отрыва от поверхности распылителя.

3. Численная реализация представляемой методики. Пример чис-
ленной реализации изложенной нечетко-множественной методики исследо-
вания модели движения капель дается для следующего варианта задания
нечетко-интервальных экзогенных параметров рассматриваемой модели:

l̃ = (0.97l∗, 0.99l∗, 1.0l∗, 1.03l∗),

h̃1 = (1.42l∗, 1.49l∗, 1.51l∗, 1.53l∗), h̃2 = (1.85l∗, 1.9l∗, 1.92l∗, 1.95l∗),

R̃ = (0.097l∗, 0.099l∗, 0.1l∗, 0.12l∗),

r̃qi = (2.5 · 10−4l∗, 3.4 · 10
−4l∗, 3.9 · 10

−4l∗, 5.0 · 10
−4l∗),

ω̃ = (30πω∗, 32πω∗, 36πω∗, 40πω∗),

γ̃f = (1.22γ∗∗, 1.24γ∗∗, 1.27γ∗∗, 1.29γ∗∗),

γ̃r = (0.98γ∗, 0.99γ∗, 1.0γ∗, 1.15γ∗),

Q̃ = (12.5, 13.0, 13.2, 13.5), R̃e = (200, 380, 450, 800),

l∗ = 1[м], ω∗ = 1[рад/с], γ∗ = 9.8 · 103[Н/м3], γ∗∗ = 9.8 [Н/м3].

(15)

Описываемый вариант задания исходных параметров в постановке расчет-
ной задачи отвечает процессу распыления воды вращающимся против часо-
вой стрелки с индикативной средней скоростью 17 об./с диском распылителя
с индикативным радиусом 0.1 м. Прочие постановочные данные характери-
зуются представлениями (1).

Результаты расчетов с применением реализующего алгоритм программ-
ного приложения отражены на рисунках 1–8.

В частности, на рисунках 1 и 2 приводятся рассчитанные на основе со-
отношений (10), (11) профили функций принадлежности для задаваемых в
градусной мере нечетко-множественных характеристик ϕ̃1, ϕ̃2 угловых пара-
метров факела распыления, отсчитываемых, как указано выше, от горизон-
тального направления.

Согласно расчетам, в представляемом варианте процесса распыления, при
учитываемых уровнях разбросов множества исходных параметров модели,
наиболее достоверные значения углового параметра ϕ1 (рис. 1) лежат в диа-
пазоне от 16.3◦ до 18.2◦, и при этом достоверными хотя бы на минимальном
уровне уверенности не могут быть значения ϕ1 < 12.1◦ и ϕ1 > 23.4◦. Ана-
логично, для углового параметра ϕ2 (рис. 2) наиболее достоверные значения
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Рис. 1. Вид функции принадлежности для характеристики ϕ̃1

лежат в диапазоне от 59.6◦ до 60.1◦, а достоверными хотя бы на минимальном
уровне уверенности не могут быть значения ϕ1 < 57.8◦ и ϕ1 > 60.8◦.

Рис. 2. Вид функции принадлежности для характеристики ϕ̃2

Рисунки 3–8 характеризуют результаты расчета характеристик траекто-
рий движения капель с нечеткими угловыми характеристиками отрыва ϕ̃1 и
ϕ̃2 в пределах x1 ∈ [0, l] .

Линии µ = 1 на рис. 3 отвечают внешним границам областей наиболее до-
стоверного пролегания траекторий движения капель с углами отрыва от по-
верхности диска, описываемыми нечетким множеством ϕ̃1; линии µ = 0 огра-
ничивают область, вне которой прохождение траекторий движения капель с
описываемыми множеством ϕ̃1 углами отрыва не характеризуется сколь угод-
но малым положительным показателем достоверности. Аналогичную харак-
теристику имеют соответствующие линии на рис. 6, описывающем возможные
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Рис. 3. Топология прогнозируемых траекторий движений капель в плоскости Ox1x2 вдоль

углового направления распыления ϕ̃1 с минимальными и максимальными значениями

функции принадлежности

Рис. 4. Вид функции принадлежности для характеристики траектории x̃1q1(0.1) с нечетким

угловым параметром ϕ̃1

Рис. 5. Вид функции принадлежности для характеристики траектории x̃2q1(0.1) с нечетким

угловым параметром ϕ̃1
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траектории движения капель с углами отрыва, характеризуемыми нечетким
множеством ϕ̃2.

Рис. 6. Топология прогнозируемых траекторий движений капель вдоль углового направле-

ния распыления ϕ̃2 с минимальными и максимальными значениями функции принадлеж-

ности

Характеристику возможных нечетких значений координат x̃1qi и x̃2qi по-
ложений точек на траекториях их движения с нечетким угловым параметром
ϕ̃1 в момент времени t = 0.1 с описывают соответствующие функции при-
надлежности, представленные на рисунках 4, 5. Аналогичные характеристи-
ки для траекторий движения с нечетким угловым параметром ϕ̃2 приведены
на рисунках 7, 8.

Рис. 7. Вид функции принадлежности для характеристики траектории x̃1q2(0.1) с нечетким

угловым параметром ϕ̃2

4. Заключение. Результатом представленных в работе исследований
является численно-аналитическая нечетко-множественная методика учета
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Рис. 8. Вид функции принадлежности для характеристики траектории x̃2q2(0.1) с нечетким

угловым параметром ϕ̃2

разбросов исходных значений физико-механических и геометрических пара-
метров в модели функционирования вертикально вращающегося дискового
распылителя жидкости в системе воздушно-капельного охлаждения. Мето-
дика базируется на описании параметров с разбросами в виде нечетко-интер-
вальных величин и переходе к нечетко-множественным аргументам в анали-
тических представлениях для эндогенных параметров модели, получаемых
при анализе ее детерминистического варианта. Процедура перехода к нечет-
ким аргументам осуществляется с применением правил арифметики нечет-
ких интервалов и альфа-уровневой модификации эвристического принципа
обобщения. Представлены примеры численной реализации предлагаемой ме-
тодики.

Применение методики, обеспечивающей учет эффектов неопределенности
параметров модели, имеет прикладное значение и создает возможности для
получения более адекватных практике результатов предпроектных конструк-
торских расчетов.
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S.V. Storozhev, Tran Ba Le Hoang

Fuzzy-set technique for studying the model of the motion of cooling liquid drops at

separation from surface of vertically rotating sprayer

A numerical-analytical fuzzy-set method for obtaining estimates of the influence of uncertainty
factors in the form of scatter errors in the values of the initial parameters when studying a
model of the motion of cooling liquid drops at separation from surface of vertically rotating
sprayer is presented. The approach under consideration is based on the method of transition to
fuzzy-set arguments in analytical representations for the endogenous parameters of the model
obtained in the analysis of its deterministic version, implemented within the framework of the
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heuristic principle of generalization. Examples of the numerical implementation of the proposed
technique are presented.

Keywords: vertical disk sprayers, cooling liquids, droplet motion model, influence of uncertainty

in initial data, scatter errors of experimental and technological parameters, fuzzy-set technique,

heuristic principle of generalization.
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РАЗРАБОТКА АРХИТЕКТУРЫ БАЗЫ ЗНАНИЙ
ДЛЯ РЕАЛИЗАЦИИ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
НА ПРИНЦИПАХ НЕЧЕТКОЙ ЛОГИКИ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ФУНКЦИЙ ПРИНАДЛЕЖНОСТИ
НЕСКОЛЬКИХ АРГУМЕНТОВ

Приведено исследование существующих методов нечеткого управления, разработаны обоб-
щенная схема управления в системе искусственного интеллекта и архитектура базы знаний
для реализации интеллектуального управления на принципах нечеткой логики с использо-
ванием термов лингвистических переменных с функциями принадлежности нескольких ар-
гументов. Применение полученных результатов позволяет повысить эффективность управ-
ления плохо формализуемыми объектами с нелинейными ограничениями на управляющие
переменные.

Ключевые слова: интеллектуальное управление, база знаний, нечеткая логика, функ-

ция принадлежности нескольких аргументов.

1. Введение. Одним из наиболее важных направлений развития искус-
ственного интеллекта является нечеткое моделирование и управление. Ос-
новные результаты в этой области исследований были получены в работах
Л. Заде, Э. Мамдани, М. Сугэно, Т. Тэрано, А. Кофмана, Р. Ягера и др. Про-
блемам разработки методологии нечеткого моделирования и технологии ре-
шения практических задач посвящены работы А. Н. Аверкина, И. З. Батыр-
шина, Р. А. Алиева, А. Н. Борисова, Д. А. Поспелова, В. В. Круглова.

Существующие методы нечеткого управления, применяемые в системах
искусственного интеллекта, в основном используют в качестве термов нечет-
кие переменные с одномерными функциями принадлежности. С одной сто-
роны, это позволяет, использовать простое и наглядное представление функ-
ций принадлежности, обеспечивающее применение несложных вычислитель-
ных процедур при проведении всех этапов нечеткого вывода, с другой сторо-
ны, теряется зависимость между управляющими переменными, обусловлен-
ная нелинейными ограничениями на управление.

Способы построения функций принадлежности существенно зависят от
экспертного мнения. Методы задания и определения вида функций принад-
лежности нескольких аргументов в настоящее время недостаточно разрабо-
таны. Рассмотренные в работах [1–4] представления многомерных функций
принадлежности позволяют построить функции принадлежности заранее из-
вестного вида и не обеспечивают задания произвольной формы областей, в
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которых определены лингвистические термы переменных. Недостатком ме-
тода, изложенного в работе [5], можно считать то, что использование нейрон-
ных сетей привело к отсутствию возможности выделить как саму функцию
принадлежности, так и базу правил, а также функции, описывающие консе-
квенты каждого конкретного правила.

Применение для моделирования объектов со сложной структурой вход-
ных и выходных переменных иерархических систем нечеткого вывода приво-
дит к тому, что при переходе между уровнями иерархии возникает определен-
ная степень размытости, что может привести к потере значимости результата.
Одним из путей решения данной проблемы является использование термов
лингвистических переменных с функциями принадлежности нескольких ар-
гументов (ФПНА) [6, 7]. Однако представление структур системы нечеткого
управления, позволяющих хранить такие данные, в настоящее время отсут-
ствует, что говорит об актуальности исследований в данной области.

Целью данной работы является повышение эффективности управления
плохо формализуемыми объектами за счет разработки архитектуры базы зна-
ний для реализации интеллектуального управления на принципах нечеткой
логики с использованием функций принадлежности нескольких аргументов.

В данной работе решаются следующие задачи:

– разработка обобщенной схемы нечеткого управления в системе искус-
ственного интеллекта;

– разработка архитектуры базы знаний для реализации интеллектуаль-
ного управления на принципах нечеткой логики с использованием функций
принадлежности нескольких аргументов.

2. Разработка обобщенной схемы управления в системе искус-
ственного интеллекта. На рис. 1 представлена обобщенная структура си-
стемы искусственного интеллекта для реализации нечеткого управления на
основе термов с функциями принадлежности нескольких аргументов.

На рис. 1 введены следующие обозначения:

1 – ретроспективные данные;

2 – таблично заданные ФПНА термов лингвистических переменных;

3 – множества входных и выходных лингвистических переменных с таб-
лично заданными ФПНА термов;

4 – множества входных и выходных лингвистических переменных с ана-
литически заданными ФПНА термов (при необходимости);

5 – множество правил нечетких продукций;

6 – характеристики текущего состояния объекта;

7 – характеристики текущего состояния объекта и принятое решение по
управлению;

8 – значения управляющих переменных;

9 – управляющее воздействие;
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10 – реакция объекта управления;
11 – измеренные характеристики объекта управления.
При разработке системы нечеткого управления с использованием функ-

ций принадлежности нескольких аргументов связь между входными и вы-
ходными переменными задается на основе экспертных знаний в виде базы
знаний.

Как следует из рис. 1, база знаний включает в себя базу правил нечет-
ких продукций, базу лингвистических переменных с аналитически заданны-
ми ФПНА термов, которая заполняется в случае, если функции принадлеж-
ности заранее известны и могут быть заданы аналитически, и базу лингви-
стических переменных с таблично заданными ФПНА термов, определение
которых выполняется с помощью метода задания ФПНА на основе нечет-
кой кластеризации ретроспективных данных о поведении объекта модели-
рования. Текущие данные, содержащие информацию с датчиков о текущем
состоянии объекта управления, занесены в базу текущих данных. Подсисте-
ма нечеткого вывода на основе полученных текущих данных, используя базу
знаний, принимает решения по управлению объектом. Решение передается на
исполнительный механизм, после чего записывается в базу данных принятых
решений.

Рис. 1. Обобщенная схема нечеткого управления в системе искусственного интеллекта
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3. Разработка архитектуры базы знаний для реализации интел-
лектуального управления на принципах нечеткой логики с исполь-
зованием функций принадлежности нескольких аргументов. Для
представления проектируемых баз данных выбрана реляционная модель, по-
скольку она обладает следующими преимуществами:

– простота и доступность понимания конечным пользователем – един-
ственной информационной конструкцией является таблица;

– при проектировании реляционной БД применяются строгие правила,
базирующие на математическом аппарате;

– полная независимость данных. При изменении структуры реляционной
базы данных изменения, которые требуется произвести в прикладных про-
граммах, минимальны.

На рис. 2 представлена реляционная модель базы лингвистических пере-
менных с таблично заданными ФПНА термов. Подходы к заданию многомер-
ных функций принадлежности термов лингвистических переменных в зада-
чах нечеткого управления разработаны в работах [7, 8].

Рис. 2. Реляционная модель базы лингвистических переменных с таблично заданными

ФПНА термов

Для базы лингвистических переменных с таблично заданными ФПНА тер-
мов реляционная модель состоит из пяти таблиц: «Эксперимент» (experiment),
«Имя переменной» (variableName), «Характеристика» (characteristic), «Функ-
ция принадлежности» (membershipFunction), «Название терма» (termName).
Связи между объектами устанавливаются с помощью ключей:

– «Идентификация переменной» (variableID) связывает объекты «Экспе-
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римент» (experiment) (внешний ключ) и «Имя переменной» (variableName)
(первичный ключ);

– «Код характеристики» (characteristicKey) связывает объекты «Экспе-
римент» (experiment) и «Характеристика» (characteristic);

– «Код функции принадлежности» (membershipFunctionKey) связывает
объекты «Эксперимент» (experiment) и «Функция принадлежности» (member-
shipFunction);

– «Идентификация терма» связывает объекты «Название терма» (termNa-
me) (первичный ключ) и «Функция принадлежности» (membershipFunction)
(внешний ключ).

Модель базы текущих данных представлена на рис. 3.

Рис. 3. Реляционная модель базы текущих данных

Для проектируемой базы текущих данных реляционная модель состоит из
трех таблиц: «Информация» (Information), «Имя переменной» (variableName),
«Характеристика» (characteristic). Связи между объектами устанавливаются
с помощью ключей:

– «Идентификация переменной» (variableID) связывает объекты «Инфор-
мация» (Information) (внешний ключ) и «Имя переменной» (variableName)
(первичный ключ);

– «Код характеристики» (characteristicKey) связывает объекты «Инфор-
мация» (Information) и «Характеристика» (characteristic).

На основании знаний экспертов с использованием выделенных лингви-
стических переменных с функциями принадлежности нескольких аргумен-
тов формируется база правил нечетких продукций. Процедура нечеткого вы-
вода с использованием функций принадлежности нескольких аргументов ре-
ализуется на основе алгоритма, представленного в работе [9].

На выходе блока нечеткого управления вырабатывается решение по управ-
лению объектом, записываемое в базу принятых решений, реляционная мо-
дель которой представлена на рис. 4.

Реляционная модель базы принятых решений состоит из семи таблиц: «Ре-
шение» (decision), «Входная переменная» (inputVariable), «Имя входной пере-
менной» (inputVariableName), «Характеристика» (characteristic), «Выходная
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Рис. 4. Реляционная модель базы решений

переменная» (outputVariable), «Имя выходной переменной» (outputVariable-
Name), «Значение» (value). Связи между объектами устанавливаются с по-
мощью ключей:

– «Идентификация входной переменной» (inputVariableID) связывает объ-
екты «Входная переменная» (inputVariable) (внешний ключ) и «Имя входной
переменной» (inputVariableName) (первичный ключ);

– «Код характеристики» (characteristicKey) связывает объекты «Входная
переменная» (inputVariable) и «Характеристика» (characteristic);

– «Код входной переменной» (inputVariableKey) связывает объекты «Ре-
шение» (decision) и «Входная переменная» (inputVariable);

– «Код выходной переменной» (outputVariableKey) связывает объекты
«Решение» (decision) и «Выходная переменная» (outputVariable);

– «Код значения» (valueKey) связывает объекты «Выходная переменная»
(outputVariable) и «Значение» (value);

– «Идентификация выходной переменной» (outputVariableID) связывает
объекты «Выходная переменная» (outputVariable) (внешний ключ) и «Имя
выходной переменной» (outputVariableName) (первичный ключ).

4. Выводы. В данной работе рассмотрена задача повышения эффектив-
ности нечеткого управления плохо формализуемыми объектами с нелиней-
ными ограничениями на управляющие переменные.
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Для технической реализации интеллектуального управления на принци-
пах нечеткой логики с использованием термов лингвистических переменных с
функциями принадлежности нескольких аргументов разработана архитекту-
ра базы знаний. Использование полученных результатов позволяет ускорить
разработку систем нечеткого управления в различных предметных областях.
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УПРАВЛЕНИЕ ГОРНЫМ ДАВЛЕНИЕМ

НА КРУТЫХ ПЛАСТАХ УДЕРЖАНИЕМ НА КОСТРАХ

В рамках плоской деформации исследовано напряженно-деформированное состояние ани-
зотропного массива горных пород в случае разработки наклонного (крутого) пласта полез-
ного ископаемого с закреплением части выработанного пространства кострами (специаль-
ный вид крепи).

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние массива, зоны опорного дав-

ления, специальные крепи, трансцендентные уравнения.

1. Введение. Технологические схемы управления горным давлением и
крепления очистных забоев на круто-наклонных и крутых пластах преду-
сматривают применение способа плавного опускания и удержания боковых
пород на кострах с использованием деревянных и металлических стоечных
крепей с выемкой угля комбайнами и отбойными молотами. Способ управле-
ния горным давлением удержанием на кострах может применяться на пла-
стах с частыми мелкоамплитудными нарушениями пликативного и разрыв-
ного характера на пластах с весьма неустойчивыми породами, при выходе
ослабленных пород у геологических нарушений.

В данной статье в рамках плоской деформации исследовано влияние кост-
ра (специальной крепи) на напряженно-деформированное состояние массива
горных пород при разработке крутых пластов.

2. Постановка задачи. Рассмотрим пласт полезного ископаемого мощ-
ностью 2h, расположенный на глубине H от дневной поверхности (рис. 1).
Отклонение пласта от горизонтали составляет угол α. Пусть технология вы-
емки пласта предполагает закрепление части выработанного пространства
(xak , xbk) (k = 1, n). В краевых частях (−xl2,−x1) и (x1, x

r
2) угольного пласта

среда деформируется пластически.

Напряженное состояние ненарушенного массива в системе координат xOy
описывается формулами:

σo
x = −nγ(H − x sinα− y cosα), σo

y = −mγ(H − x sinα− y cosα), (1)

τ oxy = −lγ(H − x sinα− y cosα).

Здесь

n =
1 + λ

2
−

1− λ

2
cos 2α, m =

1 + λ

2
+

1− λ

2
cos 2α, l =

1− λ

2
sin 2α, (2)
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γ = ρg,

где λ – коэффициент бокового распора [1], величина которого близка к еди-
нице, ρ – плотность пород, g – ускорение свободного падения.

Рис. 1. Схема разработки пласта полезного ископаемого

Компоненты тензора напряжений, действующих в массиве при разработ-
ке пласта с учетом закрепления части выработанного пространства, ищем в
виде:

σe
y = σo

y + σy, σe
x = σo

x + σx, τ exy = τ oxy + τxy, (3)

где σy, σx и τxy – напряжения в массиве, появление которых обусловлено
наличием выработки.

Обозначим через u и v компоненты смещения пород соответственно вдоль
осей Ox и Oy.

Для определения дополнительных напряжений и смещений в массиве вос-
пользуемся методом суперпозиции и сформулируем две группы смешанных
граничных условий. Первая группа связана с нормальным деформированием
кровли. Она имеет вид

σy = mγH

(

1−
sinα

H
x

)

− (alx+ cl), −xl2 < x < −x1,

σy = mγH

(

1−
sinα

H
x

)

, −x1 < x < x1,

σy = mγH

(

1−
sinα

H
x

)

− (arx+ cr), x1 < x < xr2,

τxy = 0, |x| < ∞,

v = h, x ∈ (−∞,−xl2) ∪ (xr2,+∞).

(4)
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Здесь

−al = ar =
Tn

h

1− κp

2
, κp =

2 |τ exy(0, 0)|

Tn

− 1,

cl = C(Tn, cp,κp) + alx1, cr = C(Tn, cp,κp)− arx1, (5)

C(Tn, cp,κp) = Tn

√

1− cp

1− κp

(

π

2
− κp

√

1− κ
2
p − arcsinκp

)

,

где Tn – предел текучести при сдвиге в плоскости xOy для материала пласта,
cp – параметр пластической анизотропии пласта, величина которого изменя-
ется в интервале (−∞, 1).

При κp = −1 и cp = 0 из выражений (5) получаются известные формулы
Прандтля [2] для изотропного слоя.

К граничным условиям (4) добавится условие закрепления части вырабо-
танного пространства:

σy = mγH

(

1−
sinα

H
x

)

−Rk, xak < x < xbk , k = 1, n, (6)

где Rk – реакция крепи.

3. Аналитическое решение. При построении решения граничной за-
дачи (4) и (5) воспользуемся формулой Келдыша – Седова [3–5]. В результате
получим

Φ(1)(z1) =
µ2

µ2 − µ1
Fk(z1), Ψ(1)(z2) = −

µ1

µ2 − µ1
Fk(z2),

Fk(z) = F0(z) +
n
∑

k=1

Rk

2πi
ln[χ(z, xbk)/χ(z, xak)], (7)

где

F0(z) =
γHm

2

(

1−
sinα

H

(

z −
√

(z + xl2)(z − xr2)
)

)

+

+ [alϑ(−xl2,−x1) + arϑ(x1, x
r
2)]

√

(z + xl2)(z − xr2)

π
+

+
alz + cl
2πi

ln
χ(z,−x1)

χ(z,−xl2)
−

arz + cr
2πi

ln
χ(z, x1)

χ(z, xr2)
,

ϑ(t1, t2) = arctg

√

xr2 − t1

xl2 + t1
− arctg

√

xr2 − t2

xl2 + t2
,

χ(z, x) =

=
−2i

√

(z + xl2)(z − xr2)(x
l
2 + x)(xr2 − x) + (xr2 − xl2)(z + x)− 2 (zx− xr2x

l
2)

(xr2 + xl2)(x− z)
.
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Система трансцендентных уравнений для определения xl2 и xr2 в данном
случае получается такой

γHm

2

(

1 +
sinα

2H
(xl2 − xr2)

)

+
1

2π

{

alζ(−x1,−xl2)− arζ(x1, x
r
2)−

− [al(x
r
2 − xl2) + 2cl]ϑ(−xl2,−x1)− [ar(x

r
2 − xl2) + 2cr]ϑ(x1, x

r
2)
}

+

+
1

π

n
∑

k=1

Rk ϑ(xbk , xak) = 0,

[

(al
4
(2x1 − xr2 + xl2)− cl

)

+
(ar
4
(2x1 + xr2 − xl2) + cr

)

]

√

(xr2 + x1)(xl2 − x1)

2
+

+

[

γHm sinα

2
π + al ϑ(−xl2,−x1) + ar ϑ(x1, x

r
2)

]

(xr2 + xl2)
2

8
−

−
1

2

n
∑

k=1

Rkζ(xbk , xak) = 0, (8)

где ζ(t1, t2) =
√

(xl2 + t1)(xr2 − t1)−
√

(xl2 + t2)(xr2 − t2).

Вторая группа граничных условий, связанная с поперечным деформиро-
ванием пород кровли, может быть записана так:

σy = 0, |x| < ∞,

τxy = lγH

(

1−
sinα

H
x

)

, −xl2 < x < xr2, (9)

u = 0, −∞ < x < −xl2, xr2 < x < ∞.

Для пород почвы граничные условия (9) полностью сохраняются.
Решение задачи (9), исчезающее на бесконечности, имеет вид

Φ(2)(z
1
) =

γH

2

l

µ2 − µ1

{

(

1−
sinα

H
z1

)

(

1−
2z1 + xl2 − xr2

2
√

(z1 + xl2)(z1 − xr2)

)

−

−
sinα(xl2 + xr2)

2

8H
√

(z1 + xl2)(z1 − xr2)

}

, (10)

Ψ(2)(z2) = −Φ(2)(z2).

Таким образом, напряженно-деформированное состояние массива описы-
вается функциями

Φ(z1) = Φ(1)(z1) + Φ(2)(z1), Ψ(z2) = Ψ(1)(z2) + Ψ(2)(z2). (11)
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4. Результаты расчетов. Ниже приведены результаты расчетов напря-
женно-деформированного состояния массива горных пород (в данном слу-
чае рассмотрен песчанистый сланец) при следующих значениях параметров:
2h = 1 м; H = 1000 м; x1 = 30 м; λ = 0,9; Tn = 2,5 МПа; cp = 0; α = 45◦;
γ = 2,5 тс/м3.

В качестве специальной крепи, разделяющей лаву на предельные проле-
ты, выбран ряд костров (xa = −2,5 м, xb = 2,5 м). Реакция крепи Rk равна
2 МПа. Длины зон пластических деформаций (−xl2,−x1) и (x1, x

r
2) находим из

системы трансцендентных уравнений (8). Для наклонного пласта при α = 45◦

получаем (xl2 − x1) = 52,17 м и (xr2 − x1) = 50,87 м.

Рис. 2. Изобары σe
y/γH = const в окрестности выработанного пространства при Rk = 0 и

Rk = 2 МПа

На рис. 2 представлены линии постоянного значения компоненты напря-
жений σe

y/γH = const в окрестности выработанного пространства при отсут-
ствии (Rk = 0) и при наличии (Rk = 2 МПа) костра. Результаты указывают,
что в породах почвы существуют только сжимающие напряжения. В поро-
дах кровли имеют место как сжимающие, так и растягивающие напряжения.
Последние могут вызывать расслоения и обрушения горных пород кровли в
выработанное пространство. Сравнивая изобары, видим что, наличие костра
приводит к уменьшению максимальных растягивающих напряжений. В об-
ласти закрепления растягивающие напряжения уменьшаются и переходят в
заниженные сжимающие напряжения. При этом область, в которой действо-
вали растягивающие напряжения, разбивается сжимающими напряжениями
на две части. Наличие крепи приводит также к уменьшению максимальных
сжимающих напряжений.

Влияние костровой крепи на распределение напряжений σe
x, действующих

в направлении напластования пород, представлено на рис. 3 линиями посто-
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Рис. 3. Изобары σe
x/γH = const в окрестности выработанного пространства при Rk = 0 и

Rk = 2 МПа

Рис. 4. Изобары τe
xy/γH = const в окрестности выработанного пространства при Rk = 0 и

Rk = 2 МПа

янного значения. Из графиков видно, что в области пласта, в породах кровли
и почвы, осуществляются сжатия высокой интенсивности σe

x/γH = −3,5. В
области выработанного пространства наблюдаются растягивающие напряже-
ния. Наличие костра приводит к уменьшению растягивающих напряжений в
области закрепления. При этом максимальные растягивающие и сжимающие
напряжения не изменяются.

На рис. 4 представлены изобары τ exy/γH = const в сечении массива. Нали-
чие крепи приводит к уменьшению максимальных касательных напряжений.
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В области закрепления выработанного пространства, в породах кровли и поч-
вы, возникают касательные напряжения противоположного знака.

Наличие костра не оказывает существенного влияния на величину проги-
ба пород кровли. Это объясняется тем, что реакция крепи Rk значительно
меньше исходного горного давления γH (Rk/γH = 0,08).

Численный анализ показывает, что костровая крепь вызывает сжатие по-
род кровли, тем самым предотвращая расслоение и высыпание пород в рабо-
чее пространство.
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Control of rock pressure on steep formations by holding on chock

The stress-strain state of an anisotropic rock mass in the case of development of an inclined
(steep) mineral layer with the fixation of part of the developed space by chock is studied within
the framework of flat deformation.

Keywords: stress-strain state of the array, reference pressure zones, special supports, transcen-

dental equations.
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