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ГАЛIЛЕЇВСЬКА IНВАРIАНТНIСТЬ СИСТЕМИ
НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ РЕАКЦIЇ ДИФУЗIЇ

У данiй роботi шляхом застосування класичного алгоритму Лi дослiджено галiлеївську iнварiант-
нiсть системи нелiнiйних рiвнянь реакцiї дифузiї.

Вступ. Задача класифiкацiї симетрiйних властивостей рiвняння

ut = ∂x[f(u)ux] + g(u), (1)

де u = u(t, x), ut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x , ∂x = ∂
∂x , f(u) – довiльна гладка функцiя, повнiстю

розв’язана в роботi [1]. З результатiв роботи [1] зокрема випливає, що при f(u) 6=
const рiвняння (1) неiнварiантне вiдносно алгебри Галiлея.

У данiй роботi об’єктом дослiження є система нелiнiйних рiвнянь реакцiї дифузiї:

Ut = ∂x[F (U)Ux] + G(U), (2)

де U =
(

u1

u2

)
, F (U) =

(
f11 f12

f21 f22

)
, G(U) =

(
g1

g2

)
ua = ua(t, x), fab = fab(U),

ga = ga(U) – довiльнi гладкi функцiї, a, b = 1, 2.
Система рiвнянь вигляду (2) широко застосовується для описання багатьох фi-

зичних, хiмiчних процесiв та явищ живої природи, пов’язаних з реакцiєю речовин
пiд час їх взаємної дифузiї. Зокрема, для описання процесу горiння плазми, а в
живiй природi – для описання конкуренцiї тварин на певнiй територiї. Для систем
рiвнянь реакцiї дифузiї характерно, що матриця функцiй f задовольняє властивiсть
〈1〉 · 〈2〉 6= 0, де 〈1〉 = f11 + f22, 〈2〉 = f11 · f22 − f12 · f21.

1. Галiлеївська iнварiантнiсть. Повне дослiдження симетрiйних властивостей
системи (2) пов’язано iз значними складнощами, в зв’язку з тим, що вона мiстить
шiсть довiльних функцiй вiд двох змiнних. Оскiльки при F (U) = const симетрiйнi
властивостi системи (2) дослiджено в роботах [2], [3], [4], [5], [6], то в наших дослiд-
женнях будемо вважати F (U) 6= const. В данiй роботi ми поставимо задачу: дослi-
дити, при яких нелiнiйностях fab (fab – не всi сталi) та ga система (2) iнварiантна
вiдносно лiнiйного зображення алгебри Галiлея з базисними генераторами вигляду:

∂t =
∂

∂t
, ∂x =

∂

∂x
,G = t∂x + xQ1, Q1 = (αabu

b + βa)∂ua (3)

та її розширень операторами масштабних:

D = 2t∂t + x∂x + Q2 (4)
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та проективних

Π = t2∂t + tx∂x + tQ2 +
x2

2
Q1 (5)

перетворень. У формулах (3)–(5) Q2 = (γabu
b + δa)∂ua ; ∂ua = ∂

∂ua ;
αab, βa, γab, δa – const; a, b = 1, 2.

Мають мiсце наступнi твердження.
Теорема 1. Система (2) при умовах F (U) 6= const, 〈1〉 · 〈2〉 6= 0 iнварiантна

вiдносно алгебри Галiлея (3) тодi i тiльки тодi, коли вона локально еквiвалентна
системi:

Ut = ∂x

[(
λ1 0

2λ1
u2

u1 g(u2)

)
Ux

]
+

(
u1ϕ1(u2)
ϕ2(u2)

)
, (6)

де g(u2), ϕ1(u2), ϕ2(u2) – довiльнi гладкi функцiї, причому оператор Q1 має вигляд:

Q1 = − 1
2λ1

u1∂u1 . (7)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай система (2) має вигляд (6). Покажемо, що вона
iнварiантна вiдносно оператора:

X = C1∂t + (C3t + C2)∂x − C3
x

2λ1
u1∂u1 , (8)

де C1, C2, C3 – довiльнi сталi. Подiємо на систему:

u1
t − λ1u

1
xx − u1ϕ1(u2) = 0,

u2
t − 2λ1

u2

u1 u1
xx − gu2

xx + 2λ1
u2

(u1)2
(u1

x)2 − 2λ1
u1 u1

xu2
x − ġ(u2

x)2 − ϕ2(u2) = 0 (9)

другим продовженням оператора (8):
X̃ = X − C3( x

2λ1
u1

t + u1
x)∂u1

t
− C3u

2
x∂u2

t
− C3

2λ1
(u1 + xu1

x)∂u1
x
−

− C3
2λ1

(2u1
x + xu1

xx)∂u1
xx

.
У пiдсумку одержимо:

X̃S1 = C3
2λ1

xS1, X̃S2 = 0, де S1 i S2 – лiвi частини вiдповiдно першого та другого
рiвнянь системи (9), що i доводить необхiднiсть даної теореми.

Достатнiсть. Нехай нелiнiйна (F (U) 6= const) система (2) iнварiантна вiдносно
алгебри Галiлея з базисними генераторами (3). Покажемо, що вона локально еквi-
валентна системi (6). Спочатку покажемо, що лiнiйнi перетворення

U = AW + B, (10)

де W =
(

w1

w2

)
– новi невiдомi функцiї, A =

(
a11 a12

a21 a22

)
,
(

b1

b2

)
– довiльнi сталi

матрицi (матриця A невироджена), є перетвореннями локальної еквiвалентностi си-
стеми (2). Якщо подiяти перетвореннями (10) на систему (2), то вона зведеться до
вигляду:

Wt = ∂x[Φ(W )Wx] + Ç(W ), (11)
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де Φ(W ) = A−1F (AW + B)A, Ç(W ) = G(AW + B). Так як з вигляду системи
(11) видно, що вона належить тому ж класу, що i система (2), то це i означає,
що (10) є перетвореннями еквiвалентностi системи (2).

Застосувавши алгоритм Лi (див. [9], [10], [11], [12], [13], [14]), одержимо, що для
того, щоб система (2) була iнварiантна вiдносно алгебри Галiлея (3), функцiї fab та
ga повиннi задовольняти наступнiй системi диференцiальних рiвнянь:

Q1f
ab + αcbf

ac − αacf
cb = 0, (12)

M cfac
ub + αcbf

ac + αacf
cb + δab = 0, (13)

M cga
uc = αabg

b, (14)

де M c = αcdU
d + βc, δab – символ Кронекера, a, b, c, d = 1, 2.

У роботi [15] показано, що з точнiстю до перетворень (10) iснує 6 нееквiвалентних
зображень алгебри Галiлея (3). Цi зображення задаються наступними матрицями:

1) α = 0, β =
(

1
0

)
;

2) α =
(

0 0
0 k

)
, β =

(
1
0

)
, k 6= 0;

3) α =
(

0 0
k 0

)
, β =

(
1
0

)
, k 6= 0;

4) α =
(

1 0
k 1

)
, β = 0, k 6= 0;

5) α =
(

k −1
1 k

)
, β = 0;

6) α =
(

1 0
0 k

)
, β = 0,

де k – довiльна стала. Вказанi вище набори матриць α, β назвемо "канонiчними". За-
уважимо, що довiльний iнший набiр матриць α, β локально еквiвалентний вiдносно
перетворень (10) одному з канонiчних. Розв’яжемо системи (12), (13) для кожного
з випадкiв 1)–6).

1) Системи (12), (13) мають вигляд

∂u1fab = 0, (15)

∂ubfa1 = −δab. (16)
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Очевидно, що система (15)–(16) несумiсна. Аналогiчно можна показати, що
система (12), (13) несумiсна у випадках 2), 3), 5). Розв’язком системи (12), (13)
у випадку 4) є матриця

F =
( −1

2 0
k
2 −1

2

)
, (17)

що суперечить вимозi F (U) 6= const.

6) Розв’язком системи (12) є функцiї

f11 = ϕ11(ω), f12 = (u1)k+1ϕ12(ω),
f21 = (u1)−(k+1)ϕ21(ω), f22 = ϕ22(ω), ω = (u1)−ku2.

(18)

Пiдставивши (18) в систему (13), одержимо:




kω[ϕ̇11 + kωϕ̇12 + (k + 1)ϕ11] = −2ϕ11 − 1,
ϕ̇11 + kωϕ̇12 + (k − 1)ϕ12 = 0,
k(kω2ϕ̇22 − ωϕ̇21 + 2ϕ21) = 0,
kωϕ̇22 − ϕ̇21 = −2kϕ22 − 1.

(19)

З системи (14) випливає
u1g1

u1 = g1, g2
u1 = 0. (20)

Якщо k 6= 0, то, розв’язавши систему (19), одержуємо:

F =
( −1

2 0
0 − 1

2k

)
,

що, як i у випадку 4) приводить до протирiччя з умовою F (U) 6= const.
Якщо k = 0, то з (19) знаходимо:

ϕ11 = −1
2
, ϕ12 = 0, ϕ21 = −ω, ϕ22 = g(ω), ω = u2, (21)

де g = g(u2) – довiльна гладка функцiя. З системи (20) знаходимо:

g1 = u1ϕ1(u2), g2 = ϕ2(u2), (22)

де ϕ1 = ϕ1(u2), ϕ2 = ϕ2(u2) – довiльнi гладкi функцiї.
Пiдставивши (18), (21), (22) в (2), одержимо систему еквiвалентну системi (6).

Теорему доведено.
2. Максимальнi алгебри iнварiантностi системи (6).
Теорема 2. Максимальною алгеброю iнварiантностi системи (6) з точнiстю

до перетворень еквiвалентностi (10)

1) при g(u2) 6= const, та довiльних функцiях ϕ1(u2), ϕ2(u2) є алгебра Галiлея:

AG(1, 1) = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + xQ1, Q1 = − 1
2λ1

u1∂u1〉; (23)
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2) при g(u2) 6= const, та ϕ1 = ϕ2 = 0 є узагальнена алгебра Галiлея:

AG2(1, 1) = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + xQ1, Q1 = − 1
2λ1

u1∂u1 ,

D = 2t∂t + x∂x, Π = t2∂t + tx∂x − ( x2

4λ1
+ t

2)u1∂u1〉; (24)

3) при g(u2) = λ2 – const, ϕ1 = λ3(u2)k, ϕ2 = λ4(u2)k+1, k 6= 2 є розширена алгебра
Галiлея:

AG1(1, 1) = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + xQ1, Q1 = − 1
2λ1

u1∂u1 ,

D = k(2t∂t + x∂x)− 2u2∂u2〉; (25)

4) при g(u2) = λ2 – const, ϕ1 = λ3(u2)2, ϕ2 = λ4(u2)3 є узагальнена алгебра Галiлея:

AG2(1, 1) = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + xQ1, Q1 = − 1
2λ1

u1∂u1 ,

D = 2t∂t + x∂x − u2∂u2 , Π = t2∂t + tx∂x − ( x2

4λ1
+ t

2)u1∂u1 − tu2∂u2〉; (26)

5) при g(u2) = λ2 – const, ϕ1 = ϕ2 = 0 є узагальнена алгебра Галiлея:

AG2(1, 1) = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + xQ1, Q1 = − 1
2λ1

u1∂u1 ,

Q2 = u2∂u2 , D = 2t∂t + x∂x −Q2,

Π = t2∂t + tx∂x − ( x2

4λ1
+ t

2)u1∂u1 − tQ2〉.
(27)

Зауваження. У формулюваннi теореми вважаємо, що λ2 6= 0;−λ1, оскiльки у
протилежному випадку для матрицi нелiнiйностей F (U) отримуємо умову 〈1〉 · 〈2〉 =
0, при якiй система (2) набуває iншого фiзичного змiсту, вiдмiнного вiд явищ ди-
фузiї.

Доведення. Для дослiдження симетрiйних властивостей системи (6) застосуємо
алгоритм Лi [9], [11], [12].

Подiявши продовженням iнфiнiтезимального оператора

X = ξ0∂t + ξ1∂x + ηa∂ua , (28)

де ξ0 = ξ0(t, x, u1, u2), ξ1 = ξ1(t, x, u1, u2), ηa = ηa(t, x, u1, u2), a = 1, 2 на систе-
му (6), пiсля переходу на многовид, та розщеплення отриманої системи по похiд-
них функцiй ua, одержимо визначальну систему для визначення функцiй g,ϕ1,ϕ2 та
невiдомих координат iнфiнiтезимального оператора (28) ξa, ηa. Визначальна система
складається з наступних рiвнянь:

η2ġ = 0. (29)

ξ0
x = ξ0

t − 2ξ1
x = ξ0

ua = ξ1
ua = η1

u2 = ηa
ubuc = 0,

u1η1
u1 = η1, u2η2

u2 = η2,
η1

xu1 = − 1
2λ1

ξ1
t , η2

x = 0,
(30)
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де a, b, c = 1; 2.
η2u1ϕ̇1 = −ξ0

t u1ϕ1 + η1
t − λ1η

1
xx,

η2ϕ̇2 = (η2
u2 − ξ0

t )ϕ2 + η2
t − 2λ1

u1 u2η1
xx.

(31)

Розв’язавши рiвняння (30), отримуємо, що координати iнфiнiтезимального операто-
ра (28) повиннi мати вигляд

ξ0 = 2A(t), ξ1 = Ȧ(t)x + B(t),
η1 = − 1

2λ1
[12Ä(t)x2 + Ḃ(t)x + C(t)]u1,

η2 = α(t)u2,

(32)

де A,B, C, α – довiльнi гладкi функцiї аргументу t.
Спочатку встановимо ядро симетрiї системи (6). Для цього в рiвняннях (31)

вважаємо функцiї ϕ1(u2), ϕ2(u2) довiльними функцiями аргументу u2. Тодi з рiвнянь
(31), враховуючи формули (32), отримуємо, що

α = Ȧ = Ċ = B̈ = 0. (33)

Розв’язавши рiвняння (33), з формул (32) отримуємо координати iнфiнiтезимального
оператора (28) у виглядi

ξ0 = 2d0, ξ1 = gt + d1,
η1 = − 1

2λ1
(gx + c1)u1, η2 = 0.

(34)

З формул (32), (34) безпосередньо випливає алгебра (23), яка i є ядром симетрiї
системи (6).

Далi дослiдимо можливi розширення ядра симетрiї системи (6).
Враховуючи формули (32), рiвняння (31) перепишуться у виглядi

αu2ϕ̇1 = −2Ȧϕ1 − 1
2λ1

(
...
Ax2 + B̈x + Ċ − λ1Ä),

αu2ϕ̇2 = (α− 2Ȧ)ϕ2 + (α̇ + Ä)u2.
(35)

Розщепивши перше рiвняння у (35) по степенях змiнної x, отримуємо, що

A = at2 + æt + d0, B = gt + d1, (36)

та
αu2ϕ̇1 = −2(2at + æ)ϕ1 − 1

2λ1
(Ċ − 2λ1a),

αu2ϕ̇2 = (α− 2(2at + æ))ϕ2 + (α̇ + 2a)u2.
(37)

З рiвняння (29) випливають два розгалуження: 1) ġ(u2) 6= 0; 2) ġ(u2) = 0.
1. Нехай спочатку ġ(u2) 6= 0. Тодi з рiвняння (29) випливає, що α = 0, а рiвняння

(37) набувають вигляду

(2at + æ)ϕ1 = − 1
2λ1

(1
2 Ċ − λ1a),

(2at + æ)ϕ2 = au2.
(38)
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Розщепивши друге рiвняння (38) по степенях змiнної t, отримуємо, що розширення
ядра симетрiї (23) системи (6) можливе лише у випадку, коли ϕ2 = 0. Розв’язавши
(38), отримуємо, що ϕ1 = λ5, а враховуючи формули (32), (36), отримуємо наступний
вигляд координат iнфiнiтезимального оператора (28)

ξ0 = 2(at2 + æt + d0), ξ1 = (2at + æ)x + gt + d1,
η1 = − 1

2λ1
[ax2 + gx− 2λ1(2λ5(at2 + æt)− at) + c1]u1, η2 = 0.

(39)

При знайденому виглядi функцiй ϕa: ϕ1 = λ5, ϕ2 = 0, система (6) набуває вигляду

Ut = ∂x

[(
λ1 0

2λ1
u2

u1 g(u2)

)
Ux

]
+

(
λ5u

1

0

)
. (40)

Зауважимо, що система (40) крiм перетворень еквiвалентностi (10) володiє ще до-
датковими перетвореннями еквiвалентностi

u1 = eλ5tw1, u2 = w2, (41)

що неважко перевiрити, подiявши вказаними перетвореннями на систему (40). Тому,
не втрачаючи загальностi, в системi (40) можна вважати, що λ5 = 0. Враховуючи
цю обставину, з формул (32), (39) безпосередньо випливає алгебра (24).

2. Нехай тепер ġ = 0, тобто g = λ – довiльна стала. Найбiльш широкий клас
функцiй ϕa, якi допускають рiвняння (37), є загальним розв’язком структурної си-
стеми

k1u
2ϕ̇1 = k2ϕ

1 + k3,
k1u

2ϕ̇2 = (k1 + k2)ϕ2 + k4u
2.

(42)

Розв’язок структурної системи (42) залежить вiд значення сталої k2. Якщо k2 6= 0,
то розв’язком системи (42) будуть функцiї:

ϕ1 = λ3(u2)n + λ5, ϕ2 = u2(λ4(u2)n + λ6). (43)

Розв’язавши систему (42) при k2 = 0, одержуємо

ϕ1 = λ3 ln u2 + λ5, ϕ2 = u2(λ4 ln u2 + λ6). (44)

У формулах (43), (44), щоб виключити перетин, покладемо |λ3|+|λ4| 6= 0. Розглянемо
розширення ядра симетрiї системи (6) при кожному з виглядiв функцiй ϕa.

2.1 Нехай функцiї ϕa мають вигляд (43). Тодi рiвняння (37) перепишуться на-
ступним чином

nλ3α(u2)n = −2(2at + æ)(λ3(u2)n + λ5)− 1
2λ1

(Ċ − 2λ1a),
nλ4α(u2)n = −2(2at + æ)(λ4(u2)n + λ6) + (α̇ + 2a)u2.

(45)

Проаналiзувавши рiвняння (45), приходимо до висновку, що їх розв’язок залежить
вiд значення сталої n. Можемо видiлити 3 нееквiвалентнi випадки: a) n 6= 0; 2;
b) n = 2; c) n = 0.
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a) n 6= 0; 2. Розщепивши рiвняння (45) по степенях змiнної u2, отримуємо

nλ3α = −2λ3(2at + æ), nλ4α = −2λ4(2at + æ),
1

2λ1
Ċ = −2λ5(2at + æ) + a, α̇ = 2λ6(2at + æ)− 2a.

(46)

Аналiз рiвнянь (38), показує, що розширення ядра симетрiї (23) можливе лише при
умовi λ6 = 0. Розв’язавши рiвняння (38) при λ6 = 0, отримуємо

a = 0, α = − 2
næ, C = −4λ1λ5æt + c1. (47)

З формул (32), (36), (47) одержуємо наступнi координати iнфiнiтезимального опе-
ратора (28)

ξ0 = 2(æt + d0), ξ1 = æx + gt + d1,
η1 = − 1

2λ1
[gx− 4λ1λ5æt + c1)]u1, η2 = − 2

næu2.
(48)

У випадку, якщо функцiї ϕa задаються формулами (43), де λ6 = 0, система (6)
набуває вигляду

Ut = ∂x

[(
λ1 0

2λ1
u2

u1 λ2

)
Ux

]
+

(
u1(λ3(u2)n + λ5)

λ4(u2)n+1

)
. (49)

Зауважимо, що система (49) крiм перетворень еквiвалентностi (10) володiє ще до-
датковими перетвореннями екiвалентностi (41), що неважко перевiрити, подiявши
вказаними перетвореннями на систему (49). Тому, не втрачаючи загальностi, в сис-
темi (49) можна вважати, що λ5 = 0. Враховуючи цю обставину, з формул (32), (48)
безпосередньо випливає алгебра (25).

b) n = 2. Розщепивши рiвняння (45) по степенях змiнної u2, отримуємо

λ3α = −λ3(2at + æ), λ4α = −λ4(2at + æ),
1

2λ1
Ċ = −2λ5(2at + æ) + a, α̇ = 2λ6(2at + æ)− 2a.

(50)

Проаналiзувавши рiвняння (38), приходимо до висновку, що розширення ядра си-
метрiї (23) можливе лише при умовi λ6 = 0. Розв’язавши рiвняння (50) при λ6 = 0,
отримуємо

C = −2λ1(2λ5(at2 + æt)− at) + c1, α = −2at− æ. (51)

З формул (32), (36), (51) одержуємо наступнi координати iнфiнiтезимального опера-
тора (28)

ξ0 = 2(at2 + æt + d0), ξ1 = (2at + æ)x + gt + d1,
η1 = − 1

2λ1
[ax2 + gx− 2λ1(2λ5(at2 + æt)− at) + c1]u1, η2 = (−2at− æ)u2.

(52)

Враховуючи мiркування, проведенi у пунктi a), оператор (28) з координатами (52)
з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (41) породжує алгебру (26).

с) n = 0. З рiвнянь (45) отримуємо

1
2λ1

Ċ = −2λ̃3(2at + æ) + a, α̇ = 2λ̃4(2at + æ)− 2a, (53)
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де λ̃3 = λ3 + λ5, λ̃4 = λ4 + λ6. Розв’язавши рiвняння (53), отримуємо, що

C = −2λ1(2λ̃3(at2 + æt)− at) + c1, α = 2λ̃4(at2 + æt)− 2at + c2. (54)

З формул (32), (36), (54) одержуємо наступнi координати iнфiнiтезимального опе-
ратора (28)

ξ0 = 2(at2 + æt + d0), ξ1 = (2at + æ)x + gt + d1,

η1 = − 1
2λ1

[ax2 + gx− 2λ1(2λ̃3(at2 + æt)− at) + c1]u1,

η2 = [2λ̃4(at2 + æt)− 2at + c2]u2.

(55)

У випадку, якщо функцiї ϕa задаються формулами (43), при n = 0, система (6)
набуває вигляду

Ut = ∂x

[(
λ1 0

2λ1
u2

u1 λ2

)
Ux

]
+

(
λ̃3u

1

λ̃4u
2

)
, (56)

де λ̃3 = λ3 + λ5, λ̃4 = λ4 + λ6. Зауважимо, що система (56) крiм перетворень еквiва-
лентностi (10) володiє ще додатковими перетвореннями екiвалентностi

u1 = eλ̃3tw1, u2 = eλ̃4tw2, (57)

що неважко перевiрити, подiявши вказаними перетвореннями на систему (56). Тому,
не втрачаючи загальностi, в системi (56) можна з точнiстю до перетворень (57)
вважати, що λ̃3 = λ̃4 = 0. Враховуючи цю обставину, зрозумiло, що оператор (28) з
координатами (55) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (57) породжує алгебру
(27).

2.2 Нехай функцiї ϕa мають вигляд (44). Тодi рiвняння (37) перепишуться на-
ступним чином

λ3α = −2(2at + æ)(λ3 ln u2 + λ5)− 1
2λ1

(Ċ − 2λ1a),
λ4α = −2(2at + æ)(λ4 ln u2 + λ6) + α̇ + 2a.

(58)

Розщепивши рiвняння (58) по змiннiй u2, отримуємо

λ3(2at + æ) = 0, λ4(2at + æ) = 0.
1

2λ1
Ċ = −2λ5(2at + æ) + a, α̇ = λ4α + 2λ6(2at + æ)− 2a.

(59)

З перших двох рiвнянь (59), стає зрозумiло, що розширення ядра симетрiї (23) мож-
ливе лише при λ3 = λ4 = 0. Але в такому випадку приходимо до функцiй ϕa випадку
2.1. с) з вiдповiдною алгеброю (27). Теорему доведено.
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