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ПОВЕДЕНИЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ КОЛЬЦЕВЫХ
Q-ГОМЕОМОРФИЗМОВ

В данной статье для кольцевых Q-гомеоморфизмов f : Rn → Rn установлен порядок роста на
бесконечности.

Введение. Ввиду того, что емкости и модули являются основным геометри-
ческим методом в современной теории отображений, следующая концепция бы-
ла предложена профессором Олли Мартио, см., напр., [10]. Пусть G и G′ – обла-
сти в Rn, n ≥ 2, и пусть Q : G → [1,∞] – измеримая функция. Гомеоморфизм
f : G → Rn = Rn

⋃{∞} называется Q-гомеоморфизмом, если

M(fΓ) ≤
∫

G

Q(x) · ρn(x) dm(x) (1)

для любого семейства Γ путей в G и любой допустимой функции ρ семейства Γ.
Эта концепция является естественным обобщением геометрического определения
квазиконформного отображения по Вяйсяля, см., напр., [4]. Целью теории Q-гоме-
оморфизмов является установление взаимосвязей между различными свойствами
мажоранты Q и самого отображения f .

Напомним, что борелева функция ρ : Rn → [0,∞] называется допустимой для
семейства кривых Γ в Rn, пишут ρ ∈ admΓ, если∫

γ

ρ ds ≥ 1 (2)

для всех γ ∈ Γ. Модуль семейства кривых Γ определяется равенством

M(Γ) = inf
ρ∈adm Γ

∫

G

ρn(x) dm(x) , (3)

где m – мера Лебега в Rn.
Проблемы локального и граничного поведения Q-гомеоморфизмов в Rn изуча-

лись в случае Q ∈ BMO (ограниченного среднего колебания) в работах [8]–[11],
Q ∈ FMO (конечного среднего колебания) и в других случаях в работах [1], [12]–
[14]. В работе [15] установлено свойство ACL для Q-гомеоморфизмов в Rn, n ≥ 2
при Q ∈ L1

loc(G). Также показана принадлежность таких Q-гомеоморфизмов собо-
левскому классу W1,1

loc и дифференцируемость п.в. Эти результаты были перенесены
на кольцевые Q-гомеоморфизмы в работе [16]. В данной работе для кольцевых Q-
гомеоморфизмов f : Rn → Rn устанавливается порядок роста на бесконечности.

Пусть G и G′ – области в Rn, n ≥ 2. Будем говорить, что гомеоморфизм f : G → G′

называется кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке x0 ∈ G, если
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M(4(fS1, fS2, G′)) ≤
∫

A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (4)

выполняется для любого кольца A = A(r1, r2, x0) = {x ∈ Rn : r1 < |x − x0| < r2},
Si = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri}, i = 1, 2, 0 < r1 < r2 < d0 = dist(x0, ∂G), и
для любой измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r) dr ≥ 1. (5)

Следуя работе [6], пару E = (A,C), где A ⊂ Rn – открытое множество и C
– непустое компактное множество, содержащееся в A, называем конденсатором. E
называем кольцевым конденсатором, если B = A\C – кольцо, т.е., если B – область,
дополнение которой Rn \B состоит в точности из двух компонент. E называем огра-
ниченным конденсатором, если множество A является ограниченным. Говорят, что
конденсатор E = (A, C) лежит в области G, если A ⊂ G . Очевидно, что если
f : G → Rn – открытое отображение и E = (A,C) – конденсатор в G, то (fA, fC)
также конденсатор в fG . Далее fE = (fA, fC) .

Пусть E = (A, C) – конденсатор. W0(E) = W0(A, C) – семейство неотрица-
тельных функций u : A → R1 таких, что 1) u ∈ C0(A), 2) u(x) ≥ 1 для x ∈ C, и
3) u принадлежит классу ACL и пусть

|∇u| =

(
n∑

i=1

(∂iu)2
)1/2

. (6)

Величину

capE = cap (A, C) = inf
u∈W0(E)

∫

A

|∇u|n dm (7)

называют ёмкостью конденсатора E . Известно, что

(cap E)n−1 ≥ bn
d(C)n

m(A)
, (8)

где d(C) – диаметр компакта C, m(A) – мера Лебега множества A, bn – положитель-
ная константа, зависящая только от размерности n, см. Лемму 5.9 в [6] и

cap E = M(∆(∂A, ∂C; A \ C)) , (9)

где, для множеств S1, S2 и S3 в Rn, n ≥ 2, ∆(S1, S2;S3) обозначает семейство всех
непрерывных кривых, соединяющих S1 и S2 в S3, см. [2], [3] и [19].

Известно, что

cap E ≥ (inf mn−1 S)n

[m(A \ C)]n−1 , (10)

где mn−1 S – (n − 1)-мерная мера Лебега C∞ – многообразия S, являющегося гра-
ницей S = ∂U ограниченного открытого множества U , содержащего C и содержа-
щегося вместе со своим замыканием U в A, а точная нижняя грань берется по всем
таким S, см. предложение 5 из [5].
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Из (10) следует, что

inf mn−1 S ≥
[
m(A \ C)

]n−1
n

(capE)
1
n . (11)

Применяя изопериметрическое неравенство, получаем

capE ≥ nnΩn

[
m(C)

m(A \ C)

]n−1

. (12)

В дальнейшем, B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r}.
Для доказательства основного результата нам потребуется следующая лемма.
Лемма 1. Пусть f : Rn → Rn – кольцевой Q-гомеоморфизм в точке x0 ∈ Rn,

0 < r < R < ∞, тогда

m(fB(x0, r)) ≤ m(fB(x0, R)) · exp



−n

R∫

r

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 , (13)

где qx0(t) = 1
wn−1·tn−1 ·

∫
|x−x0|=t

Q(x)ds.

Доказательство. Рассмотрим сферическое кольцо Rt(x0) = {x : t < |x−x0| < t+4t}.
Пусть Ct = B(x0, t), At+4t = B(x0, t + 4t), имеем конденсатор (At+4t, Ct), тогда
(fAt+4t, fCt) – кольцевой конденсатор в Rn согласно (9)

cap(fAt+4t, fCt) = M(4(∂fAt+4t, ∂fCt; fRt(x0))) . (14)

Определим функцию Φ(t) для данного гомеоморфизма f следующим образом
Φ(t) = m(fB(x0, t)). В силу неравенства (12), получим

cap(fAt+4t, fCt) ≥ nnΩn

[
m(fCt)

m(fAt+4t\fCt)

]n−1

. (15)

По критерию кольцевого Q-гомеоморфизма, см., напр., [9] с.137, имеем

cap(fAt+4t, fCt) ≤ wn−1(
t+∆t∫

t

ds

sq
1

n−1
x0

(s)

)n−1 . (16)

Следовательно,

nnΩn

[
m(fCt)

m(fAt+4t\fCt)

]n−1

≤ wn−1(
t+∆t∫

t

ds

sq
1

n−1
x0

(s)

)n−1 . (17)

Обозначая, через Φ(t) = m(f(x0, t)), имеем

n
Φ(t)

Φ(t + ∆t)− Φ(t)
≤ 1

t+∆t∫
t

ds

sq
1

n−1
x0

(s)

. (18)
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Разделив обе части на ∆t, получим

n
1

∆t
·

t+∆t∫

t

ds

sq
1

n−1
x0 (s)

≤ 1
Φ(t)

· Φ(t + ∆t)− Φ(t)
∆t

. (19)

Устремляя ∆t к нулю, имеем для п.в. t

n
1

tq
1

n−1
x0 (t)

≤ Φ′(t)
Φ(t)

. (20)

Интегрируя обе части неравенства (20) по t ∈ [r,R], получим

n

R∫

r

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

≤ ln
Φ(R)
Φ(r)

. (21)

И, следовательно, имеем

exp



n

R∫

r

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 ≤ Φ(R)

Φ(r)
, (22)

Наконец, обозначая Φ(r) = m(fB(x0, r)) и Φ(R) = m(fB(x0, R)), получим оценку

m(fB(x0, r)) ≤ m(fB(x0, R)) · exp



−n

R∫

r

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 . (23)

1. О поведении на бесконечности кольцевых Q-гомеоморфизмов. Фор-
мулируемая ниже теорема представляет собой аналог известной теоремы Лиувил-
ля о несуществовании отличной от константы, ограниченной во всей плоскости
аналитической функции. Для квазирегулярных отображений данное утверждение
получено в работе [7]. Аналогичные вопросы для кольцевых Q-отображений иссле-
довались в работах [17], [18].

Теорема 1. Пусть f : Rn → Rn – кольцевой Q-гомеоморфизм в точке x0 ∈ Rn.
Тогда

lim inf
R→∞

L(x0, f, R) · exp



−

R∫

r0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 > 0, (24)

где
L(x0, f, R) = sup

|x−x0|≤R
|f(x)− f(x0)|

и r0 – произвольное положительное число.
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Доказательство. Замечая, что m(fB(x0, R)) ≤ Ωn · Ln(x0, f, R), из леммы 1
получаем

m(fB(x0, r0)) ≤ Ωn · Ln(x0, f, R) · exp



−n

R∫

r0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)



 . (25)

Очевидно, что m(fB(x0, r0)) > 0 и от R никак не зависит. Переходя к нижнему
пределу в (25), при R →∞, получаем (24).
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