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Анотацiя. Доведено, що кожне вiдображення f : X → Y першого
функцiонального класу Лебеґа належить до першого класу Бера,
якщо X — слабко ультранормальний простiр, а Y — метризовний
сепарабельний простiр.
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1. Нехай X i Y — топологiчнi простори. Ми будемо позначати
символом B1(X,Y ) сукупнiсть усiх вiдображень f : X → Y першого
класу Бера, тобто поточкових границь послiдовностей неперервних
функцiй.

Множину A ⊆ X ми називаємо
а) функцiональною типу Gδ, якщо A =

⋂∞
n=1Gn, де Gn — фун-

кцiонально вiдкритi в X множини,
б) функцiональною типу Fσ, якщо A =

⋃∞
n=1 Fn, де Fn — фун-

кцiонально замкненi в X множини,
в) функцiонально двосторонньою, якщо вона одночасно є фун-

кцiональною типу Fσ i функцiональною типу Gδ.
Через H1(X,Y ) /H∗

1 (X,Y )/ позначатимемо сукупнiсть усiх вiд-
ображень f : X → Y першого /функцiонального/ класу Лебеґа, тоб-
то таких, для яких прообраз f−1(G) довiльної вiдкритої в просторi Y
множини G є типу Fσ /функцiональною типу Fσ/ в X.

Зауважимо, що H∗
1 (X,Y ) ⊆ H1(X,Y ), причому цi класи збiгаю-

ться для досконало нормального простору X. А у випадку, коли про-
стiр Y метризовний, то має мiсце включення B1(X,Y ) ⊆ H∗

1 (X,Y ).
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Згiдно з теоремою Лебеґа–Гаусдорфа [22, c. 402] рiвнiсть H1(X,Y )
= B1(X,Y ) має мiсце, коли X — метричний простiр, а Y = [0, 1]m, де
m ≤ ℵo. Запропонована тут схема доведення включення H1(X,Y ) ⊆
B1(X,Y ) полягає у поданнi функцiї першого класу Лебеґа у виглядi
рiвномiрної границi простих функцiй першого класу Бера. Впродовж
ХХ столiття багато математикiв (C. Ролевич, Р. Ганселл, К. Роджерс,
М. Фосґерау та iншi) узагальнювали цей результат на випадок, коли
простiр Y задовольняє умови типу зв’язностi.

Г. Шатерi та Дж. Зафаранi в [2] застосували метод Лебеґа–Гаус-
дорфа для встановлення рiвностi H1(X,Y ) = B1(X,Y ) у випадку,
коли простiр Y незв’язний, i довели теорему про рiвнiсть першого бе-
рiвського i першого лебеґiвського класiв для вiдображень f : X → Y

з вiдносно компактним образом, якi дiють з ультранормального про-
стору X у метризовний нульвимiрний простiр Y . Правда, доводячи
цей результат, автори зовсiм не пояснюють, чому рiвномiрна границя
простих функцiй першого класу Бера залишається функцiєю першо-
го класу Бера. Слiд зазначити, що у загальнiй ситуацiї, коли X —
топологiчний простiр (чи, навiть, X = [0, 1]) i Y — метричний про-
стiр, рiвномiрна границя послiдовностi функцiй fn : X → Y першого
класу Бера не обов’язково є функцiєю першого класу Бера (вiдповiд-
ний приклад наведений у [3]).

В цiй статтi ми доведемо загальнiший нiж у [2] результат для вiд-
ображень, визначених на слабко ультранормальному просторi. Зокре-
ма, ми покажемо, що рiвномiрна границя послiдовностi вiдображень
першого класу Бера fn : X → Y належить до першого класу Бе-
ра, якщо X — слабко ультранормальний простiр, а Y — метричний
простiр.

2. Топологiчний простiр X називається ультранормальним [2],
якщо вiн гаусдорфовий i для довiльних диз’юнктних замкнених мно-
жин F1 i F2 в X iснує вiдкрито-замкнена в X множина G, така, що
F1 ⊆ G ⊆ X \ F2.

Ми будемо називати гаусдорфовий простiр X слабко ультранор-

мальним, якщо для довiльних диз’юнктних функцiонально замкне-
них множин F1 i F2 в X iснує вiдкрито-замкнена множина G в X,
така, що F1 ⊆ G ⊆ X \ F2.

Зрозумiло, що з ультранормальностi простору X випливає його
слабка ультранормальнiсть, а для досконало нормальних просторiв
цi поняття збiгаються.

Лема 1. Нехай X — слабко ультранормальний простiр i F1, . . . ,

Fn — диз’юнктнi функцiонально замкненi в X множини. Тодi iсну-

ють диз’юнктнi вiдкрито-замкненi в X множини G1, . . . , Gn, такi,
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що Fi ⊆ Gi для кожного 1 ≤ i ≤ n i X = G1 ⊔ · · · ⊔Gn.

Доведення. Нехай n = 2. Тодi для диз’юнктних функцiонально за-
мкнених множин F1 i F2 iснує вiдкрито-замкнена множина G в X,
така, що F1 ⊆ G ⊆ X \F2. Покладемо G1 = G i G2 = X \G. Очевидно,
що множини G1 i G2 диз’юнктнi i вiдкрито-замкненi в X, причому
F1 ⊆ G1, F2 ⊆ G2 i X = G1 ⊔G2.

Припустимо, що n > 2 i твердження леми виконується для всiх
1 ≤ k < n. Нехай F1, . . . , Fn — диз’юнктнi функцiонально замкненi
множини в X. Згiдно з припущенням iснують диз’юнктнi вiдкрито-
замкненi множини U1, . . . , Un−1, такi, що Fi ⊆ Ui для кожного 1 ≤
i ≤ n− 2, Fn−1 ⊔ Fn ⊆ Un−1 i X = U1 ⊔ · · · ⊔Un−1. Крiм того, iснують
диз’юнктнi вiдкрито-замкненi множини U i V , такi, що Fn−1 ⊆ U ,
Fn ⊆ V i X = U ⊔ V . Покладемо Gi = Ui для кожного 1 ≤ i ≤ n− 2,
Gn−1 = Un−1 ∩ U i Gn = Un−1 ∩ V .

Послiдовнiсть (fn)∞n=1 вiдображень fn : X → Y ми будемо нази-
вати стабiльно збiжною до вiдображення f : X → Y , якщо для ко-
жного x ∈ X iснує номер no, такий, що fn(x) = f(x) для всiх n ≥ no,

i позначатимемо це символом fn
d
→f .

Твердження 1. Нехай X — слабко ультранормальний простiр,

Y — T1-простiр i f : X → Y — скiнченнозначне вiдображення пер-

шого функцiонального класу Лебеґа. Тодi iснує послiдовнiсть (fn)∞n=1

неперервних вiдображень fn : X → Y , яка стабiльно збiгається до

вiдображення f .

Доведення. Нехай f(X) = {y1, . . . , ym}. Оскiльки f ∈ H∗
1 (X,Y ), то

для кожного 1 ≤ i ≤ m множина Ai = f−1(yi) є функцiональною
типу Fσ в X. Тодi Ai =

⋃∞
n=1 Fi,n, де (Fi,n)∞n=1 — зростаюча послiдов-

нiсть функцiонально замкнених в X множин. Оскiльки простiр X

слабко ультранормальний, то, згiдно з лемою 1, для кожного n ∈ N

iснують диз’юнктнi вiдкрито-замкненi множини G1,n, . . . , Gm,n, такi,
що Fi,n ⊆ Gi,n для кожного 1 ≤ i ≤ m i X = G1,n ⊔ · · · ⊔ Gm,n. Для
кожного n ≥ 1 покладемо fn(x) = yi, якщо x ∈ Gi,n. Тодi для всiх
n ≥ 1 вiдображення fn : X → Y неперервнi, адже множини Gi,n

вiдкритi. Покажемо, що fn
d
→f . Справдi, нехай x ∈ X. Тодi iснують

i ∈ {1, . . . ,m} i no ∈ N, такi, що x ∈ Fi,n для всiх n ≥ no. Тодi
f(x) = yi. Оскiльки Fi,n ⊆ Gi,n, то i fn(x) = yi для всiх n ≥ no.

Лема 2. Нехай X — топологiчний простiр, Y — T1-простiр i f, g :
X → Y — скiнченнозначнi вiдображення першого функцiонального

класу Лебеґа. Тодi вiдображення h : X → Y × Y , h(x) = (f(x), g(x))
також належить до першого функцiонального класу Лебеґа.
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Доведення. Нехай f(X) = {y1, . . . , yn} i g(X) = {z1, . . . , zm}. Оскiль-
ки f, g ∈ H∗

1 (X,Y ), то множини Fi = f−1(yi) i Gj = g−1(zj) є фун-
кцiонально двостороннi для всiх i = 1, . . . , n i j = 1, . . . ,m. Зрозумiло,
що всi множини Ei,j = Fi∩Gj також є функцiонально двостороннiми
в X. Тому для довiльної вiдкритої в Y × Y множини W прообраз
h−1(W ) =

⋃

(yi,zj)∈W Ei,j є функцiонально двосторонньою множиною
в X.

Ми будемо використовувати наступне твердження [4, лема 3.3.].

Теорема 1. Нехай X — топологiчний простiр, Y — цiлком обме-

жений метричний простiр i f : X → Y — вiдображення першо-

го функцiонального класу Лебеґа. Тодi iснує рiвномiрно збiжна до

f послiдовнiсть (fn)∞n=1 скiнченнозначних вiдображень fn : X → Y

першого функцiонального класу Лебеґа.

Твердження 2. Нехай X — слабко ультранормальний простiр,

Y — метричний простiр i послiдовнiсть (fn)∞n=1 скiнченнозначних

вiдображень fn ∈ H∗
1 (X,Y ) рiвномiрно збiгається до вiдображення

f на X. Тодi f ∈ B1(X,Y ).

Доведення. Не порушуючи загальностi, можемо вважати, що

d(fn+1(x), fn(x)) ≤
1

2n+1

для всiх x ∈ X i n ≥ 1. З твердження 1 випливає, що для кожного
n ∈ N iснує послiдовнiсть (fn,m)∞m=1 неперервних скiнченнозначних

вiдображень fn,m : X → Y , така, що fn,m
d
→fn.

Для кожного x ∈ X покладемо h1,m(x) = f1,m(x). Нехай n ∈ N i
для всiх 1 ≤ k ≤ n вже визначенi послiдовностi (hk,m)∞m=1 неперерв-

них скiнченнозначних вiдображень hn,m : X → Y , такi, що hk,m
d
→fk

для всiх 1 ≤ k ≤ n i

d(hk+1,m(x), hk,m(x)) ≤
1

2k+1
, 1 ≤ k < n, m ≥ 1, x ∈ X.

Для кожного m ∈ N покладемо

Am =
{

x ∈ X : d(fn+1,m(x), hn,m(x)) ≤
1

2n+1

}

i визначимо послiдовнiсть (hn+1,m)∞m=1 наступним чином:

hn+1,m(x) =

{

fn+1,m(x), якщо x ∈ Am,

hn,m(x), якщо x 6∈ Am.
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Зафiксуємо x ∈ X. Iснує номерm1, такий, що hn,m(x) = fn(x) для всiх
m ≥ m1. Крiм того, iснує номер m2, такий, що fn+1,m(x) = fn+1(x)
для всiх m ≥ m2. Нехай mo = max{m1,m2}. Тодi при m ≥ mo будемо
мати, що

d(fn+1,m(x), hn,m(x)) = d(fn(x), fn+1(x)) ≤
1

2n+1
.

Таким чином, x ∈ Am для всiх m ≥ mo. Тодi hn+1,m(x) = fn+1,m(x)

для всiх m ≥ mo, а, оскiльки fn+1,m
d
→fn+1, то i hn+1,m

d
→fn+1.

Нехай тепер m ∈ N i x ∈ X. Якщо x ∈ Am, то hn+1,m(x) =
fn+1,m(x) i

d(hn+1,m(x), hn,m(x)) = d(fn+1,m(x), hn,m(x)) ≤
1

2n+1
,

якщо ж x 6∈ Am, то hn+1,m(x) = hn,m(x) i d(hn+1,m(x), hn,m(x)) = 0.

Оскiльки вiдображення fn+1,m i hn,m неперервнi i скiнченнозначнi,
то, згiдно з лемою 2, вiдображення h : X → Y 2, h(x) = (fn+1,m(x),
hn,m(x)) також неперервне. Тодi функцiя d ◦h : Y ×Y → R неперерв-
на i скiнченнозначна, звiдки випливає, що множини Am вiдкрито-
замкненi в X для кожного m. Тому вiдображення hn+1,m : X → Y

неперервнi для всiх m ∈ N.

Покажемо тепер, що limm→∞ hm,m(x) = f(x). Зафiксуємо x ∈ X i
ε > 0. Виберемо номер no так, щоб

1

2no
<
ε

2
i d(fno

(x), f(x)) <
ε

2
.

Iснує номер mo > no, такий, що hno,m(x) = fno
(x) для всiх m ≥ mo.

Тодi при m ≥ mo маємо, що

d(hm,m(x), f(x))

≤ d(hm,m(x), hm−1,m(x)) + · · · + d(hno+1,m(x), hno,m(x))

+ d(hno,m(x), fno
(x)) + d(fno

(x), f(x))

≤
1

2m
+ · · · +

1

2no+1
+
ε

2
<

1

2no
+
ε

2
< ε.

Отже, вiдображення f : X → Y належить до першого класу Бера.

Наступний допомiжний результат доведений в [5, Proposition 1.10].

Теорема 2. Нехай X — топологiчний простiр, Y — метризовний

простiр. Тодi B1(X,Y ) ⊆ H∗
1 (X,Y ).
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Як наслiдок з твердження 2, отримується теорема про рiвномiрну
границю послiдовностi вiдображень першого класу Бера, визначених
на ультранормальному просторi.

Теорема 3. Нехай X — слабко ультранормальний простiр, Y —

цiлком обмежений метричний простiр. Тодi рiвномiрна границя f

послiдовностi (fn)∞n=1 вiдображень fn ∈ B1(X,Y ) належить до пер-

шого класу Бера.

Доведення. Оскiльки fn ∈ B1(X,Y ) для кожного n ∈ N, то з теоре-
ми 2 випливає, що fn ∈ H∗

1 (X,Y ).
Згiдно з теоремою 1 для кожного номера n iснує послiдовнiсть

(fn,m)∞m=1 скiнченнозначних вiдображень fn,m ∈ H∗
1 (X,Y ), яка рiвно-

мiрно збiгається до fn.
Переходячи при необхiдностi до пiдпослiдовностi, будемо вважа-

ти, що

(i) d(fn(x), f(x)) < 1
n
;

(ii) d(fn,m(x), fn(x)) < 1
m

для всiх x ∈ X i n,m ∈ N.
Покажемо, що послiдовнiсть (fm,m)∞m=1 рiвномiрно прямує до вiд-

ображення f . Зафiксуємо ε > 0 i знайдемо номер mo, такий, що
1

mo
<
ε

2
. Тодi при m ≥ mo маємо, що

d(fm,m(x), f(x)) ≤ d(fm,m(x), fm(x)) + d(fm(x), f(x)) <
1

m
+

1

m
< ε

для всiх x ∈ X.
Згiдно з твердженням 2 вiдображення f : X → Y належить до

першого класу Бера.

Доведемо тепер основний результат цього пункту.

Теорема 4. Нехай X — слабко ультранормальний простiр, Y —

метризовний сепарабельний простiр. Тодi H∗
1 (X,Y ) = B1(X,Y ).

Доведення. Включення B1(X,Y ) ⊆ H∗
1 (X,Y ) випливає з теореми 2.

Встановимо обернене включення. Нехай f ∈ H∗
1 (X,Y ). Згiдно з [6,

c. 398] на просторi Y iснує метрика d, яка породжує його тополо-
гiчну структуру i така, що простiр (Y, d) цiлком обмежений. Згiдно
з теоремою 1 iснує послiдовнiсть (fn)∞n=1 скiнченнозначних вiдобра-
жень fn ∈ H∗

1 (X,Y ), яка рiвномiрно збiгається до вiдображення f .
Застосовуючи твердження 2, отримаємо, що f ∈ B1(X,Y ).
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3. Нагадаємо [6, c. 529], що топологiчний простiр X називається
спадково незв’язним, якщо вiн не мiстить жодного зв’язного пiдпро-
стору, який складається бiльше нiж з однiєї точки.

Встановимо тепер необхiднi умови на простiр X для того, щоб
виконувалось включення H∗

1 (X,Y ) ⊆ B1(X,Y ) у випадку спадково
незв’язного простору Y .

Твердження 3. Нехай X — топологiчний простiр, в якому кожна

одноточкова множина є функцiонально замкненою, Y – спадково не-

зв’язний гаусдорфовий простiр i H∗
1 (X,Y ) ⊆ B1(X,Y ). Тодi простiр

X спадково незв’язний.

Доведення. Припустимо, що простiр X не є спадково незв’язним. Не-
хай X =

⊔

s∈S Cs, де Cs — компоненти зв’язностi простору X. Згiдно
з припущенням, iснує so ∈ S, таке, що |Cso

| > 1. Виберемо точки
xo ∈ Cso

, y1, y2 ∈ Y , y1 6= y2, i покладемо

ϕ(x) =

{

y1, x = xo,

y2, x 6= xo.

Вiдображення ϕ : X → Y належить до першого функцiонального
класу Лебеґа. Справдi, нехай G — довiльна вiдкрита в Y множина.
Якщо y1, y2 6∈ G, то ϕ−1(G) = Ø, якщо ж y1, y2 ∈ G, то ϕ−1(G) =
X, отже, в цих випадках ϕ−1(G) є функцiональною Fσ-множиною.
Якщо y1 ∈ G, а y2 6∈ G, то ϕ−1(G) = {xo}. Оскiльки {xo} — це
функцiонально замкнена множина, то вона є функцiональною типу
Fσ в X. Якщо y2 ∈ G, а y1 6∈ G, то ϕ−1(G) = X \ {xo}. Оскiльки
{xo} = ψ−1(0) =

⋂∞
n=1 ψ

−1(− 1
n
, 1

n
), де ψ : X → R — деяка неперервна

функцiя, то множина {xo} є функцiональною типу Gδ в X, а тодi
доповнення до неї X \ {xo} є функцiональною Fσ-множиною. Отже,
ϕ ∈ H∗

1 (X,Y ).
Згiдно з умовою теореми iснує послiдовнiсть (ϕn)∞n=1 неперервних

вiдображень ϕn : X → Y , така, що ϕn(x) → ϕ(x) для кожного x ∈ X.
Оскiльки Cso

— зв’язна множина, то множина ϕn(Cso
) теж зв’язна в

Y для кожного n. Простiр Y спадково незв’язний, тому ϕn(x) = yn

для всiх x ∈ Cso
. Якщо x = xo, то f(x) = y1 i ϕn(x) = yn → y1.

Крiм того, iснує точка x ∈ Cso
, така, що x 6= xo. Тодi f(x) = y2 i

ϕn(x) = yn → y2, що суперечить гаусдорфовостi простору Y . Таким
чином, простiр X спадково незв’язний.

Нагадаємо [6, c. 529], що непорожнiй тихоновський простiр X

називається сильно нульвимiрним, якщо в довiльне скiнченне фун-
кцiонально вiдкрите покриття (Ui)

k
i=1 цього простору можна вписати

скiнченне вiдкрите покриття (Vi)
m
j=1, таке, що Vi ∩ Vj = Ø при i 6= j.
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Двi пiдмножини A i B топологiчного простору X називаються
цiлком вiдокремними [6, c. 77], якщо iснує неперервна функцiя f :
X → [0, 1], така, що f(x) = 0 при x ∈ A i f(x) = 1 при x ∈ B.

Нам будуть потрiбнi наступнi результати з [6].

Лема 3 ([6, c. 530]). Для довiльних цiлком вiдокремних пiдмножин

A i B сильно нульвимiрного простору X iснує вiдкрито-замкнена

множина U ⊆ X, така, що A ⊆ U ⊆ X \B.

Теорема 5 ( [6, c. 532]). Спадкова незв’язнiсть, нульвимiрнiсть

i сильна нульвимiрнiсть рiвносильнi в класi непорожнiх локально

компактних паракомпактiв.

З леми 3 i означення слабко ультранормального простору безпо-
середньо випливає наступний факт.

Твердження 4. Кожний сильно нульвимiрний простiр є слабко

ультранормальним.

Теорема 6. Нехай X — непорожнiй локально компактний параком-

пакт з першою аксiомою злiченностi i Y — спадково незв’язний ме-

тризовний сепарабельний простiр. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) H∗
1 (X,Y ) = B1(X,Y );

(ii) X — спадково незв’язний простiр.

Доведення. В T1-просторi з першою аксiомою злiченностi кожна од-
ноточкова множина є замкненою типу Gδ. Враховуючи, що простiр X
нормальний, маємо, що кожна одноточкова множина в ньому є фун-
кцiонально замкненою. Тому iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) випливає з твер-
дження 3. Iмплiкацiя (ii) ⇒ (i) випливає з теореми 4, адже, згiдно
з теоремою 5 та твердженням 4 простiр X є слабко ультранормаль-
ним.
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