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НЕЧЕТКАЯ МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ГИДРОАКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН
С ПЛОСКИМ ВЯЗКОУПРУГИМ
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫМ ЭКРАНОМ

Разработан и апробирован теоретический алгоритм анализа учета факторов неопреде-
ленности в модели гидроакустического экрана в виде вязкоупругого трансверсально-
изотропного деформируемого слоя, контактирующего по граням с массивами идеальной
слабосжимаемой жидкости. Представляемая нечетко-множественная методика ориентиро-
вана на учет разбросов для значений неконтрастных экспериментальных параметров гео-
метрических и физико-механических свойств экрана и разделяемых экраном жидкостей.
В основу синтезируемого алгоритма положено использование аналитических результатов
исследования четкого детерминированного варианта рассматриваемой модели и последую-
щее применение альфа-уровневой модификации эвристического принципа обобщения для
перехода к нечетким представлениям экзогенных параметров.
Ключевые слова: модели плоских гидроакустических экранов, трансверсально-изотроп-
ные вязкоупругие материалы, разброс значений физико-механических и геометрических
параметров, нечетко-множественное оценивание характеристик эффективности экраниро-
вания, применение модифицированного эвристического принципа обобщения, анализ слу-
чая нечетко-интервальных экзогенных параметров.

Введение и постановка задачи. Дальнейшие исследования в области
развития подходов к синтезу, анализу и структурно-параметрической опти-
мизации новых эффективных моделей систем гидроакустического экраниро-
вания [1, 2] в качестве одного из актуальных аспектов предполагают совер-
шенствование алгоритмов корректного учета факторов неопределенности в
задании параметров указанных моделей. При этом, наряду с возможностями
применения для решения этой проблемы методов стохастического анализа
[3, 4], учет неконтрастности значений физико-механических и структурно-
геометрических параметров для конструкций гидроакустических экранов мо-
жет быть альтернативно реализован на базе теории нечетких вычислений
(методов теории нечетких множеств) [5 – 13]. В этой связи целью исследо-
ваний, представленных в настоящей работе, является разработка и приме-
нение нечетко-множественной методики оценивания факторов разброса эн-
догенных характеристик в модели однослойного плоского гидроакустическо-
го экрана из поперечно-анизотропного вязкоупругого материала с неконт-
растными физико-механическими параметрами. Представляемый подход свя-
зан с использованием модифицированного эвристического принципа обобще-
ния [8 – 13] при переходе к нечетким аргументам в получаемых классических
четких аналитических расчетных соотношениях для анализируемых величин.

Рассматривается модель плоского конструкционного элемента для экра-
нирования виброизлучений в жидкой среде в виде деформируемого слоя
толщины h, занимающего в пространстве нормированных прямоугольных
декартовых координат Ox1x2x3 область VL = {(x1, x2) ∈ R2, x3 ∈
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∈ [0, h]}. Полагается, что материалом слоя является линейно-вязкоупругий
трансверсально-изотропный [14, 15] материал с ориентированной вдоль Ox3
осью изотропии, для которого определяющие соотношения могут быть запи-
саны в виде

~σ = ‖cij‖
⇀
ε ,

где ~σ = (σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12) – компоненты нормированного комплексно-
го тензора механических напряжений; ~ε = (∂1u1, ∂2u2, ∂3u3, ∂2u3+∂3u2, ∂1u3+
+∂3u1, ∂1u2 + ∂2u1), ∂j = ∂/∂xj ; uj (j = 1, 3) – компоненты нормированно-
го вектора динамических упругих перемещений; cij(ω) = c∗ij(ω) + ic∗∗ij (ω) –
компоненты комплексного тензора нормированных частотно-зависимых мо-
дулей упругости вязкоупругой трансверсально-изотропной среды; ω – цикли-
ческая частота исследуемого волнового процесса. В качестве нормирующих
параметров при переходе к безразмерным характеристикам для величин ли-
нейной размерности используется параметр h∗, для характеристик плотности
– параметр ρ∗, а для величин с размерностями механических напряжений –
параметр c∗.

Подобласти вне слоя

V
(−)
F = {(x1, x2) ∈ R2, x3 ∈ (−∞, 0)}, V

(+)
F = {(x1, x2) ∈ R2, x3 ∈ (h,∞)}

полагаются заполненными слабосжимаемой идеальной жидкостью, которая,
соответственно, характеризуется параметрами плотности в невозмущенном

состоянии ρ
(−)
0 , ρ

(+)
0 и адиабатическими модулями сжимаемости κ(−), κ(+). В

исследуемом случае рассматривается нормальное падение из глубины обла-

сти V
(−)
F на поверхность раздела Γ− = {(x1, x2) ∈ R2, x3 = 0} плоской мо-

нохроматической волны давления с циклической частотой ω. Комплексный

потенциал падающей гидроакустической волны имеет представление Φ
(−)
01 =

= ϕ
(−)
01 exp(−i(ωt − k

(−)
F x3)), в котором ϕ

(−)
01 – исходный амплитудный пара-

метр, k
(−)
F – волновое число гидроакустической волны в среде, заполняющей

область V
(−)
F . При этом в V

(−)
F генерируется отраженная от Γ− гидроакусти-

ческая волна с комплексным потенциалом Φ
(−)
02 = ϕ

(−)
02 exp(−i(ωt + k

(−)
F x3));

в слое VL формируется поле волновых упругих колебаний с комплексными
функциями перемещений вида u1 = u2 = 0, u3 = u3a(x3) exp(−iωt), а на
поверхности Γ+ = {(x1, x2) ∈ R2, x3 = h} в заполненном жидкостью полупро-

странстве V
(+)
F возбуждается прошедшая экран гидроакустическая волна с

комплексным представлением волнового потенциала Φ(+) = ϕ
(+)
0 exp(−i(ωt−

−k
(+)
F x3)).
Система математических соотношений модели волновых процессов в рас-

сматриваемой структуре включает:

– уравнения для акустических сред в областях V
(−)
F и V

(+)
F

∂2
3Φ

(±) = (c
(±)
0 )−2∂2

tΦ
(±), (1)
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где c
(±)
0 = (κ(±)ρ

(±)
0 )−1/2 – фазовые скорости бездисперсных гидроакустиче-

ских волн;
– соотношения связи потенциалов гидроакустических волн с комп-

лексными характеристиками векторов скоростей v(±) волновых смещений
частиц и давлений P (±) в соответствующих акустических средах

v(±) = −grad Φ(±), P (±) = ρ
(±)
0 ∂tΦ

(±), ∂t = ∂/∂t; (2)

– уравнения для колебательных перемещений uc 3 в линейно-вязкоупругом
трансверсально-изотропном материале экранирующего слоя

c33∂
2
3uc3 − ρ∂2

t uc3 = 0; (3)

– краевые условия на поверхностях Γ−, Γ+:

(σc33)Γ−
= (−P (−))Γ−

, (∂tuc3)Γ−
= (v

(−)
c3 )Γ−

,

(σc33)Γ+ = (−P (+))Γ+ , (∂tuc3)Γ+ = (v
(+)
c3 )Γ+ .

(4)

1. Алгоритм формирования нечетких оценок для показателей
эффективности экранирования. Оценке на основе исследования опи-
санной модели гидроакустического экрана подлежат соотношения давлений
в падающей и отраженной, а также в падающей и возбуждаемой за экра-
ном гидроакустических волнах при учете разбросов в значениях задаваемых
физико-механических параметров.

Для получения аналитических расчетных соотношений четкой детерми-
нистической версии модели (1)–(4) используются представления

Φ(−) = ϕ
(−)
01 exp(−i(ωt− k

(−)
F x3)) + ϕ

(−)
02 exp(−i(ωt+ k

(−)
F x3)),

Φ(+) = ϕ
(+)
0 exp(−i(ωt− k

(+)
F x3)),

u3 = (u−(α/ω) exp(−iαx3) + u+(α/ω) exp(iαx3)) exp(−iωt),

∂tu3 = (−iα)(u− exp(−iαx3) + u+ exp(iαx3)) exp(−iωt),

σ33 = (c33/ω)((−iα2)u− exp((−iα)x3) + (iα2)u+ exp((iα)x3)) exp(−iωt),

P (−) = (−iωρ
(−)
0 )(ϕ

(−)
01 exp(−i(ωt− k

(−)
F x3)) + ϕ

(−)
02 exp(−i(ωt+ k

(−)
F x3))) =

= P
(−)
1 + P

(−)
2 ,

P (+) = (−iωρ
(+)
0 )ϕ

(+)
0 exp(−i(ωt− k

(+)
F x3)),

v
(−)
3 = ik

(−)
F (−ϕ

(−)
01 exp(−i(ωt− k

(−)
F x3)) + ϕ

(−)
02 exp(−i(ωt+ k

(−)
F x3))),

v
(+)
3 = −ik

(+)
F ϕ

(+)
0 exp(−i(ωt− k

(+)
F x3)),

(5)

где

α = (ρω2h2∗c
−1
33 )

1/2, k
(±)
F = ω/c

(±)
0 .
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При использовании представлений (5) граничные условия (4) трансфор-
мируются в систему линейных алгебраических уравнений четвертого порядка
‖∆ij‖X = |ςj | относительно компонентов вектора неопределенных коэффи-

циентов X = {ϕ
(−)
02 , u+, u−, ϕ

(+)
0 }, для которой ненулевые элементы матрицы

‖∆ij‖ (i, j = 1, 4) и столбца правых частей ‖ςj‖ (j = 1, 4) имеют вид:

∆11 = −iωρ
(−)
0 , ∆12 = (c33/ω)(iα

2), ∆13 = (c33/ω)(−iα2),

∆21 = −ik
(−)
F , ∆22 = −iα, ∆23 = −iα,

∆32 = (c33/ω)(iα
2) exp((−iα)h), ∆33 = (c33/ω)(−iα2) exp((iα)h),

∆34 = −iωρ
(+)
0 exp(ik

(+)
F h), ∆42 = (−iα) exp(−iαh),

∆43 = (−iα) exp(iα)h), ∆44 = ik
(+)
F exp(ik

(+)
F h),

ς1 = iωρ
(−)
0 ϕ

(−)
01 , ς2 = −ik

(−)
F ϕ

(−)
01 .

Решения данной системы имеют аналитические представления:

ϕ
(−)
02 = (−ς1(∆22(∆34∆43 −∆33∆44) + ∆23(∆32∆44 −∆34∆42))−

−ς2(∆13(∆34∆42 −∆32∆44) + ∆12(∆33∆44 −∆34∆43)))ϑ
−1,

u− = −(ς2∆11 − ς1∆21)(∆34∆43 −∆33∆44)ϑ
−1,

u+ = (ς2∆11 − ς1∆21)(∆34∆42 −∆32∆44)ϑ
−1,

ϕ
(+)
0 = −(ς2∆11 − ς1∆21)(∆32∆43 −∆33∆42)ϑ

−1,

ϑ = −∆13∆21∆34∆42 +∆11∆23∆34∆42 +∆12∆21∆34∆43 −∆11∆22∆34∆43−

−∆11∆23∆32∆44 +∆13∆21∆32∆44 −∆12∆21∆33∆44 +∆11∆22∆33∆44,

что, в свою очередь, позволяет записать аналитические выражения для
характеристик эффективности экранирования в виде амплитудных соотно-
шений давлений

g1(κ
(±), ρ

(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33ρ, h, ω) =

∣∣∣P (−)
2 /P

(−)
1

∣∣∣ =
∣∣∣ϕ(−)

02 /ϕ
(−)
01

∣∣∣ ,

g2(κ
(±), ρ

(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33ρ, h, ω) =

∣∣∣P (+)/P
(−)
1

∣∣∣ =
∣∣∣ϕ(+)

0 /ϕ
(−)
01

∣∣∣ ,
(6)

а также соотношения для их квадратов, характеризующие энергетику рас-
сматриваемого процесса.

Построенное аналитическое решение может быть использовано для фор-
мирования оценок влияния разбросов (неконтрастности) в задании значений

параметров κ(±), ρ
(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33, ρ, h, ω на показатели эффективности экраниро-

вания gj(κ
(±), ρ

(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33, ρ, h, ω), g

2
j (κ

(±), ρ
(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33, ρ, h, ω).
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При разработке алгоритма получения нечетких оценок для показателей
эффективности экранирования gj в рамках нечетко-множественного под-
хода к анализу влияния разброса в значениях геометрических и физико-
механических параметров для экрана и окружающих акустических сред на

амплитудные показатели gj(κ
(±), ρ

(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33, ρ, h, ω) вводится предположе-

ние о возможности эффективного описания неконтрастных значений пара-

метров κ(±), ρ
(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33, ρ, h, ω трапецеидальными нормальными нечеткими

интервалами κ̃(±), ρ̃
(±)
0 , c̃∗33, c̃

∗∗
33, ρ̃, h̃, ω̃, характеризуемыми кортежами репер-

ных точек
κ̃(±) : (κ

(1)
± , κ

(2)
± , κ

(3)
± , κ

(4)
± ),

ρ̃
(±)
0 : (ρ

(1)
0±, ρ

(2)
0±, ρ

(3)
0±, ρ

(4)
0±),

c̃∗33 : (c
(1)
33 , c

(2)
33 , c

(3)
33 , c

(4)
33 ),

c̃∗∗33 : (s
(1)
33 , s

(2)
33 , s

(3)
33 , s

(4)
33 ),

ρ̃ : (ρ
(1)
± , ρ

(2)
± , ρ

(3)
± , ρ

(4)
± ),

h̃ : (h(1), h(2), h(3), h(4)),

ω̃ : (ω(1), ω(2), ω(3), ω(4))

и функциями принадлежности µκ̃(±), µ
ρ̃
(±)
0

, µc̃∗33
, µc̃∗∗33

, µρ̃, µh̃, µω̃. Нечеткие

оценки g̃j для значений gj формируются путем расширения областей опре-
деления аргументов для функциональных зависимостей (6) на нечеткие мно-
жества с применением эвристического принципа обобщения в α-уровневой
форме [8 – 13]. При этом в рассматриваемых диапазонах изменения некон-
трастных, имеющих разбросы экспериментальных значений, параметров мо-

дели вводятся представления нечетко-интервальных величин κ̃(±) , ρ̃
(±)
0 , c̃∗33,

c̃∗∗33, ρ̃, h̃, ω̃ суперпозициями множеств α-срезов [8–13]:

κ̃(±) =
⋃

α∈[0,1]

(κ±α, κ±α) =
⋃

α∈[0,1]

((1 − α)κ
(1)
± + ακ

(2)
± , ακ

(3)
± + (1− α)κ

(4)
± ),

ρ̃
(±)
0 =

⋃

α∈[0,1]

(ρ
±α

, ρ±α) =
⋃

α∈[0,1]

((1 − α)ρ
(1)
± + αρ

(2)
± , αρ

(3)
± + (1− α)ρ

(4)
± ),

c̃∗33 =
⋃

α∈[0,1]

(c33α, c33α) =
⋃

α∈[0,1]

((1− α)c
(1)
33 + αc

(2)
33 , αc

(3)
33 + (1− α)c

(4)
33 ),

c̃∗∗33 =
⋃

α∈[0,1]

(s33α, s33α) =
⋃

α∈[0,1]

((1− α)s
(1)
33 + αs

(2)
33 , αs

(3)
33 + (1− α)s

(4)
33 ),

ρ̃ =
⋃

α∈[0,1]

(ρ
α
, ρα) =

⋃

α∈[0,1]

((1 − α)ρ(1) + αρ(2), αρ(3) + (1− α)ρ(4)),
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h̃ =
⋃

α∈[0,1]

(hα, hα) =
⋃

α∈[0,1]

((1− α)h(1) + αh(2), αh(3) + (1− α)h(4)),

ω̃ =
⋃

α∈[0,1]

(ωα, ωα) =
⋃

α∈[0,1]

((1 − α)ω(1) + αω(2), αω(3) + (1− α)ω(4)).

Искомые нечеткие оценки g̃j также формируются в виде суперпозиций по
множествам α-уровня

g̃j =
⋃

α∈[0,1]

(g
jα
, gjα).

При этом характеристики g
jα
, gjα имеют представления

g
jα

= inf
κ(±)∈(κ±α,κ±α)

ρ
(±)
0 ∈(ρ

0±α
,ρ0±α)

c∗33∈(c33α,c33α)
c∗∗33∈(s33α,s33α)

ρ∈(ρ
α
,ρα)

h∈(hα,hα)
ω∈(ωα,ωα)

gj(κ
(±), ρ

(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33, ρ, h, ω),

gjα = sup
κ(±)∈(κ±α,κ±α)

ρ
(±)
0 ∈(ρ

0±α
,ρ0±α)

c∗33∈(c33α,c33α)
c∗∗33∈(s33α,s33α)

ρ∈(ρ
α
,ρα)

h∈(hα,hα)
ω∈(ωα,ωα)

gj(κ
(±), ρ

(±)
0 , c∗33, c

∗∗
33, ρ, h, ω).

(7)

Полученные представления (7) используются в вычислительном алгоритме

с заданием схем варьирования значений κ(±), ρ
(±)
0 , c∗33, c∗∗33, ρ, h, ω в со-

ответствующих пределах на каждом из α-срезов, а число срезов выбирается
из соображений достижения необходимой точности вычислений в описании
функций принадлежности для нечетко-множественных оценок g̃j . При реали-
зации конкретных вариантов представленного алгоритма из множеств варьи-
руемых параметров в соотношениях (7) исключаются те, которые полагаются
заданными контрастно.

2. Реализация алгоритма оценивания в случае нечеткости пара-
метров толщины и комплексного модуля упругости. В качестве при-
мера реализации описываемой методики представлено получение нечетких
оценок для характеристик g̃j в рамках предположения о том, что существен-
но неконтрастными параметрами модели являются нормированные величины
c∗33 · 10−10[Pa], c∗∗33 · 10

−10[Pa] и h · 10−2 [m], рассматриваемые как нечетко-
интервальные экзогенные параметры

h̃ : (0.96, 0.99, 1.01, 1.04); c̃∗33 : (0.75, 0.79, 0.84, 0.88);
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c̃∗∗33 : (0.132, 0.139, 0.148, 0.155)

с функциями принадлежности, представленными на рис. 1 – 3.

Рис. 1. Функция принадлежности для нечетко-множественной характеристики h̃.

Рис. 2. Функция принадлежности для нечетко-множественной характеристики c̃∗33.

Остальные параметры полагаются в достаточной мере контрастными ве-
личинами и имеют при c∗ = 1010[Pa], h∗ = 10−2[m], ρ∗ = 103[kg/m3] следу-

ющие приведенные значения: κ(−) = κ(+) = 2.993, ρ
(−)
0 = ρ

(+)
0 = 1.0, ρ = 2.0,

ω = 1.0.
Результаты расчета функций принадлежности для нечетко-множествен-

ных эндогенных характеристик, характеризующих относительные амплитуд-
ные уровни отраженной и прошедшей экран гидроакустических волн и полу-
ченных с использованием соответствующей версии соотношений (7), приве-
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Рис. 3. Функция принадлежности для нечетко-множественной характеристики c̃∗∗33 .

дены на рис. 4, 5. Соответствующие результаты расчетов для нечетких ква-
дратичных характеристик указанных волновых движений даны на рис. 6, 7.

Рис. 4. Функция принадлежности для нечетко-множественной характеристики g̃1.

Таким образом, при расчетах распределений g̃j , g̃
2
j , приводимых на

рис. 4, 5 и рис. 6, 7, использовалось разбиение на α-срезы с равномерным ша-
гом ∆α = 0.01 варьирования параметра α. Данные распределения описыва-
ют характеризуемую нормированными параметрами 0 ≤ µg̃j , µg̃2

j
≤ 1 степень

уверенности в том, что значения эндогенных характеристик рассматриваемой
модели gj , g

2
j при учете задаваемых разбросов экзогенных параметров будут

изменяться в пределах интервалов (g
jα
, gjα), (g

2
jα
, g2jα) на соответствующих

α-уровнях уверенности.
Полученные оценки позволяют, в частности, сделать выводы о диапазо-

нах наиболее достоверных значений относительных амплитудных показате-
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Рис. 5. Функция принадлежности для нечетко-множественной характеристики g̃2.

Рис. 6. Функция принадлежности для нечетко-множественной характеристики g̃21 .

Рис. 7. Функция принадлежности для нечетко-множественной характеристики g̃22 .
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лей отраженных и прошедших экран сигналов, а также о границах предель-
но возможных разбросов для соответствующих характеристик, и, тем самым,
повысить достоверность расчетных результатов предпроектного моделирова-
ния конструкционных элементов систем гидроакустического экранирования.

Выводы. В результате проведенных исследований разработан и апро-
бирован теоретический алгоритм анализа факторов неопределенности в мо-
дели гидроакустического экрана в виде функционально-градиентного вязко-
упругого трансверсально-изотропного деформируемого слоя, контактирую-
щего по граням с массивами идеальной слабосжимаемой жидкости. Пред-
ставляемая нечетко-множественная методика ориентирована на учет разбро-
сов для значений неконтрастных экспериментальных параметров геометри-
ческих и физико-механических свойств экрана и разделяемых экраном жид-
костей. В основу синтезированного алгоритма положено использование ана-
литических результатов исследования четкого детерминированного варианта
рассматриваемой модели и последующее применение альфа-уровневой мо-
дификации эвристического принципа обобщения для перехода к нечетким
представлениям экзогенных параметров.
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V.E. Bolnokin, E.I. Mitrushkin, Duong Minh Hai, S.V. Storozhev

Fuzzy model of interaction of hydroacoustic waves with flat viscoelastic
transversal-isotropic screen

A theoretical algorithm for the analysis of uncertainty factors in the model of a hydroacoustic
screen in the form of a viscoelastic transversally isotropic deformable layer that contacts along
the faces with arrays of an ideal weakly compressible liquid is developed and tested. The fuzzy-set
technique for allowance of uncertainties for the values of non-contrast experimental parameters
of the geometric and physico-mechanical properties of the screen and the liquids separated by
the screen is presented. The synthesized algorithm is based on the use of analytical results of
a clear deterministic version of the model and the application of the alpha-level modification
of the heuristic generalization principle to the transition to fuzzy representations of exogenous
parameters.

Keywords: models of flat hydroacoustic screens, transversely isotropic viscoelastic materials,
uncertainties of physico-mechanical and geometric parameters, fuzzy-set estimation of charac-
teristics of screenings, application of the modified heuristic generalization principle, analysis of
the case of exogenous parameters in form of fuzzy interval.
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