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К 80 ЛЕТИЮ ИВАНА ИЛЬИЧА ДАНИЛЮКА

3 декабря 2011 года исполнилось 80 лет со дня
рождения академика АН УССР, заслуженного де-
ятеля науки Украинской ССР, первого директора
ИПММ НАН Украины И.И. Данилюка.

Первые научные работы И.И. Данилюком вы-
полнены в студенческие годы в Львовском универ-
ситете под руководством Л.И. Волковыского. Зна-
чительное влияние на него в эти же годы оказало
общение с Я.Б. Лопатинским. В дальнейшем его
научные интересы формировались в школе теории
обобщенных аналитических функций, возглавля-
емой И.Н. Векуа, который был его научным ру-
ководителем в аспирантуре при Математическом
институте им. В.А. Стеклова в Москве. В 1958 г.
И.И. Данилюк защитил кандидатскую диссерта-
цию «Некоторые свойства решений эллиптических
систем первого порядка и краевые задачи» и был
направлен на работу в теоретический отдел Инсти-

тута гидродинамики Сибирского научного центра в Новосибирске. В 1963 г. он за-
щитил докторскую диссертацию «Исследование по теории краевых задач для эл-
липтических уравнений (плоский и осесимметрический случаи)».

Близкое общение с выдающимися учеными-организаторами академиками
М.А. Лаврентьевым и И.Н. Векуа обогатило его опытом, который в полной мере
был им использован, когда в 1964 г. по приглашению Президиума Академии на-
ук Украины И.И. Данилюк участвовал в создании Донецкого научного центра. Он
возвращается в Украину и с этого времени его жизнь, научная и общественная де-
ятельность связаны с Донбассом. Иван Ильич был организатором создания Инсти-
тута прикладной математики и механики НАН Украины и его первым директором
(1965-1974).

В области дифференциальных уравнений в частных производных исследова-
ния И.И. Данилюка посвящены топологическим свойствам решений в зависимости
от свойств коэффициентов рассматриваемой системы, доказательству существова-
ния внутренних по Стоилову отображений соответствующих эллиптических систем
уравнений первого порядка, разработке теории эллиптических уравнений на рима-
новых поверхностях. Им было построено ядро Коши в классе аналитических функ-
ций на конечной римановой поверхности, получено представление обобщенных ана-
литических функций через голоморфные, выведена обобщенная формула Коши.

Важные результаты получены И.И. Данилюком при исследовании краевой зада-
чи с наклонной производной для эллиптической системы первого порядка на плоско-
сти. Сформулированная им теорема эквивалентности редуцирует в классе эллипти-
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ческих систем указанную задачу к другой, граничное условие которой не содержит
производных от искомых функций. Ему удалось довести качественное исследова-
ние задачи Пуанкаре до известной полноты, исследовать спектр задачи, а также
рассмотреть аналогичные краевые задачи для нелинейных систем на плоскости.
Разработанный им подход получил дальнейшее развитие в работах других совет-
ских математиков в применении к уравнениям и граничным операторам высшего
порядка.

Большой цикл работ И.И. Данилюк посвятил теории граничных задач линейно-
го сопряжения в классе аналитических функций при достаточно широких предпо-
ложениях на исходные данные. Класс рассматриваемых граничных контуров – так
называемые линии ограниченного вращения (кривые Радона), а главные коэффици-
енты граничных условий – ограниченные функции с некоторыми дополнительными
ограничениями на характер и величину локальных колебаний их аргументов. Ис-
следована также задача со многими неизвестными функциями и построена теория
сингулярных интегральных уравнений с той же степенью общности. Итогом этих ис-
следований явилась монография «Нерегулярные граничные задачи на плоскости».

В Институте гидродинамики НАН Украины И.И. Данилюк исследовал пробле-
мы теоретической гидродинамики: для осесимметричных векторных потоков полу-
чил новое представление их через аналитические функции, построил обобщенную
формулу и обобщенный интеграл Коши, предложил формулу индекса задачи и фор-
мулы, связывающие топологические характеристики потоков с индексом краевого
условия.

И.И. Данилюк разработал теоретико-функциональный метод и метод интеграль-
ных функционалов с переменной областью интегрирования, позволяющие изучать
вопросы существования, ветвления, единственности решений задач при достаточно
общих предположениях на исходные данные в нелинейных задачах со свободными
границами. В монографии «Об интегральных функционалах с переменной областью
интегрирования» (английский перевод появился в США в 1976 г.) изложены вопро-
сы численного решения задач, дано описание топологических свойств множества
всех решений. Чрезвычайно плодотворными оказались эти методы в применении
к классической задаче Стефана. Была создана модель квазистационарной задачи
Стефана, предложен метод ее численного решения на основе метода интегральных
функционалов, доказана разрешимость нелинейной системы Ритца, сформулиро-
вана новая задача об оптимальном управлении свободной поверхностью, которая
играет важную роль в технологических процессах.

В последние годы И.И. Данилюк плодотворно работал над созданием математи-
ческих моделей механики сплошных сред. Появились его работы по теории квази-
линейных параболических уравнений с кусочно-непрерывными коэффициентами и
работы, в которых проводится качественный анализ линейных и нелинейных крае-
вых задач для эллиптических уравнений с измеримыми коэффициентами в областях
с нерегулярной границей в двухмерных и многомерном случаях.

Научное наследие И.И. Данилюка – 145 работ, из них – две монографии.
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КОЛЕБАНИЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН
ПРИ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИИ СЛОЕВ И С ПОКРЫТЫМИ
ДИАФРАГМОЙ ТОРЦАМИ

В трехмерной постановке рассмотрена задача об установившихся колебаниях трехслойных изотроп-
ных пластин с покрытыми диафрагмой плоскими гранями. На границе раздела слоев выполняют-
ся условия скользящего контакта. Получены однородные решения системы уравнений движения
в перемещениях. Проведены асимптотический анализ и численные исследования дисперсионного
уравнения. Представлены диаграммы спектральных кривых, графики изменения фазовых и груп-
повых скоростей.
Ключевые слова: трехслойная пластина, скользящий контакт, установившиеся колебания,
метод однородных решений, дисперсионные спектры, фазовые и групповые скорости.

1. Введение. История развития теорий поперечно-неоднородных упругих пла-
стин, подходов и методов решения конкретных задач отражена в обзорных статьях
[1-4] и монографиях, например, [5, 6]. Данные и другие современные публикации
свидетельствуют о том, что большинство научных результатов получено с исполь-
зованием приближенных теорий. Поэтому актуальным для науки и практических
приложений является изучение напряженного состояния и волновых полей в слои-
стых пластинах на основе уравнений трехмерной теории упругости.

Важную роль в решении трехмерных задач статики и динамики неоднородных
пластин сыграли однородные решения [7-12], предложенные в работе [13]. В рабо-
те [10] впервые полуобратным методом [14] получена полная система однородных
решений уравнений равновесия в перемещениях для трехслойной плиты симмет-
ричного строения. Исследованию свойств однородных решений неоднородных плит
посвящены работы [5, 11].

Колебания трехслойной пластины в случае идеального контакта слоев для раз-
личных граничных условий на торцах исследовались с использованием однородных
решений в работах [7-9]. Однако в горной механике существует понятие поверхно-
стей ослабленного механического контакта [15]. В частности, на границе слоев мо-
жет иметь место условие полного проскальзывания при неразрывности нормальных
компонент смещений и напряжений [16, 17]. Такой контакт уже нельзя считать иде-
альной состыковкой сред. Для кососимметричных колебаний трехслойных пластин
при отсутствии напряжений на торцах и проскальзывании слоев получены однород-
ные решения в работе [12].

В настоящей работе на основе метода однородных решений в трехмерной по-
становке рассмотрена задача о гармонических изгибных колебаниях трехслойной
пластины, плоские грани которой покрыты диафрагмой, с учетом скользящего кон-
такта слоев.

2. Постановка задачи. Рассмотрим трехслойную пластину толщиной 2h сим-
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метричного строения относительно срединной плоскости. Внешние одинаковые и
внутренний слои пластины находятся в условиях скользящего контакта и являются
изотропными. Плоские грани пластины покрыты диафрагмой, а кососимметричные
колебания вызваны внешними гармонически изменяющимися во времени усилиями,
приложенными к боковой поверхности. Отнесем пластину к безразмерным прямо-
угольным координатам x1, x2, x3, причем срединная плоскость пластины совпадает
с координатной плоскостью Ox1x2. Величины, относящиеся к внешним слоям, име-
ют индекс (1), к внутреннему – индекс (2). Обозначим через h1 толщину внешних
одинаковых слоев, 2h2 – толщину внутреннего слоя, а физико-механические харак-
теристики материалов слоев – через G̃m, ρm, νm (m = 1, 2), где G̃m – модуль сдвига,
ρm – плотность материала, а νm – коэффициент Пуассона, m – номер слоя. Введем
безразмерные величины и координаты:

x1 = x̃1/R, x2 = x̃2/R, x3 = x̃3/h = x̃3/(λR), λ = h/R, h = h1 + h2,

λ1 = h1/h, λ2 = h2/h, ui(m) = ũi(m)/R, σij(m) = σ̃ij(m)/(2G̃2),

Gm = G̃m/G̃2, G1 = G
(
i, j = 1, 3, m = 1, 2

)
.

Построение однородных решений рассматриваемой задачи сводится к интегри-
рованию известных систем уравнений движения для каждого слоя

λ−2∂2
3uj(m) +

(
D2 + Ω2

m/λ2
)
uj(m) + ν0(m)∂jθm = 0 (j = 1, 2) ,

λ−2∂2
3u3(m) +

(
D2 + Ω2

m/λ2
)
u3(m) + λ−1ν0(m)∂3θm = 0

(1)

с учетом краевых условий

uj(1) (x1, x2, 1) = 0, σ33(1) (x1, x2, 1) = 0,

u3(1) (x1, x2, λ2) = u3(2) (x1, x2, λ2) , σ33(1) (x1, x2, λ2) = σ33(2) (x1, x2, λ2) ,

σj3(1) (x1, x2, λ2) = 0, σj3(2) (x1, x2, λ2) = 0.

(2)

Обозначения здесь и ниже соответствуют принятым в работах [7-9].
3. Однородные решения задачи. Значения векторов перемещений предста-

вим суммой вихревого и потенциального состояний

ui(m) (x1, x2, x3) = ui(m)B (x1, x2, x3) + ui(m)Π (x1, x2, x3) .

Вихревое решение имеет вид

u1(m)B (x1, x2, x3) =
∞∑

k=1

p(m)k (x3) ∂2Bk (x1, x2),

u2(m)B (x1, x2, x3) = −
∞∑

k=1

p(m)k (x3) ∂1Bk (x1, x2), u3(m)B (x1, x2, x3) = 0.

Здесь
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Колебания трехслойных пластин при проскальзывании слоев

p(1)k (x3) = cos l(1)k (x3 − λ2), p(2)k (x3) = 0, когда cos l(1)kλ1 = 0,

p(1)k (x3) = 0, p(2)k (x3) = l−1
(2)k sin l(2)kx3, когда cos l(2)kλ2 = 0;

l2(m)k = Ω2
m + δ2

k, D2Bk (x1, x2) = (δk/λ)2Bk (x1, x2).

Потенциальное решение введем с помощью соотношений

uj(m)Π (x1, x2, x3) = n(m) (x3) ∂jC (x1, x2) (j = 1, 2) ,

u3(m)Π (x1, x2, x3) = q(m) (x3) C (x1, x2) .
(3)

Из выражений (1)-(3) следует

D2C (x1, x2)− (γ/λ)2C (x1, x2) = 0,

а для неизвестных функций n(m) (x3), q(m) (x3) и параметра разделения переменных
γ получаем задачу на собственные значения

n′′(m) +
[
Ω2

m + γ2
(
1 + ν0(m)

)]
n(m) + λν0(m)q

′
(m) = 0,

q′′(m) +
Ω2

m + γ2

1 + ν0(m)
q(m) +

γ2ν0(m)

λ
(
1 + ν0(m)

)n′(m) = 0;
(4)

n(1) (1) = 0, q(1) (λ2) + λ−1n′(1) (λ2) = 0,

q(2) (λ2) + λ−1n′(2) (λ2) = 0, q(1) (λ2) = q(2) (λ2) ,

γ2λ−1
(
ν0(1) − 1

)
n(1) (1) +

(
ν0(1) + 1

)
q′(1) (1) = 0,

G
[
γ2λ−1

(
ν0(1) − 1

)
n(1) (λ2) +

(
ν0(1) + 1

)
q′(1) (λ2)

]
=

= γ2λ−1
(
ν0(2) − 1

)
n(2) (λ2) +

(
ν0(2) + 1

)
q′(2) (λ2) .

Общим решением системы (4) являются функции

n(1) (x3) = H1 cos γ1(1)(x3 − λ2) + H2 sin γ1(1)(x3 − λ2)+

+H3 cos γ2(1)(x3 − λ2) + H4 sin γ2(1)(x3 − λ2),

q(1) (x3) = Q1 sin γ1(1)(x3 − λ2) + Q2 cos γ1(1)(x3 − λ2)+

+Q3 sin γ2(1)(x3 − λ2) + Q4 cos γ2(1)(x3 − λ2),

n(2) (x3) = H5 sin γ1(2)x3 + H6 sin γ2(2)x3,

q(2) (x3) = Q5 cos γ1(2)x3 + Q6 cos γ2(2)x3.

Здесь

γ2
1(m) = k2

mΩ2
m + γ2, γ2

2(m) = Ω2
m + γ2, k2

m = (1− 2νm)/(2− 2νm);

Qi = λ−1aiHi

(
i = 1, 6

)
, a1 = −γ1(1), a2 = γ1(1),

a3 = −γ2/γ2(1), a4 = γ2/γ2(1), a5 = γ1(2), a6 = γ2/γ2(2).

7
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Коэффициенты Hi имеют вид

H1 = γ1(2)Ω2
2

(
γ2 + γ2

2(1)

)
sin γ1(1)λ1 cos γ2(1)λ1 cos γ1(2)λ2 cos γ2(2)λ2,

H2 = −γ1(2)Ω2
2

(
γ2 + γ2

2(1)

)
cos γ1(1)λ1 cos γ2(1)λ1 cos γ1(2)λ2 cos γ2(2)λ2,

H3 = −2γ1(1)γ2(1)γ1(2)Ω2
2 cos γ1(1)λ1 sin γ2(1)λ1 cos γ1(2)λ2 cos γ2(2)λ2,

H4 = 2γ1(1)γ2(1)γ1(2)Ω2
2 cos γ1(1)λ1 cos γ2(1)λ1 cos γ1(2)λ2 cos γ2(2)λ2,

H5 = −γ1(1)Ω2
1

(
γ2 + γ2

2(2)

)
cos γ1(1)λ1 cos γ2(1)λ1 cos γ2(2)λ2,

H6 = 2γ1(1)γ1(2)γ2(2)Ω2
1 cos γ1(1)λ1 cos γ2(1)λ1 cos γ1(2)λ2,

а для нахождения собственных значений γ получаем дисперсионное уравнение

F (γ, Ω) ≡ η

G
γ1(1)C11C21 (ξ2S12C22 − τ2C12S22) +

+G (ξ1S11C21 − τ1C11S21) γ1(2)C12C22 = 0,

(5)

где

η = ρ1/ρ2, ξm =
(
γ2 + γ2

2(m)

)2
, τm = 4γ2γ1(m)γ2(m),

Sjm = sin γj(m)λm, Cjm = cos γj(m)λm (j, m = 1, 2).

Важной характеристикой колебаний являются частоты запирания [18]. Для их
определения полагаем в (5) γ = 0 и получаем трансцендентное уравнение

F (0, Ω) ≡ (Gk2Ω1s11c12 + k1Ω2c11s12) c21c22 = 0, (6)

где
s1m = sin (kmΩmλm) , s2m = sin (Ωmλm) ,

c1m = cos (kmΩmλm) , c2m = cos (Ωmλm) .

Уравнение (6) определяет три независимые серии частот запирания. Причем ча-
стоты второй и третьей серий находятся в явном виде и не зависят от значений
коэффициентов Пуассона ν1, ν2 в отличие от частот первого семейства.

4. Асимптотический анализ уравнений и предельные соотношения.Для
определения корней дисперсионного уравнения (5) важным является поиск точек их
пересечения с плоскостью Ω = 0. Предельный переход к задаче статики осуществля-
ется с помощью разложения функции F (γ, Ω), порождающей дисперсионное урав-
нение, в ряд Тейлора в окрестности точки Ω = 0. Если Ω → 0, тогда уравнение (5)
преобразуется к виду

F (γ, 0) ≡ (1−ν1) cos2γλ1 (sin 2γλ2−2γλ2) + G (1−ν2) (sin 2γλ1−2γλ1) cos2γλ2 = 0,

а в случае λ1 = λ2 = 1/2 – к уравнению

F (γ, 0) ≡ (sin γ − γ) cos2
γ

2
= 0,

8
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корни которого не зависят от параметров ν1, ν2, G. Серия действительных корней
последнего уравнения состоит из двукратных.

Для данного вида колебаний в особом положении оказывается первая мнимая
ветвь дисперсионного спектра уравнения (5), проходящая через начало координат
γ = 0, Ω = 0. Соответствующая дисперсная мода оказывается распространяющей-
ся при любой частоте Ω. Для анализа скоростей этой моды при малых частотах в
окрестности начала координат можно существенно упростить дисперсионное урав-
нение (5) за счет малости величин v = Imγ и Ω. При этом для безразмерной фазовой
скорости vp = cp/cS2 = Ω2/v имеем

vp = 2v

√
Gλ3

1

(
1− k2

1

)
+ λ3

2

(
1− k2

2

)

3 (ηλ1 + λ2)
.

Из последнего выражения и соотношения [18]

vg = vp + v
dvp

dv

следует, что значение безразмерной групповой скорости vg для данного случая опре-
деляется равенством

vg = 2vp.

При γ = 0 находим
vp (0) = vg (0) = 0.

Таким образом, в низкочастотном диапазоне кососимметричная волна обладает
дисперсией, и ее групповая скорость вдвое превосходит фазовую.

При γ →∞ из (5) для первой бегущей моды получаем уравнение

r1
η

G

((
1 + s2

2

)2 − 4r2s2

)
+ Gr2

((
1 + s2

1

)2 − 4r1s1

)
= 0, (7)

где

rm =
√

1− c2/c2
Pm, sm =

√
1− c2/c2

Sm,

cPm, cSm – соответственно скорости продольных и поперечных волн в m-м слое.
Уравнение (7) совпадает с известным [19] для нахождения скорости cSt волны

Стоунли вблизи поверхности раздела двух упругих полупространств с условиями
проскальзывания по поверхности контакта. Поэтому для коротких волн границы
пластины не влияют на характер волнового процесса и вид граничных условий на
торцах не имеет значения.

В результате фазовая скорость первой распространяющейся моды имеет в ко-
ротковолновом высокочастотном пределе значение скорости поверхностной волны
Стоунли. Для остальных ветвей при γ →∞ получаем

c = min {cS1, cS2} .

9
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Рассмотрим случай соотношений параметров упругости в слоях: G = 1, η = 1,
ν1 = ν2 = ν, λ1 = λ2 = 1/2. Тогда дисперсионное уравнение (5) имеет вид

C1C2

((
γ2 + γ2

2

)2
S1C2 − 4γ2γ1γ2C1S2

)
= 0, (8)

где

γ2
1 = γ2 + k2Ω2, γ2

2 = γ2 + Ω2, k2 =
1− 2ν

2− 2ν
, Sj = sin

1
2
γj , Cj = cos

1
2
γj .

Из уравнения (8) получается предельное соотношение, описывающее асимптоти-
ческое значение фазовой скорости первой моды на высоких частотах, к которому
должны стремиться численные решения этого уравнения. Уравнение (8) сводится к
уравнению для скорости волны Рэлея

(
2− v2

p

)2 − 4
√

1− k2v2
p

√
1− v2

p = 0.

Таким образом, безразмерная фазовая скорость первой распространяющейся мо-
ды имеет в коротковолновом пределе значение безразмерной скорости волны Рэлея
vR = cR/cS и величина vp остается меньше vR.

Спектр частот запирания мод уравнения (8) получается таким

Ω∗ = {pπ/k; (2p− 1)π}∞p=1 .

Здесь вторая серия частот запирания является двухкратной.
Если G → 0 (внешний слой – мягкий), тогда из уравнения (5) следует

cos γ1(1)λ1 cos γ2(1)λ1 (sin 2γλ2 − 2γλ2) = 0,

и дисперсионный спектр состоит из двух частей. Одна соответствует колебаниям
внешних слоев, а другая – равновесию внутреннего слоя.

При G →∞ (внутренний слой – мягкий) из уравнения (5) имеем

(sin 2γλ1 − 2γλ1) cos γ1(2)λ2 cos γ2(2)λ2 = 0.

Когда одно из λ3−m = 0, дисперсионное уравнение (5) преобразуется к виду
(
γ2 + γ2

2(m)

)2
sin γ1(m) cos γ2(m) − 4γ2γ1(m)γ2(m) cos γ1(m) sin γ2(m) = 0.

5. Анализ результатов численных исследований. Пусть внешние слои пла-
стины изготовлены из алюминия и характеризуются параметрами среды ρ1 = 2, 7 ·
103 кг/м3, G̃1 = 2, 61 · 1010 Н/м2, ν1 = 0, 35, cS1 = 3110 м/с, а внутренний – из
вольфрама: ρ2 = 18, 7 · 103 кг/м3, G̃2 = 15, 3 · 1010 Н/м2, ν2 = 0, 29, cS2 = 2860
м/с. Расчеты производились для варианта λ1 = λ2 = 1/2. При этом входящие в
уравнение (5) частоты Ω1, Ω2, Ω связаны соотношениями

Ω1 = Ω cS2/cS1, Ω2 = Ω.

10
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Дисперсионное уравнение (5) определяет счетное множество спектральных кри-
вых – зависимостей безразмерной частоты Ω от параметра γ.

На рис. 1 представлен полный дисперсионный спектр кососимметричных колеба-
ний пластины. На диаграмме сплошные линии соответствуют вещественным и чисто
мнимым корням, штриховые – проекциям комплексных ветвей частотного спектра
на действительную (Reγ, Ω) и мнимую (Imγ, Ω) плоскости. Дисперсионное уравне-
ние (5) при фиксированной частоте имеет конечное число мнимых корней, счетное
множество действительных и комплексных корней.

Рис. 1. Полный дисперсионный спектр изгибных мод
в трехслойной пластине

На рис. 2 показаны зависимости безразмерных фазовых vp = cp/cS2 (рис. 2, а)
и групповых vg = cg/cS2 (рис. 2, б ) скоростей первых трех распространяющихся
мод. Сплошные кривые соответствуют диафрагме, штриховые – свободным от на-

а б
Рис. 2. Зависимость безразмерных фазовых и групповых скоростей

изгибных мод от безразмерной частоты Ω

пряжений плоским граням [12]. Вблизи частот запирания фазовая скорость cp →∞,
а групповая cg = 0. В высокочастотном диапазоне все распространяющиеся моды
трехслойной пластины становятся бездисперсными, и значения групповой скорости
мало отличаются от значений фазовой. Фазовая скорость первой моды для обоих
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видов граничных условий отличается незначительно. Однако вид граничных усло-
вий на лицевых плоскостях оказывает значительное влияние на характер изменения
фазовой скорости второй моды в диапазоне средних частот (рис. 2, а). На графиках
имеются точки касания кривых. Это свидетельствует о равенстве фазовых и, как
следствие, групповых скоростей мод для различных граничных условий на лицевых
плоскостях пластины.

На основании уравнения (6) в таблице приведены первые пятнадцать частот за-
пирания. Столбец с номером 1 соответствует граничным условиям типа диафрагмы,
столбец 2 – свободным от напряжений плоских граней [12]. Значения частот запира-
ния уравнения (6) для слоев из одинаковых материалов (ν = 0, 29) представлены в
столбце 3, которые свидетельствуют о том, что в такой пластине из-за неидеального
контакта слоев невозможен переход к однородной.

Частоты запирания

Номер Значения частот запирания
частоты 1 2 3

1 3,1415927 3,1415927 3,1415927
2 3,4147847 6,8295695 3,1415927
3 6,8637900 6,8637900 5,7765615
4 9,4247780 9,4247780 9,4247780
5 10,244354 11,916072 9,4247780
6 11,916072 13,659139 11,553123
7 15,707963 15,707963 15,707963
8 17,073924 20,433021 15,707963
9 20,433021 20,488708 17,329684
10 21,991149 21,991149 21,991149
11 23,903493 24,040633 21,991149
12 24,040633 27,318278 23,106246
13 28,274334 28,274334 28,274334
14 30,733063 33,419397 28,274334
15 33,419397 34,147847 28,882807

Анализ дисперсионных кривых, частот запирания, графиков изменения фазовых
и групповых скоростей показывает, что по сравнению с аналогичными задачами для
трехслойной пластины с идеальным контактом слоев [7-9] и скользящим контактом
[12] происходят количественные и качественные изменения характеристик волно-
вого процесса. В частности, в трехслойной пластине в области низких частот для
кососимметричного случая появляются одновременно счетное множество действи-
тельных и одна мнимая моды, изменяются значения и количество частот запирания
на интервале 0 ≤ Ω ≤ 25. Первая мнимая мода оказывается распространяющейся
при любой частоте и в низкочастотном пределе обладает дисперсией. Для остальных
ветвей групповая скорость на частотах запирания равна нулю, а фазовая стремится
к бесконечности. Следует отметить, что возможно появление двукратных корней
при Ω = 0. Комплексные и действительные участки дисперсионных ветвей, начина-
ющихся при Reγ > 0, пересекают плоскость Ω = 0 и ось γ = 0 под прямым углом.

Уравнение (7) имеет вещественный корень, что указывает на существование по-
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верхностной волны Стоунли вблизи плоскостей контакта слоев. Значение ее ско-
рости vSt, отнесенной к cS2, равно 0,936. В случае изгибных колебаний величина
фазовой скорости vp для первой моды в коротковолновом пределе остается меньше
асимптотического значения vSt (рис. 2). Остальные кривые приближаются к асимп-
тоте vp = 1 сверху. Таким образом, в высокочастотном диапазоне все распространя-
ющиеся моды трехслойной пластины становятся бездисперсными.

6. Заключение. Таким образом, в данной работе предложен аналитический ме-
тод решения трехмерной задачи об упругих колебаниях трехслойных симметричного
строения пластин при скользящем контакте слоев и с торцами, покрытыми диафраг-
мой. Получены однородные решения системы уравнений движения в перемещениях
в виде суммы вихревого и потенциального состояний.

Собственные функции вихревого и потенциального решений находятся в явном
виде. Для определения собственных значений получено дисперсионное уравнение в
форме, приспособленной для численных исследований.

На основе численно-аналитических исследований дисперсионного уравнения изу-
чены некоторые закономерности в распространении упругих волн в трехслойной
пластине в зависимости от изменения физико-механических свойств материалов
слоев, их относительных толщин и частот колебаний, вида однородных граничных
условий на плоских гранях.

1. Пискунов В.Г., Рассказов А.О. Развитие теории слоистых пластин и оболочек // Прикл. ме-
ханика. – 2002. – Т. 38, № 2. – С. 22-56.

2. Шульга Н.А. Распространение упругих волн в периодически-неоднородных средах // Прикл.
механика. – 2003. – Т. 39, № 7. – С. 15-56.

3. Altenbach H. Theories for laminated and sandwich plates. A review // Mechanics of composite
materials. – 1998. – Vol. 34, No 3. – P. 243-252.

4. Carrera E. Historical review of Zig-Zag theories for multilayered plates and shells // Applied
mechanics reviews. – 2003. – Vol. 56, No 3. – P. 287-308.

5. Устинов Ю.А. Математическая теория поперечно-неоднородных плит. – Ростов на Дону: ООО
ЦВВР, 2006. – 257 с.

6. Шульга Н.А. Основы механики слоистых сред периодической структуры. – К.: Наук. думка,
1981. – 200 с.

7. Алтухов Е.В., Фоменко М.В. Изгибные колебания упругих трехслойных пластин симметрич-
ного строения со свободными плоскими гранями // Вiсн. Донецьк. нац. ун-у. Сер. А. Природ-
ничi науки. – 2009. – № 1. – С. 117-124.

8. Алтухов Е.В., Фоменко М.В. Распространение волн в трехслойных пластинах со свободными
от напряжений плоскими гранями // Теорет. и прикл. механика. – 2009. – Вып. 45. – С. 146-153.

9. Алтухов Е.В., Фоменко М.В. Упругие колебания трехслойных пластин симметричного стро-
ения // Труды ИПММ НАН Украины. – 2009. – Т. 18. – С. 3-10.

10. Ворович И.И., Кадомцев И.Г. Качественное исследование напряженно-деформированного со-
стояния трехслойной плиты // Прикл. математика и механика. – 1970. – Т. 34, № 5. – С. 870-876.

11. Устинов Ю.А. Некоторые свойства однородных решений неоднородных плит // Докл. АН
СССР. – 1974. – Т. 216, № 4. – С. 755-758.

12. Фоменко М.В. Кососимметричные колебания трехслойных пластин при отсутствии напряже-
ний на торцах и проскальзывании слоев // Труды ИПММ НАН Украины. – 2010. – Т. 20. –
С. 188-195.

13. Лурье А.И. К теории толстых плит // Прикл. математика и механика. – 1942. – Т. 6, № 2-3. –
С. 151-168.

13



Е.В. Алтухов, М.В. Фоменко

14. Ворович И.И., Малкина О.С. Напряженное состояние толстой плиты // Прикл. математика и
механика. – 1967. – Т. 31, № 2. – С. 230-241.

15. Крауклис П.В., Крауклис Л.А. Об одном типе волн в средах, содержащих поверхности ослаб-
ленного механического контакта // Математические вопросы теории распространения волн. –
1988. – Вып. 18. – С. 113-122.

16. Заславский Ю.М., Митякова О.И. Дисперсия поверхностных волн в структуре: упругий слой
и полупространство в скользящем контакте // Акустический журнал. – 1992. – Т. 38, вып. 2.
– С. 296-303.

17. Марчук А.В. Трехмерное аналитическое решение для слоистых плит с учетом проскальзыва-
ния слоев // Прикл. механика. – 1997. – Т. 33, № 9. – С. 10-14.

18. Гринченко В.Т., Мелешко В.В. Гармонические колебания и волны в упругих телах. – К.: Наук.
думка, 1981. – 284 с.

19. Meleshko V.V. Energy analysis of Stoneley surface waves // International Applied Mechanics. –
1980. – Vol. 16, No 5. – P. 382-385.

E.V. Altukhov, M.V. Fomenko
Vibrations of three-layered plates under layers slip and with ends covered by a diaphragm.

In three-dimensional statement the problem about the steady-state vibrations of three-layered isotropic
plates with flat faces covered by a diaphragm is considered. Conditions of sliding contact are satisfied on
interface of layers. The homogeneous solutions of equations system of motion in the displacements are
got. The asymptotic analysis and computational investigations of dispersive equation are carried out.
Diagrams of spectral curves, change curves of phase and group velocities are represented.

Keywords: three-layered plate, sliding contact, steady-state vibrations, method of homogeneous solu-
tions, dispersion spectra, phase and group velocities.

Є.В. Алтухов, М.В. Фоменко
Коливання тришарових пластин при проковзуваннi шарiв та з покритими дiафрагмою
торцями.

У тривимiрнiй постановцi розглянуто задачу про усталенi коливання тришарових iзотропних пла-
стин з покритими дiафрагмою плоскими гранями. На межi подiлу шарiв виконуються умови ко-
взного контакту. Отримано однорiднi розв’язки системи рiвнянь руху в перемiщеннях. Проведено
асимптотичний аналiз i чисельнi дослiдження дисперсiйного рiвняння. Наведено дiаграми спек-
тральних кривих, графiки змiни фазових i групових швидкостей.

Ключовi слова: тришарова пластина, ковзний контакт, усталенi коливання, метод однорiд-
них розв’язкiв, дисперсiйнi спектри, фазовi та груповi швидкостi.
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О ВЗАИМОСВЯЗИ КОЛЬЦЕВЫХ И НИЖНИХ
Q-ГОМЕОМОРФИЗМОВ НА ГРАНИЦЕ

В данной работе рассмотрены нижние и кольцевые Q-гомеоморфизмы на гладких римановых
многообразиях и установлена их взаимосвязь на границе.
Ключевые слова: нижние и кольцевые Q-гомеоморфизмы, гладкие римановы многообразия.

1. Введение. В настоящее время математические науки тесно контактируют с
многообразиями. В алгебре – это группы Ли, в экономике – поверхности безразли-
чия, в механике – фазовые пространства и уровни энергии, в теории относительно-
сти – пространство-время. В современной математике различают топологические и
гладкие многообразия. Это связано с теми или иными возможностями согласования
систем координат, заданных на отдельных участках многообразия. Участки мно-
гообразия могут пересекаться, и пересечения получают таким образом различные
системы координат, при этом каждая система координат может быть связана че-
рез другую непрерывным или гладким (дифференцируемым) преобразованием, [4].
В первом случае многообразие называют топологическим, во втором – гладким. В
нашей работе рассматриваются лишь гладкие римановы многообразия.

Параллельно теории многообразий длительное время развивалась теория отоб-
ражений в рамках конформных и квазиконформных отображений. Бельтрами, Ка-
ратеодори, Кристоффель, Гаусс, Риман и другие внесли свой вклад в развитие
этой теории. В последнее время активно развивалась теория так называемых Q-
гомеоморфизмов. В препринте [2], а затем в статье [3] для квазиконформных отоб-
ражений было получено модульное неравенство, которое впоследствии и легло в ос-
нову определения Q-гомеоморфизмов. Основной целью теории Q-гомеоморфизмов
является изучение взаимосвязей свойств отображения f и свойств мажоранты Q(x) в
модульном неравенстве. Высокий уровень абстракции теории Q-отображений позво-
ляет применять эту теорию ко всем современным классам отображений, где удается
установить оценку модуля с подходящей функцией Q(x), связанной с теми или ины-
ми характеристиками (дилатациями) отображений, в том числе, к отображениям с
конечным искажением по Иванцу и отображениям с конечным искажением длины,
см., напр., [8] и [12].

В последние годы активно изучаются кольцевые Q-гомеоморфизмы, мотивиро-
ванные кольцевым определением квазиконформности по Герингу в [6], которые бы-
ли впервые введены на плоскости в связи с изучением уравнений Бельтрами, см.,
напр., [17], а затем и в пространстве, см. [16]. Впоследствии понятие кольцевого
гомеоморфизма было распространено в граничные точки областей на плоскости в
работах [18] и [19]. Весьма полезным инструментом в исследованиях отображений с
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конечным искажением по Иванцу оказались также нижние Q-гомеоморфизмы, вве-
денные в работе [10]. Отметим, что кольцевые и нижние Q-гомеоморфизмы сами
являются отображениями с конечным искажением в смысле геометрического опре-
деления.

Напомним некоторые определения, относящиеся к теории многообразий, кото-
рые можно найти, напр., в [9], [11], [13] и [15]. n-мерное топологическое многообра-
зие Mn – это хаусдорфово топологическое пространство со счетной базой, в котором
каждая точка имеет открытую окрестность гомеоморфную Rn. Картой на много-
образии Mn называется пара (U,ϕ), где U – открытое подмножество пространства
Mn, а ϕ – гомеоморфное отображение подмножества U на открытое подмножество
координатного пространства Rn, с помощью которого каждой точке p ∈ U ставится
во взаимно однозначное соответствие набор из n чисел, ее локальных координат.
Гладкое многообразие – многообразие с картами (Uα, ϕα), локальные координаты
которых связаны гладким (C∞) образом.

Римановым многообразием (Mn, g) называется гладкое многообразие вместе с
заданной на нем римановой метрикой, т.е. положительно определенным симмет-
ричным тензорным полем g = gij(x), которое задается в координатных картах с
правилом перехода:

′gij(x) = gkl(y(x))
∂yk

∂xi

∂yl

∂xj
. (1)

Тензорное поле gij(x) в дальнейшем также подразумевается гладким.
Элемент длины на (Mn, g) задается инвариантной дифференциальной формой

ds2 = gijdxidxj :=
n∑

i,j=1

gijdxidxj ,

где gij – метрический тензор, xi – локальные координаты. Геодезическое расстояние
d(p1, p2) определяется как инфимум длин кривых, соединяющих точки p1 и p2 в
(Mn, g), см. [11], с. 94. Напомним также, что элемент объема на (Mn, g) определяется
инвариантной формой

dv =
√

detgij dx1...dxn,

см., напр., § 88 в [15]. Заметим, что det gij > 0 в силу положительной определенности
gij , см. напр., [5], c. 277.

Заметим также, что элемент площади гладкой гиперповерхности H на (Mn, g)
можно задать инвариантной формой

dA =
√

det g∗αβ du1...dun−1, (2)

где g∗αβ – риманова метрика на H, порожденная исходной римановой метрикой gij

по формуле:

g∗αβ(u) = gij(x(u)) · ∂xi

∂uα
· ∂xj

∂uβ
, (3)
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где x(u) – гладкая параметризация поверхности H с ∇ux 6= 0, ср., напр., § 88 в [15].
Напомним, что геодезическая сфера в достаточно малой окрестности произволь-

ной точки гладкого риманового многообразия – гладкая поверхность, см. [11], с. 106.
Для нас важны следующие фундаментальные факты, см., напр., лемму 5.10 и

следствие 6.11 в [11], а также [9], с. 260-261.
Предложение 1. В каждой точке гладкого риманова многообразия существуют

ее окрестности и соответствующие локальные координаты в них, в которых геоде-
зическим сферам с центром в данной точке соответствуют евклидовы сферы с теми
же радиусами и с центром в начале координат, а связке геодезических, исходящих
из данной точки, соответствует связка отрезков лучей, исходящих из начала коор-
динат.

Окрестности и координаты, указанные в предложении 1, принято называть нор-
мальными.

Замечание 1. В частности, в нормальных координатах геодезические сферы име-
ют естественную гладкую параметризацию через направляющие косинусы соответ-
ствующих лучей, исходящих из начала координат. Кроме того, метрический тензор
g в начале этих координат совпадает с единичной матрицей, см., напр., предложение
5.11 в [11], а ввиду его непрерывности g произвольно близок к единичной матрице
в достаточно малых окрестностях нуля.

Борелеву функцию ρ : Mn → [0,∞] называем допустимой для семейства k-
мерных поверхностей Γ в Mn, k = 1, 2, ..., n− 1, пишем ρ ∈ admΓ, если

∫

S

ρk dA ≥ 1

для любого S ∈ Γ. Модуль семейства Γ есть величина

M(Γ) := inf
ρ∈admΓ

∫

Mn

ρn dv.

Далее говорим, что некоторое свойство P имеет место для п.в. (почти всех) S ∈ Γ,
если модуль подмножества Γ∗ тех S ∈ Γ, для которых свойство P нарушается, равен
нулю.

Аналогично [12], измеримую относительно меры объема v функцию ρ : Mn →
[0,∞] называем обобщенно допустимой для семейства Γ, состоящего из k-мерных
поверхностей S в Mn, пишем ρ ∈ ext admΓ, если условие допустимости выполнено
для п.в. S ∈ Γ.

Здесь мы говорим также, что семейство Γ1 минорируется с семейством Γ2, пи-
шем Γ1 > Γ2, если для любой S ∈ Γ1 найдется S′ ∈ Γ2 такая, что AS(B) ≥ AS

′(B)
для любого борелевского множества B в Mn. Как известно, тогда M(Γ1) ≤ M(Γ2),
см., напр., [22].

В дальнейшем, для множеств A,B и C на многообразии (Mn, g), n ≥ 2, символом
∆(A,B; C) обозначаем множество всех кривых γ : [a, b] → Mn, соединяющих A и B
в C, т.е. γ(a) ∈ A, γ(b) ∈ B и γ(t) ∈ C для всех t ∈ (a, b).
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Всюду далее мы предполагаем, что (Mn, g) и (Mn∗ , g∗) – гладкие римановы много-
образия. В дальнейшем подразумевается, что геодезические сферы S(x0, ε) = {x ∈
Mn : d(x, x0) = ε}, геодезические шары B(x0, ε) = {x ∈ Mn : d(x, x0) < ε} и гео-
дезические кольца A(x0, ε, ε0) = {x ∈ Mn : ε < d(x, x0) < ε0} лежат в нормальной
окрестности точки x0.

Следующее понятие, мотивированное кольцевым определением Геринга для ква-
зиконформных отображений в [6], было впервые введено в Rn, см. статью [10], а
также монографию [12].

Пусть D и D∗ – области на гладких римановых многообразиях (Mn, g) и (Mn∗ , g∗),
n ≥ 2, соответственно, и пусть Q : Mn → (0,∞) – измеримая функция. Будем
говорить, что гомеоморфизм f : D → D∗ называется кольцевым Q-гомеоморфиз-
мом в точке x0 ∈ D, если условие

M (∆(f(C), f(C0);D∗)) ≤
∫

A∩D

Q(x) · ηn (d(x, x0)) dv(x) (4)

выполняется для любого геодезического кольца A = A(x0, ε, ε0), 0 < ε < ε0 < ∞,
любых двух континуумов (компактных связных множеств) C ⊂ B(x0, ε)∩D и C0 ⊂
D \B(x0, ε0) и любой измеримой функции η : (ε, ε0) → [0,∞], такой что

ε0∫

ε

η(r)dr ≥ 1. (5)

Будем также говорить, что f является кольцевым Q-гомеоморфизмом в D, если (4)
выполнено для всех точек x0 ∈ D.

Пусть даны области D и D∗ на (Mn, g) и (Mn∗ , g∗), n ≥ 2, соответственно, и
измеримая функция Q : Mn → (0,∞). Следуя [10], см. также [12], гомеоморфизм
f : D → D∗ будем называть нижним Q-гомеоморфизмом в точке x0 ∈ D, если
существует δ0 ∈ (0, d(x0)), d(x0) = sup

x∈D
d(x, x0), такое что для всякого ε0 < δ0 и

геодезических колец Aε = A(x0, ε, ε0), ε ∈ (0, ε0), выполнено условие

M(f(Σε)) ≥ inf
ρ ∈ ext adm Σε

∫

D∩Aε

ρn(x)
Q(x)

dv(x), (6)

где через Σε обозначено семейство всех пересечений с областью D геодезических
сфер S(x0, r), r ∈ (ε, ε0).

Говорим, что гомеоморфизм f : D → D∗ является нижним Q-гомеоморфизмом
в области D, если f является нижним Q-гомеоморфизмом в каждой точке x0 ∈ D.

2. Характеризация нижних Q-гомеоморфизмов. Аналог следующего кри-
терия нижних Q-гомеоморфизмов был получен ранее в Rn, см. теорему 2.1 в [10], а
затем и на гладких многообразиях, см. теорему 4.1. в [1].

Лемма 1. Пусть D и D∗ – области на гладких римановых многообразиях (Mn, g)
и (Mn∗ , g∗), n ≥ 2, соответственно, Q :Mn → (0,∞) – измеримая функция, и пусть
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x0 ∈ D. Гомеоморфизм f : D → D∗ является нижним Q-гомеоморфизмом в точ-
ке x0 тогда и только тогда, когда для любой нормальной окрестности B(x0, ε0)
точки x0 с ε0 < d(x0) := sup

x∈D
d(x, x0)

M(fΣε) ≥
ε0∫

ε

dr

||Q|| n−1(x0, r)
∀ ε ∈ (0, ε0), (7)

где Σε – семейство всех пересечений с областью D геодезических сфер S(x0, r),
r ∈ (ε, ε0), и

||Q|| n−1(x0, r) =




∫

D(x0,r)

Qn−1(x) dA




1
n−1

(8)

– Ln−1-норма Q по D(x0, r) = {x ∈ D : d(x, x0) = r} = D ∩ S(x0, r).
Также будет полезно следующее утверждение, см. лемму 4.1 в [1].
Лемма 2. Пусть D и D∗ – области на гладких римановых многообразиях (Mn, g)

и (Mn∗ , g∗), n ≥ 2, Q : Mn → (0,∞) – измеримая функция и f : D → D∗ – нижний
Q-гомеоморфизм в точке x0 ∈ D. Тогда

M (∆(f(S), f(S0);D∗)) ≤ cI1−n, (9)

где S = S(x0, ε) и S0 = S(x0, ε0), 0 < ε < ε0, B(x0, ε0) – нормальная окрестность
точки x0,

I = I(x0, ε, ε0) =

ε0∫

ε

dr

||Q||n−1(x0, r)
, (10)

||Q||n−1(x0, r) определено в (8), а константа c произвольно близка к 1 в достаточно
малых окрестностях точки x0.

Замечание 2. В частности, ввиду гомеоморфности f , из неравенства (9) следует,
что I(x0, ε, ε0) 6= ∞ при 0 < ε < ε0 в нормальной окрестности точки x0.

3. Связь нижних Q-гомеоморфизмов с кольцевыми. В дальнейшем мы
придерживаемся стандартных соглашений, что a/∞ = 0 для a 6= ∞, a/0 = ∞, если
a > 0 и 0 · ∞ = 0, см., напр., [20].

Лемма 3. Пусть D – область на гладком римановом многообразии (Mn, g),
n ≥ 2, x0 ∈ D, 0 < ε < ε0 < d(x0) := sup

x∈D
d(x, x0), A = A(x0, ε, ε0) – геодезическое

кольцо, B(x0, ε0) – нормальная окрестность точки x0 и пусть Q : Mn → (0,∞) –
измеримая функция, Q ∈ Ln−1

loc (D). Полагаем

η0(t) = 1/I · ‖Q‖n−1(x0, t),

где ‖Q‖n−1(x0, r), r ∈ (ε, ε0) и I = I(x0, ε, ε0) определены в (8) и (10), соответ-
ственно. Тогда

I1−n =
∫

A∩D

Qn−1(x) · ηn
0 (d(x, x0)) dv(x) ≤
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≤
∫

A∩D

Qn−1(x) · ηn (d(x, x0)) dv(x) (11)

для любой измеримой функции η : (ε, ε0) → [0,∞] такой, что

ε0∫

ε

η(r)dr = 1. (12)

Доказательство. В дальнейшем мы пользуемся тем обстоятельством, что по за-
мечанию 1 элементы объема и площадей на геодезических сферах в нормальных
окрестностях точки x0 эквивалентны евклидовым с коэффициентом эквивалентно-
сти произвольно близким к единице, а радиусы геодезических сфер S(x0, r) совпа-
дают с евклидовыми в достаточно малых окрестностях, см. также (2) и (3).

Если I = ∞, то левая часть соотношения (11) равна нулю и неравенство в этом
случае очевидно. Если I = 0, то ‖Q‖n−1(x0, r) = ∞ для п.в. r ∈ (ε, ε0) и обе части
неравенства (11) равны бесконечности по теореме Фубини и замечанию 1. Пусть
теперь 0 < I < ∞. Тогда ‖Q‖n−1(x0, r) 6= 0 и η0(r) 6= ∞ п.в. в (ε, ε0). Полагая

α(r) = η(r) · ‖Q‖n−1(x0, r)

и
ω(r) = [‖Q‖n−1(x0, r)]−1,

по стандартным соглашениям будем иметь, что η(r) = α(r)ω(r) п.в. в (ε, ε0) и что

L :=
∫

A∩D

Q∗(x) · ηn (d(x, x0)) dv(x) =

ε0∫

ε

αn(r)ω(r) dr.

Применяя неравенство Иенсена с весом, см. теорему 2.6.2 в [14], к выпуклой
функции ϕ(t) = tn, заданной в интервале Ω = (ε, ε0), с вероятностной мерой

ν(E) =
1
I

∫

E

ω(r) dr,

получаем, что (
−
∫

αn(r)ω(r)dr

) 1
n

≥ −
∫

α(r)ω(r) dr =
1
I
,

где мы также использовали тот факт, что η(r) = α(r)ω(r) удовлетворяет соотноше-
нию (12). Таким образом,

L ≥ 1
In−1

,

что и доказывает (12). ¤
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Следствие 1. При условиях и обозначениях лемм 1–3,

M(∆(f(S), f(S0);D∗)) ≤ c

∫

A∩D

Qn−1(x) ηn(d(x, x0)) dv(x), (13)

где S = S(x0, ε) и S0 = S(x0, ε0).
Следующая теорема устанавливает связь между нижними и кольцевыми Q-го-

меоморфизмами.
Теорема 1. Пусть D и D∗ – области на гладких римановых многообразиях

(Mn, g) и (Mn∗ , g∗), n ≥ 2, соответственно, и пусть Q : Mn → (0,∞) – измеримая
функция, Q ∈ Ln−1

loc (D). Если f : D → D∗ – нижний Q-гомеоморфизм в точке x0 ∈
D, то f является кольцевым Q∗-гомеоморфизмом в точке x0 с Q∗(x) = c ·Qn−1(x),
где константа c может быть выбрана произвольно близкой к 1.

Доказательство. Действительно, пусть C и C0 – произвольные континуумы в
B(x0, ε) ∩ D и D \ B(x0, ε0), где 0 < ε < ε0 и B(x0, ε0) – нормальная окрестность
точки x0.

Поскольку семейство кривых ∆(f(C), f(C0);D∗) минорируется семейством
∆(f(S), f(S0);D∗), где S = S(x0, ε) и S0 = S(x0, ε0), то

M(∆(f(C), f(C0);D∗)) ≤ M(∆(f(S), f(S0);D∗)),

и заключение теоремы получается из следствия 1. ¤
Таким образом, в статье доказан фундаментальный результат (теорема 1), в ко-

тором устанавлено, что на гладких римановых многообразиях любой нижний Q-
гомеоморфизм является кольцевым Q∗-гомеоморфизмом с Q∗ = c ·Qn−1.
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ЭВОЛЮЦИОННЫЙ ПОИСК ЭФФЕКТИВНЫХ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ФИЛЬТРОВ В ЗАДАЧЕ
БИНАРИЗАЦИИ УЗ ИЗОБРАЖЕНИЙ

Рассматривается задача построения последовательностей фильтров, позволяющих бинаризировать
УЗ изображения сонных артерий с целью выделения просвета артерии. В работе предлагается алго-
ритм генетического программирования (ГП), осуществляющий поиск последовательностей филь-
тров, эффективно бинаризирующих УЗИ сонных артерий. Предложенный ГП-алгоритм программ-
но реализован и проведен ряд вычислительных экспериментов на реальных УЗИ сонных артерий,
подтверждающих его эффективность.
Ключевые слова: обработка изображений, УЗИ, фильтрация, эволюционные алгоритмы.

1. Введение. Лечение нарушений мозгового кровообращения является одной из
наиболее актуальных медицинских проблем. Это обусловлено большой распростра-
ненностью цереброваскулярных заболеваний, ведущее место среди которых зани-
мает ишемический инсульт, обусловленный атеросклерозом и другими сосудистыми
патологиями. Ежегодно в мире регистрируется около 6 млн. случаев инсульта, в
странах Западной Европы – 1 млн., США – от 400 до 500 тыс., в Украине – око-
ло 130-175 тыс. Cмертность от инсульта составляет 12-15% общего показателя, то
есть, занимает 2-3 место после заболеваний сердца и злокачественных новообразо-
ваний разной локализации. Уровень смертности от инсульта в Украине в 2,5 раза
превышает соответствующие показатели западноевропейских стран [1]. Одной из
основных причин ишемического инсульта является образование в сонных артери-
ях атеросклеротических бляшек, их дальнейшее разрушение и отрыв, что ведет к
тромбозу сосудов головного мозга. Это делает актуальным проблему диагностики
и определения опасности разрушения и отрыва атеросклеротических бляшек или
эмбологенной опасности, являющихся причиной 82% инсультов в Украине.

Несмотря на быстрое развитие технологии УЗИ, анализ атеросклеротического
поражения артерий на основании УЗ изображений остаётся субъективным процес-
сом, эффективность которого во многом зависит от эксперта [2]. Попытки приме-
нения компьютерной обработки результатов УЗИ, с целью определения структуры
и степени эмбологенной опасности атеросклеротических бляшек, предпринимаются
уже 15 лет [3], однако применяемые в них методы не дают необходимых устойчивых
результатов и часто подвергаются критике. Это является следствием сложности по-
ставленной задачи, и таких её подзадач как поиск объекта интереса на изображении.

До настоящего момента не были найдены универсальные способы выделения и
анализа интересующего фрагмента изображения, хотя разработано множество ал-
горитмов сегментации растровых изображений, позволяющих с определённой сте-
пенью качества решить задачу выделения объектов на изображении. Каждый из
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этих алгоритмов качественно решает задачу только для определённого класса изоб-
ражений, поэтому автоматизированный анализ нового класса изображений диктует
необходимость разработки новых или модернизации существующих алгоритмов сег-
ментации. Условно такие алгоритмы можно разделить на три класса: бинаризирую-
щие изображение с помощью фильтров, векторизирующие изображение и комбини-
рованные. Среди второго класса можно выделить волновой метод, метод активных
контуров [4], основанный на пространственном анализе и его различные модифи-
кации [5], и др. Зависимость эффективности использования подобных алгоритмов
векторизации (скорость и корректность) от характеристик исходного изображения
влечёт за собой необходимость его предварительной фильтрации. Фильтрацию так-
же зачастую используют как самостоятельный способ идентификации объектов на
изображении.

Построение "вручную" эффективных последовательностей фильтров, для по-
лучения ожидаемого эффекта фильтрации, является нетривиальной и творческой
задачей, требующей знания предметной области. Одним из способов автоматизации
нахождения таких последовательностей является применение эволюционных вы-
числений [6-8]. Синтез эффективных цепочек фильтров, выбираемых из заданного
множества, эквивалентен нахождению "хороших" точек в пространстве комбинаций
фильтров, где каждая точка – цепочка фильтров некоторой длины. Пространство
комбинаций фильтров очень велико с точки зрения поиска (например, для цепочки
из 20 фильтров, с возможным использованием 30 их разновидностей, существует
3020 вариантов составления) и сложно формализуемо, что делает актуальным при-
менение эволюционного поиска для решения данной задачи [7, 8]. Существует ряд
работ, посвящённых поиску подобных эволюционных алгоритмов.

2. Анализ существующих исследований. Эволюционные алгоритмы в це-
лом, и алгоритмы генетического программирования (ГП) в частности, уже длитель-
ное время применяются для обработки изображений, распознавания и идентифика-
ции объектов [6]. Так в работе [9] предложен алгоритм ГП для получения эффектив-
ных пороговых детекторов при идентификации сигналов, который также применим
в задачах обработки изображений и машинного зрения. В работе [10] ГП использу-
ется для разработки эффективных фильтров для усиления и выделения признаков
или построения алгоритмов сегментации, основанных на классификации пикселей.
Предложенные в [11] результаты показывают, что ГП является одним из способов
синтеза сложных операторов, позволяющих распознавать объекты. В работе [12] для
генерации правил классификации шума/цели и идентификации объектов также ис-
пользуется алгоритм ГП, выделяющий зависимые признаки из множества заданных
совокупностей признаков изображений. В [13, 14] ГП используется для получения
автоматических распознавателей объектов.

Попытки фильтрации УЗ изображений с целью снижения шумов и сегмента-
ции предпринимаются уже давно и результаты некоторых таких работ позволяют
получить дополнительные сведения и выводить взаимосвязи некоторых статисти-
ческих параметров УЗ изображений и диагноза пациента, а также устанавливать
наиболее оптимальные настройки УЗ оборудования. Так в [15] проводится сравне-
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ние различных фильтров, позволяющих улучшить УЗ изображение путём снижения
уровня шума. Результаты обработки изображения такими фильтрами, как медиан-
ный, морфологические, основанные на преобразовании Фурье, оценивались двумя
экспертами, а также на основании математических статистик. В статье [16] опи-
сывается возможность грубой сегментации изображения на основании применения
пороговых и сглаживающих фильтров. Используются модификации основанного на
Гауссовом фильтре метода активных контуров, винеровское оценивание, статисти-
ческие фильтры.

В работе [17] производится сегментация на УЗ изображении слоёв тканей артерии
с целью измерения их толщины. Эксперименты проводились на 100 УЗ продольных
изображениях коронарной артерии, результаты компьютерных расчётов сравнива-
лись с измерениями двух экспертов, и не было выявлено никаких значительных
различий в компьютерной и экспертной оценке. Тестирование метода проводилось
следующим образом. На каждом из изображений вручную выбиралась область, со-
держащая стенку артерии. Выделенная область подвергалась фильтрации с целью
устранения шумов при помощи фильтров, описанных в [15], затем бинаризирова-
лась, проводилась дилатация бинаризированного изображения по множеству 3х3,
устранялись границы в нижней части выделенной области и строился контур с по-
мощью В-сплайнов. В итоге были получены выделенные границы тканей. Также в
[17] приведены статистические расчёты отклонений в компьютерной и экспертной
оценке толщин тканей на различных УЗ изображениях артерии. Однако не было
приведено результатов работы предложенного метода для менее "хороших" случаев
УЗИ артерий, на которых нет такого чёткого различия в яркости слоёв артерии.
Учитывая то, что получение УЗ изображений такого качества достаточно редкое
явление, применимость предложенного метода в медицинской практике затрудни-
тельна.

Таким образом, в данной работе предлагается ГП-алгоритм, генерирующий по-
следовательности фильтров бинаризации УЗИ. В отличие от алгоритмов, описанных
в [9-14], в предложенном ГП-алгоритме, вход и выход каждого узла цепочки филь-
тров является изображением, а не числом. Также в работе используется большее
число возможных значений узлов. В отличие от работы [17] мы постарались апро-
бировать предложенный алгоритм на реальных УЗИ разного качества, в том числе
и не очень "хорошего".

3. Пространственные методы обработки изображений. Термин простран-
ственная область относится к множеству пикселей, составляющих изображение.
Пространственные методы суть процедуры, оперирующие непосредственно значе-
ниями этих пикселей. К ним относятся градационные преобразования и простран-
ственная фильтрация [18]. В данной работе, помимо вышеупомянутых методов, ис-
пользуется также морфологическая обработка изображений.

3.1. Линейная пространственная фильтрация. При пространственной фильтра-
ции локальные преобразования оперируют одновременно как со значениями пиксе-
лей в окрестности, так и с соответствующими им значениями некоторой матрицы,
имеющей те же размеры, что и окрестность. Такую матрицу называют фильтром,
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маской, ядром или шаблоном. Значения элементов матрицы называют коэффици-
ентами.

При линейной фильтрации отклик задаётся суммой произведений коэффициен-
тов шаблона на соответствующие значения пикселей в области, покрытой маской
фильтра. Фильтрация изображения f , имеющего размеры M×N , с помощью филь-
тра размерами m× n задаётся выражением общего вида (1) [18]:

g(x, y) =
a∑

s=−a

b∑

t=−b

w(s, t)f(x + s, y + t), (1)

где a = (m− 1)/2, b = (n− 1)/2;w(s, t) – коэффициенты матрицы фильтра.
При фильтрации всего изображения данная формула вычисляется для всех сочета-
ний x = 0, 1, 2, . . . , M − 1 и y = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

В данной работе используются следующие линейные пространственные филь-
тры:

1. Простейший усредняющий фильтр. Выход (отклик) простейшего линейного
сглаживающего пространственного фильтра есть среднее элементов по окрест-
ности, покрытой маской фильтра. Используются фильтры 3х3 и 5х5.

2. Фильтры, возвращающие взвешенное среднее по маске. Пиксели окрестности,
покрываемой маской такого фильтра, оказывают неодинаковое влияние на от-
клик фильтра



1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 10 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1







1 1 2 1 1
1 2 5 2 1
2 5 10 5 2
1 2 5 2 1
1 1 2 1 1







1 2 1
2 4 2
1 2 1


 .

3. Фильтры, используемые для реализации простого и расширенного добавлени-
ем диагональных элементов дискретного лапласиана



1 1 1
1 −8 1
1 1 1







0 1 0
1 −4 1
0 1 0







0 −1 0
−1 4 −1
0 −1 0


 .

4. Составные фильтры, позволяющие получить сумму либо разность изображе-
ния обработанного по маске лапласиана с исходным. Применение таких филь-
тров (основанных на второй производной) позволяет подчеркнуть или умень-
шить (в зависимости от знаков коэффициентов) разрывы уровней яркости на
изображении, подавить области со слабым изменением яркости


−1 −1 −1
−1 9 −1
−1 −1 −1







1 1 1
1 −9 1
1 1 1







0 1 0
1 −3 1
0 1 0







0 −1 0
−1 5 −1
0 −1 0


 .
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5. Фильтр, усиливающий высокие частоты, позволяющий в целом повысить яр-
кость изображения


0 −1 0
−1 6 −1
0 −1 0







1 1 1
0 −4 0
1 1 1


 .

6. Фильтры, основанные на "дискретных" значениях первых производных (опе-
раторы Собела и Превитта), позволяющие выделять горизонтальные, верти-
кальные и наклонные контура

−1 −2 −1
0 1 0
1 2 1






−1 0 1
−2 1 2
−1 0 1






−1 −1 −1
0 1 0
1 1 1







2 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 2






−1 −1 2
−1 3 −1
2 −1 −1


 .

7. Фильтр Marr-Hildreth (лапласиан гауссиана) – составной оператор, менее чув-
ствительный к шумам нежели вторая производная, за счёт сглаживающего
эффекта функции Гаусса. (В данном случае сумма исходного изображения с
отфильтрованным)



0 0 −1 0 0
0 −1 −2 −1 0
−1 −2 17 −2 −1
0 −1 −2 −1 0
0 0 −1 0 0




.

Из нелинейных пространственных фильтров используются медианные фильтры
(Median), заменяющие значение пикселя на значение медианы распределения яр-
костей всех пикселей в окрестности (включая исходный). Такие фильтры хорошо
очищают изображения от импульсных шумов.

3.2. Градационные методы обработки изображений. В данной работе использует-
ся: линейное растяжение текущего диапазона яркостей пикселей на весь допустимый
интервал яркости; пороговое преобразование (по порогу равному половине текуще-
го диапазона яркости изображения); выравнивание (эквализация) гистограммы; а
также приведение гистограммы к заданному виду.

Гистограммой цифрового изображения с уровнями яркости в диапазоне [0, L−1]
называется дискретная функция h(rk) = nk, где rk есть k-ый уровень яркости, а nk

– число пикселей на изображении, имеющих яркость rk. Общей практикой является
нормализация гистограммы путем деления каждого из ее значений на общее число
пикселей в изображении, обозначаемое n. Тем самым, значения нормализованной
гистограммы p(rk) = nk/n для k = 0, 1, ..., L−1. А p(rk) есть оценка вероятности по-
явления пикселя со значением яркости rk. Заметим, что сумма всех значений норма-
лизованной гистограммы равна единице. Дискретным аналогом интеграла функции
распределения случайной величины будет

sk = T (rk) =
k∑

j=0

pr(rj) =
k∑

j=0

nj

n
, k = 0, 1, 2, . . . , L− 1. (2)
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На основании значений функции (2), согласно алгоритму выравнивания гисто-
граммы [18], происходит замена яркостей пикселей. Преобразование (отображение),
задаваемое формулой (2), называется эквализацией, выравниванием или линеариза-
цией гистограммы. Преобразование направлено на растяжение гистограммы вход-
ного изображения и в случае необходимости автоматического улучшения. Это яв-
ляется хорошим подходом, поскольку результаты этого метода предсказуемы и он
прост в реализации.

Кроме выравнивания, существует также метод называемый приведением гисто-
граммы, он позволяет получить обработанное изображение с заданной формой ги-
стограммы. В данной работе приведение гистограммы выполняется к форме, полу-
ченной посредством аппроксимации эмпирических распределений яркостей пиксе-
лей (рис. 1) различных легко бинаризируемых изображений.

Рис. 1. Гистограмма изображения, хорошо поддающегося бинаризации

Для обобщения формы гистограмм были выбраны кривые Джонсона по причине
хорошей применимости для построения функций, аппроксимирующих гистограммы
всех тестируемых изображений, и принадлежности одному классу.

Проверка применимости таких кривых выполняется на основании оценок тре-
тьего и четвёртого моментов, рассчитываемых по формулам (3):

α3 =
1

ηs3

n∑

1

(xi − x)3; α4 =
1

ηs4

n∑

1

(xi − x)4; s2 =
1

n− 1

n∑

1

(xi − x)2. (3)

Если выполнено условие (4), то кривые Джонсона неприменимы

α4 < 1 + α3. (4)

При выполнении условия (5), считается, что распределение относится к классу Sb
кривых Джонсона

α4 < 3(1 + 0, 641α2
3). (5)

Полученная кривая имеет вид, показанный на рис. 2a, и рассчитывается по формуле
(6)

f(x) =
η√
2π

λ

(x− ε)(λ− x + ε)
exp

{
−1

2

[
γ + ηln

(
x− ε

λ− x + ε

)]2
}

, (6)

где η и γ вычисляются по формулам (7) и (8), ε – нижняя граница диапазона изме-
нения случайной величины, λ – ширина диапазона изменения случайной величины

η =
(u1−α − uα)

ln (x1−α−ε)(ε+λ−xα)
(xα−α)(ε+λ−x1−α)

. (7)
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a б

Рис. 2. Фрагмент кривой Джонсона класса Sb (a – по распределению Рис. 1; б – для γ = 0)

γ = u1−α − ηln

(
x1−α − ε

ε + λ− x1−α

)
, (8)

где uα – alpha-квантиль стандартного нормального распределения, xα-эмпирическая
квантиль ([α(n + 1)]-й упорядоченный член выборки x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤= xn) [18, 19].

3.3. Морфологическая фильтрация. Большая часть морфологических алгорит-
мов обработки изображений использует операции эрозии и дилатации. Операция
дилатации определяется формулой (9):

(f ⊕B)(x, y) = sup{f(s, t); (s, t) ∈ Ba}, (9)

где a = (x, y) – вектор, задающий смещение множества B, а B – множество, по
которому осуществляется операция дилатации.

Дилатация по [21] сглаживает пики, поднимает общую яркость неоднородных
частей изображения.

Операция эрозии определяется формулой (10):

(f ªB)(x, y) = inf{f(s, t); (s, t) ∈ Ba}, (10)

где a = (x, y) – вектор, задающий смещение множества B, а B – множество, по
которому осуществляется эрозия.

Эрозия [21] сглаживает впадины, понижает общую яркость неоднородных ча-
стей изображения. Графическое представление принципа работы операций эрозии
и дилатации для функции одной переменной представлены на рис. 3.

Последовательное применение приведенных выше морфологических фильтров
называется операциями открытия и закрытия, и осуществляется по формулам (11)
и (12), соответственно:

(f ◦B)(x, y) = ((f ªB)(x, y)⊕B)(x, y), (11)

(f •B)(x, y) = ((f ⊕B)ªB)(x, y). (12)

Закрытие сглаживает мелкие "впадины" яркости и линии контура на изображении.
Открытие убирает небольшие пики и сглаживает линии контура на изображении
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Рис. 3. Графическое представление принципа работы операции эрозии и дилатации в плоскости
y=0

[21]. В данной работе применяются морфологические фильтры эрозии, дилатации,
открытия и закрытия по множествам 3х3 и 5х5.

4. Эволюционный алгоритм поиска. Построение "вручную" последователь-
ностей фильтров является нетривиальной и сложной задачей, требующей знания
предметной области. Одним из способов автоматизации нахождения таких после-
довательностей является применение эволюционных вычислений, в частности ГП
[6-8].

В терминах генетического программирования, пространство поиска – это про-
странство, из которого выбираются особи популяций, а "хорошие" точки – это особи
со сравнительно большим фитнессом. Каждая особь представляет собой ацикличе-
ский граф, узлами которого являются фильтры (рис. 4).

Рис. 4. Графическое представление особи популяции

Начальная популяция генерируется случайным образом, а все последующие по-
средством применения операторов кроссинговера и мутации к особям популяции,
сгенерированной на предыдущем шаге алгоритма. Селекция особей для скрещива-
ния осуществляется на основании значения фитнесс-функции по принципу "колеса
рулетки" [7, 8].

Формально алгоритм можно записать следующим образом:

1. случайным образом сгенерировать популяцию G размера N и рассчитать фит-
несс функцию для каждой особи популяции,

2. сохранить лучшую особь популяции G,

3. выбрать 2 особи из G для оператора кроссинговера на основании значения
фитнесс-функции, выполнить кроссинговер,

4. выбрать 2 особи с наименьшей фитнесс-функцией в G и заменить их получив-
шимися на шаге 3 потомками,
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5. рассчитать значение фитнесс-функции полученных потомков и фитнесс их по-
дузлов, сохранить "хорошие" фрагменты хромосом в библиотеку,

6. если заданный уровень кроссинговера не достигнут, перейти к шагу 3,

7. с заданной вероятностью осуществить мутацию над каждой особью текущей
популяции,

8. заменить худшую особь в полученной популяции на лучшую особь исходной
популяции,

9. перейти к шагу 2, если количество поколений меньше M , иначе выход.

Фитнесс-функция каждой особи вычисляется на основании соответствия отфиль-
трованных фрагментов желаемым результатам. В данном случае желаемым резуль-
татом является высококонтрастное изображение, ярким пикселям которого соответ-
ствуют области расположения эхогенных тканей (в т.ч. стенок артерий), а тёмным
– кровь и ткани с низкой эхогенностью.

Если обозначить множество ярких пикселей эталонного фрагмента Qi, а Q′
i –

множество ярких пикселей отфильтрованного с помощью некоторой особи текущей
популяции i-го фрагмента, n(Y ) – число пикселей в множестве Y , а m – число
фильтруемых фрагментов, то значение фитнесс-функции этой особи вычисляется
по формуле (13)

Fitness =
1
m

m∑

i=1

n(Qi ∩Q′
i)

n(Qi ∪Q′
i)

. (13)

Множество фрагментов изображений (а не изображения целиком, с целью сокра-
щения времени обработки) и ожидаемый результат фильтрации (в виде бинарного
шаблона) задаются вручную. Для получения, в конечном итоге, наиболее эффек-
тивных цепочек фильтров важна репрезентативность множества обрабатываемых
фрагментов. Входом и выходом каждого узла графа является изображение.

Предложенный алгоритм использует операторы одноточечного случайного и взве-
шенного кроссинговера. Суть последнего в том, что родительские особи скрещива-
ются в подузлах с наименьшим фитнессом. В зависимости от номера поколения ве-
роятность взвешенного кроссинговера повышается. Применяется оператор мутации
двух видов: случайная и взвешенная мутация. При мутации первого вида, мутиру-
ющий узел заменяется случайно выбранным фильтром из множества допустимых.
Вероятность взвешенной мутации узла зависит от его фитнесса. В зависимости от
номера поколения вероятность взвешенной мутации, по сравнению со случайной,
повышается.

Предложенный выше ГП алгоритм, в отличие от разработанных в [9-14], не яв-
ляется алгоритмом идентификации объекта на изображении, а используется для
первичной его фильтрации, перед последующей векторизацией, с целью повышения
эффективности алгоритмов векторизации.
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5. Полученные результаты. Вышеописанный алгоритм был реализован в ви-
де программного приложения, с помощью которого были получены эксперименталь-
ные данные, приведенные в таблице 1 (КЗ – количество запусков, МП – мощность
популяции, Ср.зн.ф.ф. – Среднее значение фитнесс-функции, ЧЭ – число эпох).

Таблица 1
КЗ Число

исп.
фильтров

Тип исп. филь-
тров

Вер-ть
мутации

Вер-ть
крос-
ра

МП КЭ Ср.зн.
ф.ф.

10 20 линейные 0,1 0,6 80 70 0,693568
10 30 линейные,

морф., Median
0,1 0,6 80 70 0,728416

10 34* линейные,
морф., Median,
градационные

0,1 0,6 80 70 0,812882

20 34 линейные,
морф., Median,
градационные

0,1 0,6 80 70 0,835352

В первой строке таблицы приведены усреднённые результаты 10 запусков ал-
горитма ГП, строящего последовательности из 20 возможных вариантов линейных
пространственных фильтров. Значения фитнесс-функции лучшей особи в среднем
было равно 0,693568. Но лучшее значение фитнесс-функции 0,714353 было достиг-
нуто на особи, представленной в таблице 2.

Таблица 2
1 1 1
1 -8 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

-1 -1 2
-1 3 -1
2 -1 -1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

0 -1 0
-1 5 -1
0 -1 0

Следует отметить, что качество фильтрации, и в частности бинаризации, зависит
от гистограммы исходного изображения. В описанном данном случае поиск после-
довательностей производился на изображениях с неблагоприятными для фильтра-
ции формами гистограммы. Исходные изображения и их гистограммы, результаты
фильтрации данных изображений и желаемый результат (шаблон сравнения), при-
ведены на рис. 5.

Во второй строке таблицы 1 приведены усреднённые результаты 10 запусков
алгоритма ГП, строящего последовательности из 20 линейных пространственных
фильтров, 2-х медианных фильтров различных размеров и морфологических филь-
тров (эрозии, дилатации, открытия и закрытия), всего 30 вариантов значений хромо-
сом особи. Значения фитнесс-функции лучшей особи в среднем было равно 0,7284157.
Но лучшее значение фитнесс-функции 0,787312 было достигнуто на особи, представ-
ленной в таблице 3.
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Рис. 5. Результаты фильтрации, исходные изображения, шаблон сравнения, гистограммы

Таблица 3
0 1 0
1 -3 1
0 1 0

Dilation
(5x5)

Dilation
(3x3)

Dilation
(5x5)

Dilation
(5x5)

Изображения, результаты фильтрации данных изображений и желаемый резуль-
тат (шаблон сравнения), приведены на рис. 6. Исходные изображения для тестиро-
вания были взяты для всей таблицы 1 одинаковыми с целью сравнить результаты
работы алгоритма в зависимости от набора возможных узлов последовательности
фильтрации.

Рис. 6. Результаты фильтрации, исходные изображения, шаблон сравнения

В третьей строке таблицы 1 приведены усреднённые результаты 10 запусков
алгоритма ГП, строящего последовательности из 20 линейных пространственных
фильтров, 2-х медианных фильтров различных размеров и морфологических филь-
тров (эрозии, дилатации, открытия и закрытия), а также 4-х градационных преобра-
зований (линейное растяжение диапазона яркостей, пороговый фильтр, выравнива-
ние гистограммы и приведение гистограммы), всего 34 варианта значений хромосом
особи. Значения фитнесс-функции лучшей особи в среднем было равно 0,812881778.
Но лучшее значение фитнесс-функции 0,842733 было достигнуто на особи, представ-
ленной в таблице 4.

33



Т.А. Беликова, В.Ю. Скобцов

Таблица 4
-1 -1 2
-1 3 -1
2 -1 -1

Dilation
(5x5)

Dilation
(3x3)

Dilation
(5x5)

Equalization Erosion
(3x3)

Изображения, результаты фильтрации данных изображений и желаемый резуль-
тат (шаблон сравнения), приведены на рис. 7.

Рис. 7. Результаты фильтрации, исходные изображения, шаблон сравнения

Количество фильтров в третьей строке таблицы 1 отмечено звездочкой, потому
что градационное преобразование – приведение гистограммы, в данном случае про-
изводилось к виду, показанному на рисунке 2б, и по итогам тестирования не дало
результатов, т.к. не вошло в состав хромосомы лучшей особи.

Функция распределения рис. 2б была выбрана на основании визуальной оцен-
ки внешнего вида гистограмм и построена с помощью кривых Джонсона класса Sb
(γ = 0). В методе приведения гистограммы, использованном в тестах, результаты
которых отображены в четвёртой строке таблицы 1, использовалась функция, коэф-
фициенты которой были посчитаны программно на основании гистограмм изобра-
жений, хорошо поддающихся фильтрации. График этой функции был приведен на
рисунке 2а. Среднее значение фитнесс-функции, полученное на 20 тестовых запус-
ках программы при использовании 34 возможных вариантов фильтров – 0,8353516.
При этом фитнесс лучшей особи приведенной в таблице 5 был равен 0,868683.

Таблица 5
Dilation
(5x5)

-1 -1 2
-1 3 -1
2 -1 -1

Median
(3x3)

Hitigram
Matching

Median
(5x5)

Dilation
(5x5)

Результаты обработки тестовых изображений таким фильтром представлены на
рис. 8.

6. Выводы. По результатам бинаризации видно, что сами по себе линейные про-
странственные фильтры не могут обеспечить приемлемый вид бинаризированного
изображения. Добавление возможностей морфологической фильтрации значительно
улучшает ситуацию, однако очерчивает линии контура грубо. Градационные преоб-
разования позволяют добиться плавных контуров бинаризированных изображений,

34



Эволюционный поиск последовательностей фильтров в задаче бинаризации УЗИ

Рис. 8. Результаты фильтрации, исходные изображения, шаблон сравнения

однако не могут предоставить достаточно точное соответствие заданному шаблону.
В дальнейшем для улучшения результатов планируется добавить градационные

фильтры, основанные на локальных статистиках, адаптивные пороговые фильтры,
а также усовершенствовать ГП алгоритм, снизив вероятность его схождения к ло-
кальным экстремумам.
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T. Belikova, V. Skobtsov
Evolutionary search of effective filters sequences in the ultrasound images binarization
problem.

The problem of constructing a sequence of filters which binarize ultrasound image of arteries is considered
in order to separate an arterial lumen. This paper proposes a genetic programming algorithm that
searches for sequences of filters wich effectively binarize ultrasound carotid atheroma. A number of
computational experiments was performed on real ultrasound of carotid arteries. They confirm it effecti-
veness.

Keywords: image processing, ultrasound, filtration, evolutionary algorithms.

Т.О. Бєлiкова, В.Ю. Скобцов
Еволюцiйний пошук ефективних послiдовностей фiльтрiв у задачi бiнаризацiї УЗ зоб-
ражень.

Розглянуто задачу побудови послiдовностей фiльтрiв для бiнаризацiї УЗ зображень артерiй з ме-
тою видiлення просвiту артерiї. У роботi пропонується алгоритм генетичного програмування (ГП),
який здiйснює пошук послiдовностей фiльтрiв, ефективно бiнаризуючих УЗ зображення сонних
артерiй. Запропонований ГП-алгоритм програмно реалiзований i проведено низку обчислюваль-
них експериментiв на реальних УЗД сонних артерiй, що пiдтверджують його ефективнiсть.
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ПРИМЕНЕНИЕ ГЕНЕТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЫСОКОГО РИСКА ПАТОЛОГИЧЕСКОЙ
ПОТЕРИ КРОВИ ПРИ РОДАХ

В данной работе предлагается решение актуальной задачи определения риска возникновения пато-
логического акушерского кровотечения. Применение генетического программирования (ГП) поз-
воляет выполнять классификацию на патологическое и допустимое кровотечение. Предлагается
модификация способа кодирования особей для генетического программирования. Выполнено те-
стирование на реальных медицинских данных.
Ключевые слова: генетическое программирование, классификация, кодирование.

Введение. Разработка и внедрение медицинских компьютерных аналитических
систем является одной из наиболее актуальных задач предметной области инфор-
мационных технологий. В данной работе предлагается решение актуальной задачи
определения риска возникновения патологического кровотечения при родах [1]. Для
сравнения ежедневно в мире от осложнений, связанных с беременностью и родами,
умирает около 1500 женщин. Причем 80% смертей обусловлено прямыми причина-
ми: кровотечения, инфекции, гестозы, патологические роды. Лидирует в этом спис-
ке смертность в результате массивной кровопотери. При этом если даже удается
предотвратить гибель женщины, то следствием перенесенного критического состо-
яния является развитие какой-либо тяжелой хронической патологии – вплоть до
инвалидности. Таким образом, данная проблема носит не только медицинский, но
и выраженный социальный характер. По оценкам экспертов большинство этих слу-
чаев можно было предотвратить. Для практики важно определять риск возможной
потери крови при родах более чем 0,5% от массы тела, с целью принятия соответ-
ствующих мер.

1. Постановка задачи.При решении задачи прогнозирования необходимо опре-
делить функцию вида (1)

Y = f(x1, x2, ..., xn), (1)

где Y – исследуемая величина, зависящая от факторов X = (x1, x2, ..., xn).
В нашем же случае важно определить риск потери крови при родах более чем

0,5% от массы тела, с целью принятия соответствующих мер. По сути, необходимо
выполнить разбиение на два класса: патологическое кровотечение и допустимое. То
есть наша целевая переменная принимает дискретные значения, и в контексте нашей
задачи рассматривается классификация.

Итак, Y – кровотечение патологическое или допустимое, x1, x2, ..., xn – факторы
риска развития патологической потери крови при родах, функция (1) определя-
ет тип кровотечения при определенных значениях факторов x1, x2, ..., xn. Значение
функции равное единице означает высокую степень риска патологического акушер-
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Рис. 1. Обобщенный алгоритм работы ГП

ского кровотечения, а нулю – соответственно низкую. Задача решается методом,
который предполагает обучение с учителем. При обучении с учителем необходимо
сформировать обучающую выборку. В нашем случае обучающая выборка представ-
ляет собой реальные медицинские данные, полученные при обследовании беремен-
ных женщин.

Так как решается задача классификации на два класса, то для ее решения мож-
но использовать математический аппарат булевых функций в виде древообразных
структур [2]. При этом листьями дерева являются факторы риска, которые при-
ведены к бинарным значениям, функциональными узлами – логические функции
(И, ИЛИ, НЕ), а корень дерева определяет значение булевой функции, где единица
соответствует патологическому кровотечению, а ноль – допустимому. После этапа
обучения полученное дерево, реализующее определенную булеву функцию, будет
выполнять классификацию на допустимую или патологическую потерю крови при
родах.

В качестве ошибки классификации будем использовать долю правильной клас-
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Рис. 2. Пример структуры дерева для классификации акушерских кровотечений

сификации (2):

E =
1
M

·
(

M −
M∑

i=1

(|Fi − Yi|)
)

, (2)

где M – количество обучающих примеров, F – полученный результат классифика-
ции, Y – желаемый результат классификации.

2. Разработка алгоритма. Исходные данные должны быть предварительно об-
работаны, основное назначение предобработки – преобразовать входное обучающее
множество в булевозначный вектор. Далее определяются терминальное и функци-
ональное множества, фитнесс-функция, значения параметров эволюционного алго-
ритма. Решением задачи будет булева функция, представленная в виде дерева, ко-
торое можно использовать для классификации акушерских кровотечений. Общий
алгоритм представлен на рис. 1.

В контексте нашей задачи ГП используется для получения классификационного
дерева (пример структуры показан рис. 2). Дереву на рис. 2 соответствует булева
функция (3):

F (x1, x2, ..., x176) = (x1 ∨ x5) · (x12 · x7) · (x21 ∨ (x25 ∨ x8) · (x4 · x6). (3)

Терминальное множество в данном случае составляют факторы риска развития
патологического акушерского кровотечения, которые после предобработки пред-
ставляют собой булевозначный вектор.

Основными логическими операциями являются: ИЛИ, И, НЕ. Все эти операции
всегда имеют один выход, но могут иметь разное количество входов. Так как первые
две функции могут иметь два и более входа, а последняя только один, то для более
удобной программной реализации выполним замену операции НЕ на следующие
две: ИЛИ-НЕ и И-НЕ. Такая замена позволит унифицировать количество входов
для всех операций (их будет всегда 2). Таким образом, функциональное множество
составляют 4 логические функции ИЛИ, И, ИЛИ-НЕ и И-НЕ. К тому же, такой
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Таблица 1. Параметры эволюционного алгоритма

Параметр Допустимые значения
Мощность популяции Задается

Максимальная глубина особи Задается
Метод генерации – растущая pg = 1

начальной популяции – полная pc = 1
– смешенная pg + pc = 0, 5 + 0, 5 = 1

Вероятность функционального узла 0,5
Вероятность терминального узла 0,5

Вероятность кроссинговера Задается
Вероятность мутации Задается

Отбор родителей – рулетка

логический базис позволяет избавиться от так называемых интронов (бесполезных
участков), в данном случае – от двойного отрицания (НЕ(НЕ(X))).

В качестве фитнесс-функции используется доля пациентов с правильно опре-
деленным акушерским кровотечением (2), в которой переменные Y (желаемый ре-
зультат классификации) и F (полученный результат классификации) принимают
булевы значения 0 или 1. Единица соответствует высокой степени риска развития
патологической потери крови при родах, а ноль – низкой степени риска развития
патологической потери крови при родах.

Для получения классификационного дерева необходимо выполнить следующие
этапы:

1. Установить параметры ГП, которые представлены в табл. 1.
2. Сгенерировать начальную популяцию. Популяция состоит из некоторого ко-

личества хромосом (особей). Каждая особь соответствует определенному дереву,
которое представляет собой решение, например, как на рис. 2. Особь (дерево) на
начальном этапе генерируется случайным образом и состоит из функциональных и
терминальных узлов.

3. По значению фитнесс-функции (2) оценить все особи, входящие в популяцию.
4. Выполнить генетические операторы.
5. Проверить условие останова. Если критерий останова выполнен, то перейти

на шаг 6, иначе на шаг 3.
6. Выбрать лучшую особь (с максимальным значением фитнесс-функции), ко-

торая будет результатом работы ГП, а соответствующее ей дерево – решением по-
ставленной задачи (классификационным деревом, выполняющим классификацию
на патологическое акушерское кровотечение и допустимое).

7. В процессе поиска решений можно использовать различные значения пара-
метров ГП.

3. Генерация начальной популяции. На данном этапе происходит генерация
начальной популяции в соответствии с заданными параметрами. Популяция состо-
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ит из набора деревьев, сгенерированных случайным образом. Генерация каждого
дерева происходит рекурсивно, начиная с генерации функционального узла и его
аргументов. Для каждого дочернего узла (аргумента) случайным образом опреде-
ляется, будет данный узел функциональным или терминальным, далее в соответ-
ствии с типом узла выбирается его значение из соответствующего терминального
или функционального множества. Процесс выполняется по левой ветви до тех пор,
пока не будет выбран дочерним терминальный узел. Затем генерируются правые
ветви.

Предусмотрены следующие методы создания деревьев [2]:
1. Полный. При генерации случайного дерева каждая ветвь имеет одинаковую

(максимальную) глубину.
2. Растущий. При генерации случайного дерева каждая ветвь может иметь раз-

личную глубину, но не более чем заданная максимальная.
3. Комбинированный. Половина деревьев всей популяции генерируется полным

методом, вторая половина – растущим.
4. Применение генетических операций.
Отбор родителей [2-3]. Важнейшим фактором, который влияет на эффектив-

ность ГП, является оператор отбора. Слепое следование принципу "выживает силь-
нейший" может привести к сужению пространства области поиска решения и попа-
данию найденного решения в область локального экстремума фитнесс-функции. С
другой стороны, достаточно слабый оператор отбора может привести к медленному
росту качества популяции, что приведет к замедлению поиска решения. Кроме то-
го, популяция при таком подходе может не только не улучшаться, но и ухудшаться.
Использован отбор пропорционально значению фитнесс-функции, реализованный
методом рулетки.

Кроссинговер. Для древообразной формы представления используются следу-
ющие три основных типа оператора кроссинговера (ОК) [2, 4-5]:

– узловой кроссинговер;
– кроссинговер поддеревьев;
– смешанный.
Узловой оператор кроссинговера выполняется следующим образом:
– выбираются два дерева и узлы в этих деревьях. Так как узлы в деревьях могут

быть разного типа, сначала необходимо убедиться, что выбранные узлы у родите-
лей являются взаимозаменяемыми. Если тип узла во втором родителе отличен от
типа узла первого родителя, то во втором родителе случайным образом выбирается
другой узел, после чего опять выполняется проверка на предмет совместимости;

– производится обмен выбранных узлов.
Пример узлового ОК показан на рис. 3.
В кроссинговере поддеревьев родители обмениваются не самими узлами, а соот-

ветствующими им поддеревьями. Такой ОК выполняется следующим образом:
– выбираются родители и узлы в них. Далее необходимо убедиться, что выбран-

ные узлы принадлежат одному типу (функциональному или терминальному). Если

41



Т.А. Васяева, С.В. Хмелевой, Д.Е. Иванов

Рис. 3. Пример выполнения узлового ОК

это условие не выполняется, то, как и в предыдущем случае, во втором дереве вы-
бирается другой узел с последующей проверкой на взаимозаменяемость;

– производится обмен поддеревьев, которые соответствуют этим выбранным уз-
лам. Вычисляется глубина дерева для каждого потомка. Если ожидаемый размер
не превышает заданный порог, то потомки запоминаются.

Обмен поддеревьями возможен и в одном родителе. Пример ОК поддеревьев
показан на рис. 4.

При смешанном операторе кроссинговера для одних особей выполняется узловой
оператор кроссинговера, а для других – кроссинговер поддеревьев.

Мутация. Для деревьев применимы следующие операторы мутации (ОМ) [2,
4-5]:

– узловая мутация;
– усекающая мутация;
– растущая мутация.
Узловой оператор мутации выполняется следующим образом:
– выбирается случайным образом узел, подлежащий мутации;
– определяется тип выбранного узла (функциональный или терминальный);
– случайно выбирается из множества, соответствующего типу выбранного узла,

значение узла, отличное от рассматриваемого;
– заменяется исходное значение узла на выбранное.
Пример узлового оператора мутации показан на рис. 5.
Усекающий оператор мутации производится так:
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Рис. 4. Пример выполнения ОК поддеревьев

Рис. 5. Пример выполнения узлового ОМ

– случайным образом выбирается узел;
– случайным образом выбирается символ из заданного терминального множе-

ства;
– обрезается ветвь выбранного узла мутации;
– вместо обрезанной ветви ставится терминальный символ.
Пример усекающего оператора мутации показан на рис. 6.
Растущий оператор мутации выполняется следующим образом:
– случайным образом определяется узел мутации;
– если узел не является терминальным, то необходимо отсечь ветви, которые

исходят из него, иначе выбрать другой узел;
– вычислить глубину остатка дерева;
– вместо отсеченной ветви дерева вырастить случайным образом новую ветвь
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Рис. 6. Пример выполнения усекающего ОМ

Рис. 7. Пример выполнения растущего ОМ

так, чтобы размер нового построенного дерева не превышал заданный порог.
Пример растущего оператора мутации показан на рис. 7. Это очень мощный

оператор, обладающий большими возможностями.
Редукция [2-3]. Оператор редукции выполняется с целью сохранения размера

популяции. Типы оператора практически совпадают с типами оператора отбора ро-
дителей. Но процедуры редукции и отбора родителей разнесены по действию во
времени и имеют разный смысл. Возможно выполнение следующих вариантов ре-
дукции:

– элитная стратегия;
– чистая замена;
– равномерная случайная замена (с указанием количества заменяемых особей в

процентах).
Критерий останова. В качестве критерия останова можно использовать ука-

зание определенного числа итераций или указание определенного числа повторения
лучшего результата.

Апробация. Для реализации поставленной задачи написана программа в сре-
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Таблица 2. Результаты экспериментов по выбору вероятности ОМ

Вероят- Доля правильной классификации
ность ОМ Обучающая выборка Проверочная выборка

Узловой Усекающий Растущий Узловой Усекающий Растущий
0,025 0,93571 0,95 0,96428 0,86428 0,87142 0,95714
0,05 0,87142 0,95 0,96428 0,89285 0,98571 0,97857
0,075 0,92857 0,96428 0,97142 0,88571 0,97857 0,95
0,1 0,95 0,95 0,96428 0,97857 0,97857 0,97857

0,125 0,94285 0,97142 0,97142 0,88571 0,97857 0,94285
0,15 0,96428 0,96428 0,98571 0,97857 0,97857 0,94285
0,175 0,97142 0,96428 0,96428 0,98571 0,97857 0,97857
0,2 0,96428 0,96428 0,96428 0,97857 0,97857 0,97857

0,225 0,97142 0,96428 0,97142 0,87857 0,97857 0,98571
0,25 0,97142 0,97142 0,96428 0,97142 0,93571 0,97142
0,275 0,96428 0,96428 0,97142 0,97857 0,97857 0,98571
0,3 0,97857 0,96428 0,99285 0,92857 0,98571 0,97142

0,325 0,96428 0,96428 0,98571 0,97857 0,98571 0,99285
0,35 0,97142 0,97857 0,99285 0,98571 0,9 0,97142
0,375 0,96428 0,97857 0,97142 0,97857 0,99285 0,97857
0,4 0,96428 0,96428 0,97142 0,97857 0,97142 0,97142

0,425 0,97857 0,96428 0,98571 0,97142 0,98571 0,91428
0,45 0,97142 0,96428 0,97142 0,91428 0,86428 0,95
0,475 0,97142 0,96428 0,99285 0,98571 0,97857 0,97142
0,5 0,96428 0,96428 0,97142 0,97857 0,97857 0,98571

де C++ Builder 6, которая выполняет рассмотренный алгоритм. Проведены экс-
перименты с целью определения значений параметров ГП для построения дерева
классификации акушерских кровотечений. Например, для каждого значения веро-
ятности ОМ выполнялось несколько экспериментов и выбиралось лучшее значение.
Результаты экспериментов представлены в табл. 2.

На рис. 8 и 9 показаны зависимости доли правильной классификации от вероят-
ности и типа ОМ.

Очевидно, что, начиная с вероятности ОМ 0,275, результаты классификации до-
статочно высокие для усекающего и растущего ОМ. Процент правильной классифи-
кации составляет более 96% на обучающей выборке и на проверочной, за некоторым
исключением. Поэтому выберем усекающий ОМ и вероятность, равную 0,3. Выбор
усекающего ОМ обусловлен лучшей классификацией на проверочной выборке, а
также тем, что при данном типе ОМ деревья получаются меньшего размера, что
упрощает работу с ними при их интерпретации.

Аналогичным образом подбирались и другие значения ГП. В результате неко-
торых экспериментов получено дерево, которое на обучающей выборке дает 100%
правильной классификации, на проверочной 98,57%. В табл. 3 приведены значения
параметров ГП, при которых оно получено.

5. Заключение. Разработанный аппарат ГП создан и протестирован на приме-
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Рис. 8. Зависимость корректности акушерских кровотечений от вероятности и типа ОМ на обуча-
ющей выборке

Рис. 9. Зависимость корректности классификации акушерских кровотечений от вероятности и типа
ОМ на проверочной выборке

ре определения риска развития патологической потери крови при родах, но может
быть использован и при решении других задач медицинской диагностики и прогно-
зирования.
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Таблица 3. Набор параметров ГП, при котором получено дерево для классификации

Параметр Значения
Мощность популяции 150

Максимальная глубина особи 10
Отбор родителей (селекция) Рулетка

Инициализация начальной популяции Растущая
Редукция Элитная стратегия

Вероятность кроссинговера 0,85
Вероятность мутации 0,30

Кроссинговер Смешанный
Мутация Усекающая

Количество итераций 200
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Application of genetic programming to identify high-risk pathological blood loss at delivery.

A solution of the problem of determining the actual risk of pathological obstetric haemorrhage is
proposed. The application of genetic programming allows performing the classification to the abnormal
bleeding and valid one. A modification of the coding method of individuals for genetic programming is
proposed. The testing on real medical data is performed.
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ДЕЙСТВИЕ ВЯЗКОГО ТРЕНИЯ НА МАЛЫЕ ПОПЕРЕЧНЫЕ
КОЛЕБАНИЯ УПРУГОГО СТЕРЖНЯ С
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ МАССОЙ НА КОНЦЕ

Рассмотрена спектральная задача, связанная с описанием малых поперечных колебаний упругого
стержня с сосредоточенной массой на конце под действием вязкого трения. Левый конец стержня
закреплен жестко без трения. Правый конец несет сосредоточенную массу. Описано расположение
спектра такой задачи и получена асимптотическая формула для собственных значений.
Ключевые слова: собственные значения, операторный пучок, краевые условия.

1. Введение. Одной из наиболее ранних, досконально исследованных задач на
собственные значения является рассмотренная Леонардом Эйлером в 1744 году про-
блема определения критической нагрузки для гибкого стержня, работающего на
сжатие и подверженного опасности потери устойчивости. В XIX веке при построе-
нии классической математической физики возникли многочисленные задачи на соб-
ственные значения для колебаний (см.например, [1], [2], [3]). В 70-80 г.г. прошлого
века появляется необходимость в рассмотрении новых начально-краевых спектраль-
ных задач, содержащих спектральный параметр не только в уравнениях, но и в гра-
ничных условиях. Кроме того, особый интерес представляет влияние вязкого трения
на различные изучаемые физические объекты ([4], [5]).

Далее будет представлена задача о поперечных колебаниях стержня, который
находится под действием вязкого трения. Стержни являются наиболее часто при-
меняемыми расчетными схематизациями при рассмотрении поперечных колебаний
судовых конструкций. Ими моделируются балки судового набора, валы, мачты, пил-
лерсы, кронштейны и целый ряд других конструкций. Основными целями расчетов
поперечных колебаний стержней являются: определение спектра собственных ча-
стот и соответствующих им форм колебаний и определение параметров вынужден-
ных колебаний под действием заданной системы возмущающих сил.

Малые поперечные колебания упругого однородного стержня плотности ρ = 1,
растянутого распределённой силой, пропорциональной g(x) > 0, g ∈ C1[0, l], нахо-
дящегося под действием однородного вязкого трения, коэффициент которого k > 0,
описываются уравнением

∂4u

∂x4
+

∂2u

∂t2
+ k

∂u

∂t
− ∂

∂x

(
g(x)

∂u

∂x

)
= 0. (1)

Здесь x – координата, измеряемая от левого конца стержня, t – время, u(x, t) – по-
перечное смещение точки стержня, находящейся на расстоянии x от левого конца в
момент времени t. Левый конец стержня закреплен жестко без трения. На правом
конце находится массивное кольцо массы m > 0, которое может двигаться по верти-
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кали с вязким трением в направлении, перпендикулярном равновесному положению
стержня. Жесткое закрепление левого конца описывается краевыми условиями (2)-
(3)

u(0, t) = 0, (2)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0. (3)

Краевые условия на правом конце имеют следующий вид

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
x=l

= 0, (4)

− ∂3u

∂x3

∣∣∣∣
x=l

+ m
∂2u

∂t2

∣∣∣∣
x=l

+ g(x)
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

+ β
∂u

∂t

∣∣∣∣
x=l

= 0, (5)

где l > 0 – длина стержня, β > 0 – коэффициент вязкого трения (демпфирования)
кольца. Условие (4) означает, что стержень соединен с кольцом шарнирно, а условие
(5) означает, что кольцо движется вдоль вертикали с вязким трением. Различные
виды краевых условий в отсутствие демпфирования рассмотрены в [6]. Условие (5)
является физически наиболее оправданным (см.например, [6], [7], [8], [9]). Отметим,
что результаты, близкие к полученным в настоящей статье, для другого краевого
условия на правом конце имеются в работе [10], на левом – в [11]. После стандартного
преобразования u(x, t) = eiλty(λ, x) получаем спектральную задачу

y(4) − λ2y − (gy′)′ + ikλy = 0, (6)

y(λ, 0) = 0, (7)

y(1)(λ, 0) = 0, (8)

y(2)(λ, l) = 0, (9)

−y(3)(l)−mλ2y(l) + g(l)y′(l) + iλβy(l) = 0. (10)

2. Теоретико-операторная трактовка задачи. В данной работе мы исполь-
зуем следующие определения.

Определение 1. Множество значений λ, для которых обратный оператор L(λ)−1

существует как ограниченный замкнутый, называется резольвентным множеством,
а дополнение к нему – спектром пучка L(λ).

Определение 2. Число λ0 ∈ C называется собственным значением ([12], с. 61)
пучка L(λ), если существует вектор y0 ∈ D(A) (называемый собственным векто-
ром) такой, что y0 6= 0 и L(λ0)y0 = 0. Векторы y1, ..., yp−1 называются цепочкой
присоединенных к y0 векторов, если

k∑

s=0

1
s!

dsL(λ)
dλs

∣∣∣
λ=λ0

yk−s = 0, k = 1, p− 1.
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Число p называется длиной цепочки из собственного и присоединенных векторов.
Геометрической кратностью собственного значения называется число соответствую-
щих линейно независимых собственных векторов. Алгебраической кратностью соб-
ственного значения называется максимальное значение суммы длин цепочек, соот-
ветствующих линейно независимым собственным векторам. Собственное значение
называется изолированным, если некоторая его выколотая окрестность принадле-
жит резольвентному множеству. Изолированное собственное значение λ0 конечной
алгебраической кратности называется нормальным, если образ ImL(λ0) замкнут.

Рассмотрим теоретико-операторную трактовку этой задачи. Для этого введём
операторы, действующие в гильбертовом пространстве L2(0, l) ⊕ C согласно следу-
ющим формулам:

D(A) =
{(

y(x)
c

)
:

y(x) ∈ W 4
2 (0, l),

c = y(l), y(0) = y(1)(0) = 0, y(2)(l) = 0

}
,

A

(
y(x)

c

)
=

(
y(4)

−y(3)(l)

)
, G

(
y
c

)
=

( −(gy′)′

g(l)y′(l)

)
,

M =
(

I 0
0 m

)
, K =

(
k 0
0 β

)
.

Рассмотрим операторный пучок

L(λ) = (A− λ2M + G + iλK)

с областью определения D(L) = D(A). Эта область определения не зависит от спек-
трального параметра λ по определению. Естественно считать, что спектр пучка L(λ)
является спектром нашей задачи, поскольку, расписав уравнение L(λ)Y = 0 поком-
понентно, получим (6) и (10), а условия (7)-(8) входят в описание D(A). Коэффи-
циенты этой задачи являются целыми функциями спектрального параметра λ. По-
этому (см. [12], c. 27) спектр этой краевой задачи и пучка L состоит из нормальных
собственных значений, которые сгущаются только к бесконечности.

Лемма 1. Оператор A самосопряженный и неотрицательный.

Доказательство. Пусть Y =
(

y(x)
y(l)

)
∈ D(A), а Z =

(
z(x)
z(l)

)
, где z(x) ∈

W 4
2 (0, l), тогда, учитывая, что y(0) = 0, y(1)(0) = 0, и интегрируя по частям дважды,

получаем

(AY, Z) =

l∫

0

y(4)(x)z(x) dx− y(3)(l)z(l) = (11)

= −y(3)(0)z(0) + y′(l)z(2)(l) + y(2)(0)z(1)(0)− y(l)z(3)(l) +

l∫

0

yz(4) dx.
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Отсюда видно, что, если мы положим

z(0) = z(1)(0) = z(2)(l) = 0, (12)

то (AY, Z) = (Y, AZ) и D(A∗) = D(A). Покажем, что оператор A неотрицателен.
Для этого рассмотрим скалярное произведение (AY, Y ). Полагая в (11) Z = Y и
учитывая условия (12), получим

(AY, Y ) =

l∫

0

|y(2)|2 dx > 0.

Откуда видно, что оператор A является неотрицательным. ¤
Лемма 2. Оператор G симметричный и неотрицательный.
Доказательство. Пусть Y ∈ D(A) = D(G), Z ∈ D(A) = D(G). Рассмотрим

скалярное произведение

(GY,Z) = −
l∫

0

(g(x)y′)′z(x) dx + g(l)z(l)y′(l) =

=

l∫

0

gy′z′ dx = g(l)z′(l)y(l)−
l∫

0

(gz′)′y dx = (Y, GZ). (13)

Таким образом, оператор G симметричный. Покажем, что на области D(G) = D(A)
оператор G неотрицательный. Для этого рассмотрим скалярное произведение (GY, Y ).
Из формулы (13) следует, что

(GY, Y ) =

l∫

0

g(x)|y′|2 dx > 0.

¤
Предложение. Спектр пучка L(λ) лежит в замкнутой верхней полуплоскости.
Этот результат следует из [13] для пучка ограниченных операторов, но доказа-

тельство остается справедливым и для случая пучка неограниченных операторов
(см., например, [14]).

3. Асимптотика собственных значений. Найдем асимптотику собственных
значений задачи (6)-(10). Положим, что g = const > 0. Прямое вычисление показы-
вает, что:

y3(λ, x) =
ch(z2x)

(z2
1 − z2

2)
− ch(z1x)

z2(z2
1 − z2

2)
, (14)

y4(λ, x) =
sh(z2x)

z2(z2
1 − z2

2)
− sh(z1x)

z1(z2
1 − z2

2)
, (15)
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где

z1 =
√

λ(1 +
g

4λ
− ik

4λ
) + o(

1
λ

), (16)

z2 = i
√

λ(1− g

4λ
− ik

4λ
) + o(

1
λ

). (17)

Решение уравнения (6), которое удовлетворяет условиям (7), (8), (9), имеет вид

y = y
(2)
3 (λ, l) · y4(λ, x)− y

(2)
4 (λ, l) · y3(λ, x).

Подставляя его в краевое условие (10), получаем уравнение

y
(2)
3 (λ, l) · (−y

(3)
4 (λ, l)−mλ2y4(λ, l) + gy

(1)
4 (λ, l) + iλβy4(λ, l))−

−y
(2)
4 (λ, l) · (−y

(3)
3 (λ, l)−mλ2y3(λ, l) + gy

(1)
3 (λ, l) + iλβy3(λ, l)) = 0,

или с учетом (14), (15), (16) и (17)

gz2 2 (ch (z2 l))2

(z2 2 − z1 2)2
+

gz1 2 (ch (z1 l))2

(z2 2 − z1 2)2
+

mλ2z2 2 ch (z2 l) sh (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2 z1

+

+
mλ2z1 2 ch (z1 l) sh (z2 l)

(z2 2 − z1 2)2 z2
− iλ β z2 2 ch (z2 l) sh (z1 l)

(z2 2 − z1 2)2 z1
+

z2 4 (sh (z2 l))2

(z2 2 − z1 2)2
+

+
iλ β z2 sh (z2 l) ch (z1 l)

(z2 2 − z1 2)2
+ 2

z2 2 ch (z2 l) z1 2 ch (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2

− z1 4 (ch (z1 l))2

(z2 2 − z1 2)2
−

−z2 4 (ch (z2 l))2

(z2 2 − z1 2)2
− gz2 2 ch (z2 l) ch (z1 l)

(z2 2 − z1 2)2
− gz1 2 ch (z1 l) ch (z2 l)

(z2 2 − z1 2)2
− (18)

−z2 sh (z2 l) z1 3 sh (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2

+
z1 4 (sh (z1 l))2

(z2 2 − z1 2)2
− z1 sh (z1 l) z2 3 sh (z2 l)

(z2 2 − z1 2)2
−

−mλ2z2 sh (z2 l) ch (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2

− mλ2z1 sh (z1 l) ch (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2

−

−gz2 2 (sh (z2 l))2

(z2 2 − z1 2)2
− gz1 2 (sh (z1 l))2

(z2 2 − z1 2)2
+

iλ β z1 sh (z1 l) ch (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2

−

− iλ β z1 2 ch (z1 l) sh (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2 z2

+ 2
gz2 sh (z2 l) z1 sh (z1 l)

(z2 2 − z1 2)2
= 0.

Найдем асимптотику корней уравнения (18). Для этого подставим в него:

√
λ =

πn

l
+ A +

B

n
+

C

n2
+

D

n3
+ O(

1
n4

). (19)

Тогда, приравнивая нулю коэффициенты перед степенями 1/n в (19), получим:
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λn =
π2n2

l2
+

π2n

2l2
+

π2

16l2
+

ik

2
+

g

2
+

1
lm

− 1
2πnm2

−

− g

2πn
+

1
8πn2m2

+
g

8πn2
− 1

4π2m2n2
+

lg

2π2mn2
− l2g2

8π2n2
− l2k2

8π2n2
+ (20)

+
l

6π2m3n2
− il

π2n2
(
lkg

4
+

β

m2
+

k

m
) + O

(
1
n3

)
.

4. Выводы. В представленной работе исследована задача, которая описывает
малые поперечные колебания упругого стержня с грузом на конце, находящегося
под влиянием вязкого трения. Описана теоретико-операторная трактовка этой за-
дачи. Доказано, что оператор A самосопряженный, неотрицательный и оператор G
симметричен. Показано, что спектр пучка L(λ) лежит в замкнутой верхней полу-
плоскости. Из формулы (20) видно, что по спектру задачи последовательно можно
найти параметры задачи l, k, g, m, β, т.е. решить обратную задачу для g = const.
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I. V. Gorokhova, N.A. Rozhenko
Action of the viscous friction on small transversal vibrations of the rod with one loaded
end.

A spectral problem describing small transversal vibrations of an elastic rod with a concentrated mass
(bead) at the right end under viscous friction is considered. The left end is hinge joined. Location of the
spectrum of such a problem is described and asymptotic formula of the eigenvalues is provided.
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з зосередженою масою на кiнцi пiд дiєю в’язкого тертя. Лiвий кiнець стержня закрiплений жорстко
без тертя. Правий кiнець несе зосереджену масу. Описано розташування спектра такої задачi та
отримано асимптотичну формулу на власнi значення.
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ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ
ПОРОЖНИСТОГО ЦИЛIНДРА IЗ ПОРИСТОГО МАТЕРIАЛУ
В УМОВАХ В’ЯЗКОПРУЖНОГО ДЕФОРМУВАННЯ

Розроблено методику чисельного аналiзу напружено-деформованого стану конструкцiй iз пори-
стого матерiалу в умовах в’язкопружного деформування на основi моментної схеми скiнченного
елемента з використанням рiзних методiв визначення модулiв пружностi iзотропних пористих ма-
терiалiв, виведено спiввiдношення для урахування в’язкопружної поведiнки пористого матерiалу.
Проведено розрахунок порожнистого цилiндра iз пористого матерiалу.
Ключовi слова: вiдносна щiльнiсть, пористi матерiали, метод скiнченних елементiв.

1. Вступ. Однiєю з важливих задач механiки деформiвного твердого тiла на
сучасному етапi є необхiднiсть вдосконалення математичних моделей рiзних середо-
вищ, зокрема пористих середовищ. Це зумовлено широким впровадженням пористих
матерiалiв у рiзнi галузi науки i технiки України, серед яких машинобудування,
будiвництво, автомобiлебудування, авiабудування, зокрема це круглi i прямокут-
нi пластини (дiафрагми, затвори печей, перекривальнi клапани), пористi вкладишi
пiдшипникiв ковзання (порожнистий цилiндр), пористi втулки та iншi. Одним зi
стимулюючих факторiв цього є те, що при створеннi пористих матерiалiв можливо
впливати на властивостi отриманого матерiалу, варiюючи його пористiсть, розмiри
та форми пор.

У реальних умовах експлуатацiї пористi матерiали зазнають теплового та ме-
ханiчного навантаження. У зв’язку з цим виникає необхiднiсть дослiдження нап-
ружено-деформованого стану (НДС) пористого матерiалу. Проблема руйнування
пористих матерiалiв при в’язкопружному деформуваннi, а також недостатня його
мiцнiсть, може бути досить успiшно вирiшена при розробцi надiйних методiв роз-
рахункiв на мiцнiсть, дозволяє заздалегiдь визначити характеристики НДС таких
матерiалiв.

При дослiдженнi НДС в умовах в’язкопружної поведiнки пористих матерiалiв
важливим є вибiр необхiдної теорiї, що характеризує залежнiсть пружних сталих
пористих матерiалiв вiд пористостi P та пружних сталих матрицi матерiалу. Для
моделювання пружних характеристик пористих псевдосплавiв у роботi [10] був вико-
ристаний метод елементарної комiрки, який давав прийнятнi результати при дослiд-
женнi пористих металiв. Розбиття елементарної комiрки на структурнi елементи, що
представляють собою компактнi областi однiєї фази, проводились у рамках адiа-
батичного та iзотермiчного наближень. У роботi [6] модулi пружностi iзотропного
пористого матерiалу для випадкового просторового розподiлення пор визначаються
за допомогою варiацiйного методу Хашина-Штрiкмана. Для отримання пружних
сталих пористого матерiалу, використовувався найбiльш обґрунтований метод роз-

55



С.М. Гребенюк, В. З. Юрєчко

рахунку модулiв пружностi iзотропних пористих матерiалiв, а саме метод самоуз-
годження, який виражає залежнiсть модуля об’ємного стиску K та модуля зсуву G
пористих матерiалiв вiд їх вiдносної щiльностi ρ [6]. У цьому методi розглядаються
пори сферичної, голкоподiбної та дискової форми. Для пор сферичної форми

K

K0
= 1− 1− ρ

1− α0ρ
;

G

G0
= 1− 1− ρ

1− β0ρ
, (1)

де α0 = 1+ν0
3(1−ν0) ; β0 = 2(4−5ν0)

15(1−ν0) ; K, G, K0, G0 – модулi об’ємного стиску та зсуву
пористого матерiалу i матрицi, вiдповiдно; ν0 – коефiцiєнт Пуассона матрицi.

Для випадкового просторового розподiлення пор

K

K0
=

(
1 +

1− ρ

ρ
p

)−1

;
G

G0
=

(
1 +

1− ρ

ρ
q

)−1

. (2)

Для пор голкоподiбної форми

p =
5− 4ν0

3(1− 2ν0)
; q =

8
15

(5− 3ν0). (3)

Для пор дискової форми

p =
4
3

1− ν2
0

(1− 2ν0)
1
πl

; q =
8
15

(1− ν0)(5− ν0)
(2− ν0)

1
πl

, (4)

де l = t
d , t – товщина; d – дiаметр пори.

Аналiтичний розрахунок конструкцiй iз пористих матерiалiв є дуже складною
процедурою, тому велике значення набуває використання чисельних методiв, зокре-
ма методу скiнченних елементiв (МСЕ), якi дозволяють враховувати вiдмiннi риси
таких матерiалiв.

Дослiдженню НДС в умовах в’язкопружної поведiнки пористих матерiалiв при-
свячено велику кiлькiсть робiт. У роботi [1] описанi способи застосування проек-
цiйно-сiткових методiв, зокрема МСЕ, розв’язання еволюцiйної задачi пружнов’яз-
копластичностi. Наведено алгоритми розв’язання такої задачi з урахуванням скiн-
ченностi деформацiй, нелiнiйної залежностi структурно-реологiчних характеристик
керамiчної маси вiд пористостi i напруженого стану. Спiввiдношення МСЕ були от-
риманi на основi iнтегральної постановки задачi вiдповiдно до варiацiйної форми
методу Гальоркiна. У результатi просторової дискретизацiї на основi МСЕ отрима-
но напiвдискретну форму рiвнянь рiвноваги в згорнутому виглядi.

У роботi [2] за допомогою моделювання, заснованому на скiнченноелементно-
му аналiзi процесу напресування пористої втулки на компактний вал, визначено
градiєнти залишкових напружень, що виникають у пористiй втулцi i валу при утво-
реннi з’єднання з натягом. Встановлено залежностi ступеня пластичної та пружної
деформацiї вiд пористостi втулок, що напресовуються, величини натягу, матерiалу
i товщини стiнки зразка. Збiльшення натягу i зменшення товщини стiнки втулки
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призводить до зростання пластичних деформацiй по зовнiшньому i внутрiшньому
дiаметрам, при всiх значеннях пористостi.

Робота [4] присвячена вивченню процесiв пресування деревини, що проводиться
у рамках механiки гетерофазних систем з використанням методу усереднення для
середовищ iз неперервною неоднорiднiстю. Дослiджено процес в’язкопружнього де-
формування при пресуваннi ненасиченого капiлярно-пористого анiзотропного сере-
довища з урахуванням зовнiшнього тертя.

2. Побудова скiнченноелементної моделi в’язкопружного пористого ма-
терiалу. Для чисельного визначення НДС конструкцiй iз пористих матерiалiв в
умовах в’язкопружного деформування, наведемо рiвняння тривимiрної теорiї в’яз-
копружностi та спiввiдношення МСЕ у тензорної формi, прийнятiй згiдно роботи
[5].

Компоненти тензора напружень для пружного пористого тiла визначаються на
основi узагальненого закону Гука

σij = 2G

(
gikgjlεkl − 1

3
gijθ

)
+ Kgijθ,

де K – модуль об’ємного стиску i G – модуль зсуву пористого матерiалу, якi в свою
чергу виражаються через модулi K0 i G0 матерiалу матрицi та вiдносну щiльнiсть
ρ згiдно формул (1)-(4), θ = εij – функцiя об’ємного стиску, gij – компоненти мет-
ричного тензора.

В’язкопружнi властивостi пористих матерiалiв описуються визначальними рiв-
няннями спадкового типу, в яких зв’язок мiж компонентами тензорiв напружень i де-
формацiй має залежнiсть вiд часу. Ґрунтуючись на принципi суперпозицiї Л. Больц-
мана, iнтегральнi рiвняння лiнiйної в’язкопружностi за допомогою спадкової теорiї
Больцмана-Вольтерра запишуться у виглядi

σij = Cijkl

(
εkl(t)−

∫ t

0
R(t− τ)εkl(τ)dτ

)
,

де Cijkl – тензор пружних сталих пористого матерiалу, R(t − τ) – рiзницеве ядро
релаксацiї пористого матерiалу.

У припущеннi, що реологiчнi властивостi проявляє лише модуль зсуву G, а ре-
лаксацiя модуля об’ємного стиску K вiдсутня, рiвняння лiнiйної в’язкопружностi
для пористого матерiалу запишемо наступним чином:

σ̃ij(t) = 2G̃

(
gikgjlεkl(t)− 1

3
gijθ(t)

)
+ Kgijθ(t), (5)

де G̃ – релаксуючий модуль зсуву пористого матерiалу, який представляється лiнiй-
ним iнтегральним оператором виду

G̃(ϕ) = G

(
ϕ(t)−

∫ t

0
R(t− τ)ϕ(τ)dτ

)
. (6)
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Пiдставивши спiввiдношення (6) у вираз (5), отримаємо залежнiсть мiж компо-
нентами тензора напружень i компонентами тензора деформацiй для в’язкопружного
пористого матерiалу

σ̃ij(t) = Kgijθ(t) + 2G

(
gikgjlεkl(t)− 1

3
gijθ(t)−

−
∫ t

0
R(t− τ)

(
gikgjlεkl(τ)− 1

3
gijθ(τ)

)
dτ

)
.

При описi в’язкопружних властивостей пористих матерiалiв в якостi рiзницевих
ядер релаксацiї використовуються ядра, якi отримали гарне пiдтвердження на прак-
тицi в ходi експериментiв i реологiчнi параметри яких визначенi для широкого класу
матерiалiв. Використаємо в якостi ядра релаксацiї пористого матерiалу рiзницево-
експоненцiальне ядро, яке використовується В.Л. Нарусбергом та Г.А. Тетерсом [9],
що має наступний вигляд

R(t− τ) =
C0

ijkl − C∞
ijkl

C0
ijkl

e−(t−τ), (7)

Припускаючи релаксацiю лише модуля зсуву G пористого матерiалу, з ураху-
ванням виразiв (6) та (7), маємо наступний вираз

G̃ = G0

(
ϕ(t)−

∫ t

0

G0 −G∞

G0
e−(t−τ)ϕ(τ)dτ

)
,

де G0 i G∞ – миттєвий та тривалий модуль зсуву пористого матерiалу, вiдповiдно.
Стандартний метод скiнченних елементiв у формi методу перемiщень не доз-

воляє враховувати жорсткi змiщення скiнченного елемента (СЕ) i iншу негативну
властивiсть матрицi жорсткостi, пов’язану з появою фiктивних зсувних деформа-
цiй, — «ефект хибного зсуву». Щоб усунути перерахованi недолiки скористаємося
моментною схемою скiнченного елемента (МССЕ) [3], яка полягає у введеннi по-
трiйний апроксимацiї: полiв перемiщень, компонентiв деформацiй та функцiї змiни
об’єму.

Варiацiя енергiї в’язкопружної деформацiї СЕ має наступний вигляд:

δW =
∫∫∫

v

(
2G̃

(
gikgjlεklδεij − 1

3
θδθ

)
+ Kθδθ

)
dv.

Апроксимацiю перемiщень представимо для СЕ у виглядi

Us′ =
lmn∑
pqr

ω
(pqr)
s′ ψ

(pqr)
s′ = ω

(000)
s′ + ω

(100)
s′ ψ(100) + ω

(010)
s′ ψ(010) + ω

(110)
s′ ψ(110)+

+ω
(001)
s′ ψ(001) + ω

(101)
s′ ψ(101) + ω

(011)
s′ ψ(011) + ω

(111)
s′ ψ(111),
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де ω
(pqr)
s′ – коефiцiєнти розкладу; ψ(pqr) = (x1)p

p!
(x2)q

q!
(x3)r

r! – набiр степеневих коорди-
натних функцiй.

Апроксимацiя компонент тензора деформацiй εij [3]

ε11 = e000
11 + e010

11 ψ010 + e001
11 ψ001 + e011

11 ψ011,

ε22 = e000
22 + e100

22 ψ100 + e001
22 ψ001 + e101

22 ψ101,

ε33 = e000
33 + e100

33 ψ100 + e010
33 ψ010 + e010

33 ψ010,

ε12 = e000
12 + e001

12 ψ001, ε13 = e000
13 + e010

13 ψ010,

ε23 = e000
23 + e100

23 ψ100,

де epqr
ij – коефiцiєнти розкладу деформацiй.
Функцiя змiни об’єму [3]

θ = φ(000),

де φ(αβγ) – коефiцiєнти розкладу функцiї змiни об’єму θ.
3. Результати розрахункiв. Дослiдимо збiжнiсть розв’язкiв отриманих чи-

сельно, при використаннi МССЕ, порiвнянням їх з аналiтичним розв’язком задачi
Ляме в умовах в’язкопружного деформування. Задача Ляме є плоскою вiсiсимет-
ричною задачею, тому будемо розглядати її розв’язок у полярних координатах.

Дослiдимо НДС порожнистого цилiндра iз пористого матерiалу в умовах в’яз-
копружного деформування, пiд внутрiшнiм тиском Q та жорсткому защемленнi по
зовнiшньому контуру. Внутрiшнiй радiус дорiвнює a, зовнiшнiй – b, r – полярний ра-
дiус, t – час. Аналiтична залежнiсть радiальних перемiщень в умовах в’язкопружної
поведiнки вiд пружних модулiв K i G пористого матерiалу має наступний вигляд
[7]:

Ũ(t, r) = f · (1 + λK∗(t− τ)) ·
(

r − b2

r

)
,

де

f = − Q

2K + 2G0
(

1
3 + b2

a2

) ; λ =
G0

(
1
3 + b2

a2

)

K + G0
(

1
3 + b2

a2

) ;

K∗(t− τ) =
∫ t

0
K(t− τ)dτ =

G0 −G∞

2G0 −G∞

(
1− e−

2G0−G∞
G0 t

)
,

тут K(t− τ) – рiзницеве ядро повзучостi пористого матерiалу.
Порiвняємо перемiщення внутрiшньої точки цилiндра, що отримуються чисельно

i аналiтично.
Вихiднi данi: внутрiшнiй радiус a = 0, 025 м, зовнiшнiй радiус b = 0, 1 м, мо-

дуль пружностi E = 3, 874 × 106 Па, миттєвий модуль зсуву пористого матерiалу
G0 = 1, 3 × 106 Па, тривалий модуль зсуву пористого матерiалу G∞ = 0, 93 × 106

Па [5], коефiцiєнт Пуассона ν = 0, 49, внутрiшнiй тиск Q = 1, 3× 106 Па. В рамках
методу самоузгодження [6] знаходження пружних сталих K i G пористих матерiалiв
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вважалося, що пори мають довiльне просторове розподiлення. Методика розрахунку
конструкцiй iз в’язкопружного пористого матерiалу реалiзована в рамках програм-
ного комплексу "МIРЕЛА+" [8].

На рис. 1 представлено залежнiсть радiальних перемiщень Ũ(t, r) вiд часу для
в’язкопружного пористого матерiалу, пружнi модулi K та G якого знаходяться ме-
тодом самоузгодження для пор сферичної форми та сiтки дискретизацiї 11× 11× 3.

1 – аналiтичний розв’язок (P = 0, 2), 2 – аналiтичний розв’язок (P = 0, 4),
3 – чисельний розв’язок (P = 0, 2), 4 – чисельний розв’язок (P = 0, 4)

Рис. 1. Залежнiсть радiальних перемiщень вiд часу, формула (1)

На рис. 2 представлено залежнiсть радiальних перемiщень Ũ(t, r) вiд часу для
в’язкопружного пористого матерiалу, пружнi модулi K та G якого знаходяться мето-
дом самоузгодження для пор голкоподiбної форми та сiтки дискретизацiї
11× 11× 3.

1 – аналiтичний розв’язок (P = 0, 2), 2 – аналiтичний розв’язок (P = 0, 4),
3 – чисельний розв’язок (P = 0, 2), 4 – чисельний розв’язок (P = 0, 4)

Рис. 2. Залежнiсть радiальних перемiщень вiд часу, формули (2)-(3)

На рис. 3 представлено залежнiсть радiальних перемiщень Ũ(t, r) вiд часу для
в’язкопружного пористого матерiалу, пружнi модулi K та G якого знаходяться ме-
тодом самоузгодження для пор дискової форми для l = 0, 125 та сiтки дискретизацiї
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11× 11× 3.

1 – аналiтичний розв’язок (P = 0, 2), 2 – аналiтичний розв’язок (P = 0, 4),
3 – чисельний розв’язок (P = 0, 2), 4 – чисельний розв’язок (P = 0, 4)

Рис. 3. Залежнiсть радiальних перемiщень вiд часу, формули (2)-(4)

4. Висновки. Аналiз отриманих результатiв показує, що при згущеннi сiтки
дискретизацiї спостерiгається стiйка збiжнiсть результатiв, при сiтцi 11×11×3 мак-
симальна похибка методу самоузгодження для пор рiзних форм при в’язкопружнiй
поведiнцi пористого матерiалу за одну секунду не перевищує 5, 5%.

Таким чином, запропонована матриця жорсткостi скiнченного елемента на ос-
новi моментної схеми дозволяє отримувати адекватнi результати при визначеннi
напружено-деформованого стану конструкцiй iз пористих матерiалiв в умовах в’яз-
копружного деформування.
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S.N. Grebenyuk, V. Z. Iuriechko
Definition of stress-strain state of hollow cylinders of porous material in a viscoelastic
deformation.

We developed a technique of numerical analysis of stress-strain state of the structures of porous materials
in the viscoelastic deformation based on the moment scheme of finite element using different methods
of determining the elastic modules of isotropic porous materials. Derived relationships to accommodate
viscoelastic behavior of porous material. The calculation of a hollow cylinder of porous material is carried
out.

Keywords: relative density, porous materials, finite element method.

С.Н. Гребенюк, В. З. Юречко
Определение напряженно-деформированного состояния полого цилиндра из пористо-
го материала в условиях вязкоупругого деформирования.

Разработана методика численного анализа напряженно-деформированного состояния конструкций
из пористого материала в условиях вязкоупругого деформирования на основе моментной схемы
конечного элемента с использованием различных методов определения модулей упругости изотроп-
ных пористых материалов, выведены соотношения для учета вязкоупругого поведения пористого
материала. Проведен расчет полого цилиндра из пористого материала.

Ключевые слова: относительная плотность, пористые материалы, метод конечных элемен-
тов.
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ФИНИТНЫЕПРЕДСТАВЛЕНИЯВАЛГЕБРАИЧЕСКИХСИСТЕМАХ

Вводятся понятия представления, фрагмента и кофрагмента для некоторых специальных алгебра-
ических систем. В терминах специализированных "бэровских" метрик дан критерий финитности
представлений. Исследованы алгебраические свойства и условия существования представлений для
алгебраических систем двух видов.
Ключевые слова: неструктурированный объект, представление, фрагмент, кофрагмент, алгеб-
раическая система.

1. Введение.Одной из важнейших проблем теории дискретных систем является
идентификация объекта (автомата, отмеченного графа, языка) из некоторого клас-
са объектов [1, 2]. В работах [1, 3] был введен и обоснован подход к исследованию
контрольных и распознающих экспериментов в классах автоматов Мили на основе
их представления специальными окрестностями в метрических пространствах авто-
матов, распространенный в [4, 5] на произвольные неструктурированные множества
дескрипторов.

Целью настоящей статьи является применение синтеза вышеописанных подходов
к исследованию алгебраических систем двух специальных видов.

Статья состоит из введения, трех разделов и заключения.
В первом разделе даны основные понятия алгебраических систем специального

вида.
Во втором разделе исследована представимость систем первого вида, доказано

необходимое условие существования финитных представлений.
В третьем разделе изучен второй вид алгебраических систем. Исследована алгеб-

раическая структура данных систем. Получен метрический критерий существова-
ния финитных представлений и описана алгебраическая структура представлений.

2. Основные понятия и определения. Рассмотрим алгебраическую систему
вида (A,≤,n), где A – счетное множество объектов, ≤ – предпорядок и задана
функция сложности вида n : A → N+ ∪ {∞}.

Вне зависимости от задания функции сложности для любых объектов A,B ∈ A
из соотношения A ≤ B вытекает n(A) ≤ n(B).

Полагаем, что A = Af∪Ain, где Af = {A ∈ A|n(A) < ∞} – множество финитных
объектов и Ain = {A ∈ A|n(A) = ∞} – множество инфинитных объектов.

Два объекта A и B эквивалентны (A ∼= B), если одновременно A ≤ B и B ≤ A.
Обозначим через ∼= A класс эквивалентности {B ∈ A|B ∼= A}. Будем писать A 6≤ B
и A 6∼= B, если не выполнены соотношения A ≤ B и A ∼= B, соответственно, и A < B,
если A ≤ B и A 6∼= B.

Сопоставим каждой алгебраической системе (A,≤, n) фактор-систему следую-
щего вида (A/ ∼=,≤, n), полагая что для любых F,G ⊆ A выполнено соотношение
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F ≤ G точно тогда, когда для всякого A ∈ F и B ∈ G имеет место A ≤ B и
n(F ) = sup{n(A)|A ∈ F} – сложность множества объектов F . Систему назовем
факторизованной, если она совпадает со своей фактор-системой.

Каждому объекту A поставим в соответствие множества фрагментов Fr(A) =
{B ∈ A|B ≤ A} и кофрагментов CoFr(A) = {B ∈ A|B 6≤ A}. Обозначим суже-
ния данных множеств на объекты сложности не выше N как FrN (A) = {B ∈
Fr(A)|n(A) ≤ N} и CoFrN (A) = {B ∈ CoFr(A)|n(A) ≤ N}.

В некоторых случаях будем рассматривать разбиение CoFr(A) объекта A на
непересекающиеся множества кофрагментов {CoFrτ (A)}τ , элементы которых назо-
вем кофрагментами τ -го сорта. Разбиение назовем однородным по кофрагментам,
если оно совпадает с самим CoFr(A). Система является однородной по кофрагмен-
там, если разбиения по всем объектам однородны.

Нетрудно видеть, что для любого A выполнено Fr(A)∪CoFr(A) = A и Fr(A)∩
CoFr(A) = ∅.

Введем функции Fr : 2A → 2A и CoFr : 2A → 2A, полагая Fr(F ) =
⋃

A∈F Fr(A)
и CoFr(F ) =

⋃
A∈F CoFr(A) для любого множества объектов F .

Объект C назовем разделяющим для A и B ( C ∈ S(A,B) ), если выполнено
(C ≤ A и C 6≤ B) или (C 6≤ A и C ≤ B).

На множестве объектов зададим "расстояние" между объектами β аналогично
"бэровской" метрике [3], полагая β(A,B) = 0, если A ∼= B и β(A,B) = 1/r, где
r = inf{n(C)|C ∈ S(A,B)} в противном случае. Заметим, что объекты A и B могут
быть неэквивалентными, но при этом β(A,B) = 0. Введем множество предельных
объектов для F ⊆ A как LimF = {B ∈ A|inf{β(B,C)|C ∈ F,C 6∼= B} = 0}.

Системa (A,≤,n) является финитно разделимой, если для любых двух неэкви-
валентных объектов существует разделяющий их финитный объект.

Кортеж объектов (A;B1, ..., Br) ∈ Fr(A0) × CoFrr(A0) назовем представлением
ранга r для произвольных A0 ∈ A и F ⊆ A, если для любого C ∈ F из включе-
ния (A; B1, ..., Br) ∈ Fr(C) × CoFrr(C) вытекает C ∼= A0. Представление является
простым, если r=1 и конечным, если величина r конечна.

Прямым представлением назовем кортеж без кофрагментов, а косвенным – кор-
теж без фрагмента.

Системa (A,≤, n) является сильно непредставимой, если для всякого объекта
A ∈ A нет представления относительно A и A.

Систему (A,≤, n) назовем линейно упорядоченной, если A – линейно упорядо-
чено. Система (A,≤, n) всюду плотна, если для любых объектов A,B из A < B
вытекает существование такого объекта C, что A < C < B.

Отметим, что для всякого объекта A линейно упорядоченного множества A вы-
полнено равенство CoFr(A) = {B ∈ A|A < B}.

Введем алгебраические системы объектов вида (A,≤,∇,4, n), где ≤ – предпоря-
док, ∇,4 – идемпотентные, коммутативные и ассоциативные всюду определенные
бинарные операции, n : A → N+ ∪ {∞} – неубывающая функция сложности, и
справедливы следующие аксиомы:

1. для любых двух объектов A и B выполнены соотношения A ≤ A∇B и A4B ≤
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A;
2. для любых объектов A1, A2, B ∈ A из A1 ∈ Fr(B), A2 ∈ Fr(B) следует

A1∇A2 ∈ Fr(B);
3. для любых объектов A1, A2, B ∈ A из A1 ∈ CoFrτ (B), A2 ∈ CoFrτ (B) выте-

кает A14A2 ∈ CoFrτ (B) для любого τ ;
4. для любых двух объектов A,B ∈ A полагаем, что n(A∇B) = max(n(A), n(B))

и n(A4B) = min(n(A), n(B)).
Назовем алгебраическую систему (A,≤,∇,4, n) локально замкнутой, если для

всякого A ∈ A множества Fr(A) и CoFr(A) замкнуты относительно применения
счетного числа операций ∇ и 4, соответственно.

Для удобства записи дополним носитель системы специальными объектами 0 и
1, для которых выполнены соотношения 0∇A = A и 14A = A для любого A.

Введем операцию ¯ над кортежами объектов из A следующим образом:
(A1; B1, ..., Br)¯ (A2; C1, ..., Cr) = (A1∇A2; B14C1, ..., Br4Cr).
3. Представимость алгебраических систем вида (A,≤,n). Следующая лем-

ма сводит предпорядок в (A,≤, n) к теоретико-множественному включению в мно-
жестве Fr(A) и носит вспомогательный характер:

Лемма 1. Справедливы утверждения:
1. Для любых объектов A и B равносильны условия:
1.1. A ≤ B;
1.2. Fr(A) ⊆ Fr(B);
1.3. CoFr(B) ⊆ CoFr(A);
2. Для любых объектов A и B равносильны условия:
2.1. A ∼= B;
2.2. Fr(A) = Fr(B);
2.3. CoFr(A) = CoFr(B);
3. Для любых объектов A и B равносильны условия:
3.1. A < B;
3.2. Fr(A) ⊂ Fr(B);
3.3. CoFr(B) ⊂ CoFr(A).
Доказательство.
1. Покажем, что условия 1.1 и 1.2 равносильны. Пусть A ≤ B и C ∈ Fr(A).

В этом случае C ≤ A и по свойству транзитивности получаем C ≤ B. Но тогда
C ∈ Fr(B) и выполнено включение Fr(A) ⊆ Fr(B).

Обратно, пусть Fr(A) ⊆ Fr(B). По определению предпорядка A ∈ Fr(A) и,
следовательно, A ∈ Fr(B), что и означает A ≤ B. Таким образом доказана равно-
сильность условий 1.1 и 1.2.

Равносильность 1.2 и 1.3 непосредственно следует из соотношений CoFr(A) =
A− Fr(A) и CoFr(B) = A− Fr(B).

2. Следует из пункта 1 настоящего доказательства, если заметить, что A ∼= B
точно тогда, когда A ≤ B и B ≤ A.

3. Вытекает непосредственно из пунктов 1 и 2 настоящего доказательства. ¤
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На множестве 2A вводится операция алгебраического замыкания следующим
образом:

Утверждение 2. Операция Fr : 2A → 2A является операцией замыкания.

Доказательство. Покажем, что выполнены условия замыкания.
1. Для любого F ⊆ A выполнено соотношение F ⊆ Fr(F ). Действительно, пусть

C ∈ F . Тогда C ∈ Fr(C) и Fr(C) ⊆ Fr(F ). Следовательно, C ∈ Fr(F ).
2. Даны F1, F2 ∈ A и F1 ⊆ F2. Покажем, что Fr(F1) ⊆ Fr(F2). Действительно,

выберем произвольно C ∈ Fr(F1). Это значит, что C ∈ Fr(D) для некоторого D ∈
F1. Но тогда Fr(D) ⊆ Fr(F2) и следовательно, C ∈ Fr(F2).

3. Покажем, что Fr(Fr(F )) = Fr(F ) для любого F ⊆ A. Согласно пункта 1
настоящего доказательства выполнено включение Fr(F ) ⊆ Fr(Fr(F )). Покажем,
что выполнено обратное включение. Выберем произвольно C ∈ Fr(Fr(F )). Тогда
существует такое D ∈ Fr(F ), для которого C ∈ Fr(D). Из соотношения D ∈ Fr(F )
вытекает существование такого G ∈ F , что D ∈ Fr(G). Но в этом случае C ∈ Fr(G)
и, следовательно, C ∈ Fr(F ). Таким образом, Fr(Fr(F )) = Fr(F ) для любого F ⊆
A. ¤

Следующее утверждение показывает, что каждый объект с точностью до эквива-
лентности изоморфен его нижнему конусу с сохранением предпорядка и сложности
объекта:

Утверждение 3. Алгебраические системы (A/ ∼=,≤,n) и (Fr(A),⊆, n) изо-
морфны.

Доказательство. Введем соответствие δ классов эквивалентности ∼= A и мно-
жеств Fr(A). По условию 2 леммы 1 образы по δ разных классов эквивалентности
∼= A и ∼= B различны. Таким образом, существует биекция между множествами
A/ ∼= и Fr(A).

Кроме того, вводим предпорядок ≤ на A/ ∼= полагая, что ∼= A ≤∼= B точно тогда,
когда A ≤ B. Согласно пункту 1 леммы 1 в этом случае ∼= A ≤∼= B тогда и только
тогда, когда Fr(A) ⊆ Fr(B).

Заметим также, что n(∼= A) = sup{n(B)|B ∼= A} = n(A) и n(Fr(A)) = sup{n(B)|B
≤ A} = n(A).

Утверждение 3 доказано. ¤
Докажем простую, но полезную в дальнейшем лемму

Лемма 4. Дана алгебраическая система (A,≤,n).
1. Для двух объектов A и B существует разделяющий их объект C тогда и

только тогда, когда A 6∼= B.
2. Для двух объектов A и B существует разделяющий их финитный объект C

точно тогда, когда β(A,B) > 0.

Доказательство.
1. Покажем от противного. Пусть C – разделяющий объект для эквивалентных

объектов A и B. Тогда C ∈ Fr(A)⊕ Fr(B). Но согласно пункта 2 леммы 1 Fr(A) =
Fr(B) и такого объекта не существует.
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Обратно, пусть A 6∼= B. Тогда по пункту 2 леммы 1 множество Fr(A)⊕Fr(B) не
пусто и любой объект из Fr(A)⊕ Fr(B) будет искомым разделяющим объектом.

2. Пусть C – разделяющий финитный объект для объектов A и B. Тогда β(A,B) ≥
1/n(C) > 0.

Обратно, пусть β(A,B) > 0. Тогда существует объект C, разделяющий объекты
A и B, причем n(C) = 1/β(A,B). Таким образом, объект C финитен. ¤

В отличие от утверждения 3 статьи [4], в алгебраических системах (A,≤, n) не
всегда существует представление относительно любого A и A. Более того, справед-
лив следующий критерий сильной непредставимости системы:

Утверждение 5. Пусть дана линейно упорядоченная система (A,≤,n). Си-
стема сильно непредставима тогда и только тогда, когда она является всюду
плотной.

Доказательство. Пусть дана сильно непредставимая, но не всюду плотная си-
стема. Тогда существует такая пара объектов A и B, что A < B и нет такого C,
для которого A < C < B. Покажем от противного, что пара (A,B) является пред-
ставлением для A и A. Предположим, что существует такое C ′ 6∼= A, для которого
A < C ′ < B. Но в этом случае система является всюду плотной.

Обратно, пусть дана всюду плотная система. Предположим, что для некоторого
A0 ∈ A существует представление вида (A,B) для A0 и A. Тогда A ≤ A0 < B. В
данной системе найдется такой объект C, для которого A0 < C < B. Но тогда (A,B)
не является представлением для C и A. Полученное противоречие и доказывает
требуемое утверждение. ¤

Теорема 6. Дана финитно разделимая алгебраическая система (A,≤, n). Если
для произвольных A0 ∈ A и F ⊆ A существует финитное простое представление,
тогда A0 /∈ limF . Обратное утверждение неверно.

Доказательство. Пусть для A0 ∈ A и F ⊆ A существует финитное простое
представление (A; B1), для которого n({A,B1}) ≤ N0, где N0 – некоторое натураль-
ное число. Выберем произвольный объект B ∈ F , не эквивалентный A0. Если такого
объекта нет, то по определению limF пусто и условие утверждения выполнено.

В противном случае, пара (A; B1) разделяет A0 и любой объект C ∈ F , неэкви-
валентный A0. Очевидно, что β(A0, C) ≥ 1/N0. В силу произвольности выбора C
делаем вывод, что A0 /∈ limF .

Обратно, пусть A0 /∈ limF . Построим пример алгебраической системы, для ко-
торой условие A0 /∈ limF выполнено, но нет представления для A0 и F . Рассмотрим
множество конечных слов X∗ в алфавите X, |X| ≥ 2. Будем считать, что для слов p, q
выполнено соотношение p ≤ q, если p является префиксом q, а сложность слова по-
ложим равным его длине. Зафиксируем некоторое непустое слово p0 сложности N0 и
класс F = p0∗X, где операция ∗ есть конкатенация слов. Слова из X∗ эквивалентны,
если они имеют одинаковую запись. Очевидно, что расстояние β(p0, p

′) ≥ 1/(N0 +1)
для любого p′ ∈ F . Следовательно, p0 6∈ LimF .

Покажем теперь, что для p0 и F нет представлений. Предположим противное.
Пусть пара слов (p1, p2) есть представление для p0 и F . Тогда слово p1 является
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префиксом (фрагментом) для p0 и любого слова из F . Пусть слово p2 является
кофрагментом (т.е. не префиксом) слова p0, но является фрагментом некоторого
слова из F . Это возможно только в том случае, если слово p2 совпадает с некоторым
словом q из F . Так как алфавит X содержит не менее двух символов, то можно
выбрать слово q′ из F , для которого слово p2 не является префиксом. Но тогда слова
q′ и p0 должны совпадать, что невозможно. Полученное противоречие показывает,
что не существует представления для p0 и F . ¤

В работах [1, 3] показано, что для классов автоматов Мили подобный метриче-
ский критерий является необходимым и достаточным условием. Обобщение этого
результата на неструктурированные множества описателей любой природы дано в
[4]. Теорема 6 показывает, что для произвольных алгебраических систем с предпо-
рядком критерий справедлив только как необходимое условие.

4. Представимость алгебраических систем вида (A,≤,∇,4, n). Покажем,
что в алгебраических системах вида (A,≤,∇,4, n) имеют место результаты, анало-
гичные работе [4].

Предварительно докажем вспомогательное утверждение

Утверждение 7. Дана алгебраическая система (A,≤,∇,4, n).
Справедливы утверждения:
1. Для любых A1, A2, B ∈ A из соотношения A1 6≤ B следует, что A1∇A2 6≤ B.
2. Для любого A ∈ A и натурального N множества Af , Ain, Fr(A), CoFr(A),

FrN (A), CoFrN (A) замкнуты относительно операций ∇ и 4.
3. Факторизованная алгебраическая система вида (A,≤,∇,4, n) является верх-

ней полурешеткой.
4. Алгебраическая система вида (A,≤,∇,4,n) является решеткой, если она

однородна по кофрагментам.

Доказательство.
1. Докажем от противного. Предположим, что A1∇A2 ≤ B. Тогда A1 ≤ A1∇A2

и из транзитивности операции ≤ следует A1 ≤ B, что противоречит условию утвер-
ждения.

2. Замкнутость приведенных множеств непосредственно следует из аксиом ал-
гебраической системы (A,≤,∇,4, n).

3. Покажем, что для двух объектов A1, A2 объект A1∇A2 является супремумом.
Предположим, что существует такой B, что A1 ≤ B и A2 ≤ B и B неэквивалентен
A1∇A2. Тогда выполнены соотношения A1∇A2 ≤ B и A1∇A2

∼= B. Выполнение
аксиом полурешетки [6] следует из свойств операций ∇ и 4 и факторизованности
системы.

4. Покажем, что в данном случае система вида (A,≤,∇,4, n) линейно упорядо-
чена. Пусть B = A14A2. Нетрудно видеть, что A1 6≤ B и A2 6≤ B и из однородности
системы вытекает, что A14A2 6≤ A14A2, что возможно только в случае, когда лю-
бые два объекта A1 и A2 сравнимы.

Положим для определенности, что для объектов A1 и A2 выполнено сотношение
A1 ≤ A2. Введем операции ∇ и 4, полагая A14A2 = A1 и A1∇A2 = A2. Тогда

68



Финитные представления в алгебраических системах

система является решеткой по определению [6]. Нетрудно показать, что все аксиомы
определения системы (A,≤,∇,4, n) выполнены. ¤

В предыдущем разделе был приведен пример отсутствия представления для
объекта A0 и конечного множества объектов F . Для алгебраических систем вида
(A,≤,∇,4,n) справедливо следующее утверждение

Утверждение 8.
1. Существует конечное представление для всякого A0 ∈ A и конечного мно-

жества F ⊆ A.
2. Если система (A,≤,∇,4, n) финитно разделима, то существует финитное

конечное представление для всякого A0 ∈ A и конечного множества F ⊆ A.
Доказательство.
1. Пусть дано конечное множество объектов F = {A1, A2, .., AN}. Построим раз-

ность F и ∼= A0 и обозначим через r ее мощность. Если r = 0, то представление
(A0, 1) является искомым представлением.

В противном случае полагаем, что Ci есть разделяющий объект для A0 и Ai, где
i ≤ N . Если Ci ≤ A0, то обозначим его как C ′

i, в противном случае – C ′′
j . В результате

получаем два конечных множества {C ′
i} и {C ′′

j }. Построим объект C ′, применяя к
элементам 1-го множества операцию ∇ и объекты C ′′

τ , применяя к элементам 2-го
множества одного сорта τ операцию 4. Если кофрагментов τ -го сорта среди C ′′

j нет,
то положим C ′′

τ равным 1. Покажем, что полученный кортеж (C ′; C ′′
1 , ..., C ′′

r ) будет
искомым представлением для A0 и F , где r – количество сортов кофрагментов A0.

Действительно, согласно аксиомам 1,2 алгебраической системы получаем, что
C ′ ≤ A0 и C ′′

k 6≤ A0 для всех k ≤ r. Предположим, что существует такой неэкви-
валентный A0 объект B ∈ F , что C ′ ≤ B и C ′′

k 6≤ B. Пусть C ′
s есть разделяющий

объект для B и A0. Но в этом случае C ′
s 6≤ A0, а значит и C ′ 6≤ A0, что противоре-

чит свойствам C ′. Если же C ′′
s есть разделяющий объект для B и A0, то C ′′

s ≤ A0,
что также противоречит свойствам C ′′

s . Полученное противоречие доказывает, что
кортеж (C ′; C ′′

1 , ..., C ′′
r ) будет искомым представлением для A0 и F .

2. Следует из пункта 1 настоящего доказательства и того факта, что в процессе
доказательства выбираны множества {C ′

i} и {C ′′
j } финитной сложности. ¤

Для локально замкнутых алгебраических систем вида (A,≤,∇,4, n) имеет место
Утверждение 9. Существует представление для всякого A0 ∈ A и произволь-

ного множества F ⊆ A.
Доказательство. Пусть дано произвольное счетное множество объектов F . Уда-

лим из данного множества ∼= A0 и обозначим мощность разницы r. Если разность
пуста, то очевидно, что (A0, 1) является искомым представлением.

В противном случае полагаем, что Ci есть разделяющий объект для A0 и Ai.
Если Ci ≤ A0, то обозначим его как C ′

i, в противном случае – C ′′
j . В результате по-

лучаем два не более чем счетных множества {C ′
i} и {C ′′

j }. Пусть объект C ′ получен
применением операции ∇ ко всем элементам 1-го множества и объекты C ′′

k – резуль-
тат применения к элементам 2-го множества сорта k операции4. Если кофрагмента
сорта k нет среди C ′′

j , то полагаем C ′′
k равным 1.
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Такие объекты всегда существуют в силу локальной замкнутости системы. По-
кажем, что полученный кортеж (C ′;C ′′

1 , ..., C ′′
r ) будет искомым представлением для

A0 и F , где r – число сортов кофрагментов A0.
Действительно, имеют место соотношения C ′ ≤ A0 и C ′′

k 6≤ A0 для всех k ≤ r.
Предположим, что существует такой неэквивалентный A0 объект B ∈ F , что C ′ ≤ B
и C ′′

k 6≤ B. Пусть C ′
s есть разделяющий объект для B и A0. Тогда C ′

s 6≤ A0, а значит
и C ′ 6≤ A0, что противоречит свойствам C ′. Если же C ′′

k есть разделяющий объект
для B и A0, то C ′′

k ≤ A0, что также противоречит свойствам C ′′
k . Полученное проти-

воречие показывает, что кортеж (C ′; C ′′
1 , ..., C ′′

r ) будет искомым представлением для
A0 и F . ¤

Для финитно разделимых и локально замкнутых алгебраических систем вида
(A,≤,∇,4,n) справедлив метрический критерий финитной представимости:

Теорема 10. Финитное представление для A0 ∈ A и множества F ⊆ A суще-
ствует тогда и только тогда, когда A0 6∈ LimF .

Доказательство. Из теоремы 6 следует, что для более общих алгебраических
систем из существования финитного представления для A0 ∈ A и множества F ⊆ A
следует, что A0 6∈ LimF .

Обратно, пусть A0 6∈ LimF . Тогда для любого Bk ∈ F , не эквивалентного A0,
существует объект Ci, разделяющий A0 и Bk со сложностью n(Ci) ≤ N0 для неко-
торого натурального числа N0. Если Ci ≤ A0, то обозначим его как C ′

i, в противном
случае – C ′′

j . В результате получаем два не более чем счетных множества {C ′
i} и

{C ′′
j }. Пусть объект C ′ равен результату применения операции ∇ ко всем элементам

1-го множества и объекты C ′′
k – результат применения к элементам 2-го множества

одинакового сорта k операции 4. Если кофрагмента сорта k нет среди C ′′
j , то пола-

гаем C ′′
k равным 1. Покажем, что полученный кортеж (C ′; C ′′

1 , ..., C ′′
r ) будет искомым

финитным представлением для A0 и F , где r – число сортов кофрагментов A0.
Нетрудно показать, что C ′ ≤ A0 и C ′′

k 6≤ A0 для всех k ≤ r. Предположим,
что существует такой неэквивалентный A0 объект B ∈ F , что C ′ ≤ B и C ′′ 6≤ B.
Пусть C ′

s есть разделяющий объект для B и A0. Но в этом случае C ′
s 6≤ A0, а значит и

C ′
s 6≤ A0, что противоречит свойствам C ′. Если же C ′′

s есть разделяющий объект для
B и A0, то C ′′

s ≤ A0, что также приводит к противоречию. Таким образом, кортеж
(C ′;C ′′

1 , ..., C ′′
r ) будет представлением для A0 и F , причем n({C ′, C ′′

1 , ..., C ′′
r }) ≤ N0.

Теорема 10 доказана. ¤
Метрический критерий представимости неструктурированных множеств дескрип-

торов [4] и теорема 10 обобщают аналогичные метрические критерии представимо-
сти для классов автоматов Мили [3] и помеченных графов.

Справедливо следующее

Следствие 11. Для произвольных A0 ∈ Af и F ⊆ Af , где n(F ) ≤ N0, существу-
ет финитное представление для A0 и F сложности не выше N ′ = max(N0, n(A0)).

Доказательство. Выберем любой неэквивалентный A0 объект B ∈ F . Если та-
кого объекта нет, то пара (A0, 1) является искомым финитным представлением со
сложностью n(A0). Пусть объект C разделяет A0 и B. Очевидно, что C ≤ A0 или

70



Финитные представления в алгебраических системах

C ≤ B. В любом случае, n(C) ≤ N ′ и β(A0, B) ≥ 1/N ′. Таким образом, выполнено
A0 6∈ LimF и по теореме 10 существует финитное представление для A0 и F со
сложностью не выше N ′. ¤

Следующее утверждение позволяет порождать представления объединения клас-
сов в финитно разделимых и локально замкнутых алгебраических системах вида
(A,≤,∇,4,n)

Утверждение 12. Даны A0 ∈ A и F1, F2 ⊆ A. Если O1 является представлени-
ем для A0 и F1, а O2 – представлением для A0 и F2, то O1¯O2 есть представление
для A0 и F1 ∪ F2.

Доказательство. Пусть O1 = (A1; B1, ..., Br) и O2 = (A2;C1, ..., Cs) – некоторые
представления для A0 и F1, F2 ранга r и s, соответственно. Если r не равно s, то
всегда представления O1 и O2 можно расширить объектами 1 в нужных позициях
кортежа для достижения r = s. Предположим, что O1 ¯ O2 не является представ-
лением для A0 и F1 ∪ F2. В этом случае существует неэквивалентный A0 объект
B ∈ F1 ∪ F2, для которого A1∇A2 ≤ B и Bk4Ck 6≤ B. Без потери общности будем
считать, что B ∈ F1. Тогда из A1 ≤ A1∇A2 и A1∇A2 ≤ B следует, что A1 ≤ B.
Аналогично, из соотношений Bk4Ck 6≤ B и Bk4Ck ≤ Bk вытекает Bk 6≤ B. Но то-
гда кортеж O1 не является представлением для A0 и F1. Полученное противоречие
доказывает утверждение 12. ¤

Алгебраическая структура представлений в финитно разделимых и локально
замкнутых алгебраических системах вида (A,≤,∇,4,n) описывается следующей

Теорема 13.
1. Множество представлений для фиксированных A0 и F является идемпо-

тентной и коммутативной полугруппой относительно операции ¯.
2. Множество финитных представлений для фиксированных A0 и F является

идемпотентной и коммутативной полугруппой относительно операции ¯.
Доказательство.
1. Замкнутость множества представлений для фиксированных A0 и F относи-

тельно операции ¯ следует из утверждения 12 при предположении F1 = F2 = F .
Идемпотентность, коммутативность и ассоциативность операции ¯ вытекает из ана-
логичных свойств операций ∇,4.

2. Вытекает из пункта 1 настоящего доказательства и соотношения n(O1¯O2) ≤
max(n(O1), n(O2)) для любых пар объектов O1, O2. ¤

5. Заключение. В настоящей статье методы исследования представлений не-
структурированных объектов распространены на алгебраические структуры специ-
ального вида. Для локально замкнутых и финитно разделимых алгебраических си-
стем получен метрический критерий существования финитных представлений, ана-
логичный результатам работы [4]. Описана алгебраическая структура представле-
ний для фиксированных объекта-эталона и множества объектов.
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ВЛАСТИВОСТI РОЗПОДIЛУ ВИПАДКОВОЇ ВЕЛИЧИНИ,
L-СИМВОЛИ ЯКОЇ В ЗОБРАЖЕННI ЗНАКОДОДАТНИМ
РЯДОМ ЛЮРОТА, Є НЕЗАЛЕЖНИМИ

В роботi вивчається лебегiвська структура, тополого-метричнi та фрактальнi властивостi роз-
подiлiв випадкових величин, представлених рядами Люрота (L-зображеннями) за розподiлами
своїх “цифр” – L-зображення i навпаки. Доведено, що випадкова величина з незалежними L-
символами має або чисто дискретний, або чисто абсолютно неперервний, або чисто сингулярно
неперервний розподiл; знайдено критерiї належностi кожному з чистих типiв. Доведено, що “пе-
реважна” бiльшiсть цих розподiлiв є сингулярними, тобто зосередженими на множинах нульової
мiри Лебега (фракталах). Описано тополого-метричнi властивостi спектрiв розподiлiв випадкових
величин, та властивостi їх функцiй розподiлу.
Ключовi слова: розклади чисел в знакододатнi ряди Люрота, геометрiя L-зображення, абсо-
лютно неперервний розподiл, сингулярний розподiл, лебегiвська структура розподiлу, ортогональ-
нi розподiли.

Вступ. У 1883р. J. Lüroth [13] довiв, що кожне x ∈ (0, 1] є сумою ряду:

x =
1
d1

+
1

d1(d1 − 1)d2
+ ... +

1
d1(d1 − 1)d2(d2 − 1)...dn−1(dn−1 − 1)dn

+ ..., (1)

де (dn) – деяка послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1. Цим самим була по-
будована ще одна (крiм s-кових розкладiв, зображень чисел рядами Кантора [8]
та рядами Сiльвестера [16] тощо) модель дiйсного числа з використанням нату-
ральних чисел та рядiв. Це дозволило розширити використання рiзних форм “iс-
нування” дiйсного числа для моделювання та дослiдження рiзних математичних
об’єктiв (множин, функцiй, операторiв, мiр, динамiчних систем тощо [6]). Дослiд-
женню та застосуванням розкладiв (1) присвячено небагато дослiджень. Розгляд
рiзних аспектiв цих питань можна знайти у кiлькох джерелах [7, 9, 10, 14, 12, 11],
в яких також розглядався i знакозмiнний аналог розкладiв Люрота. Розклади чи-
сел в ряди Люрота, як ряди Остроградського 1-го та 2-го видiв [1, 3], ряди Енгеля
[4], Q̃∞-зображення [5], вiдносяться ко класу систем зображень чисел з нульовою
надлишковiстю i нескiнченним алфавiтом. Його принциповою вiдмiннiстю є “само-
подiбна геометрiя”. Зазначимо, що енциклопедичною в цьому вiдношеннi є стаття
Серпiнського [15], де вказується кiлька рiзних способiв розкладу чисел у додатнi та
знакозмiннi ряди, члени яких є числами, оберненими до натуральних.

Теорема 1. [2] Для довiльного числа x ∈ (0, 1] iснує єдина послiдовнiсть нату-
ральних чисел (dn), dn = dn(x) така, що

x =
1

d1 + 1
+

∞∑

n=2

1
d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)

. (2)
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Рiвнiсть (2) скорочено записуватимемо у формi x = ∆L
d1d2...dn... i називатимемо

L-зображенням числа x, при цьому dn – його n-тою L-цифрою, або L-символом.
1. Геометрiя L-зображення дiйсних чисел.
Означення 1. Нехай (c1, c2, ..., cm) – фiксований впорядкований набiр натураль-

них чисел. Цилiндром рангу m з основою c1c2...cm називається множина

∆L
c1c2...cm

:= {x : x = ∆L
c1c2...cmdm+1dm+2..., dm+i ∈ N}.

Цилiндри мають наступнi в л а с т и в о с т i:

1. ∆L
c1c2...cm

=
∞⋃

i1=1
...

∞⋃
ik=1

∆L
c1...cmi1i2...ik

∀k ∈ N .

2. Цилiндр ∆L
c1c2...cm

є пiвiнтервалом з кiнцями

inf ∆L
c1...cm

= 1
c1+1 + 1

c1(c1+1)(c2+1) + ... + 1
c1(c1+1)...cm−1(cm−1+1)(cm+1) = am;

max∆L
c1...cm

= am +
1
bm

, де bm = c1(c1 + 1)...cm(cm + 1).

3. Довжина цилiндра виражається формулою

∣∣∆L
c1...cm

∣∣ =
1

c1(c1 + 1)...cm(cm + 1)
=

m∏

i=1

1
ci(ci + 1)

.

Зауваження. З властивостей 1 i 3 та аксiоми Кантора випливає, що для довiльної
послiдовностi натуральних чисел (cn) перерiз

∞⋂

m=1

∆L
c1c2...cm... = x ≡ ∆L

c1c2...cm...

є точкою пiвiнтервалу (0, 1] i вибiр її позначення є природним.
4. Якщо dj(a) = dj(b) при j < m i dm(a) > dm(b), то a < b.
5. Має мiсце рiвнiсть:

∣∣∆L
c1...cm

∣∣ = i(i + 1)
∣∣∆L

c1...cmi

∣∣ .

6.
∞∑

j=a+1

∣∣∣∆L
c1...cmj

∣∣∣ = a
∣∣∆L

c1...cma

∣∣.

7.
∣∣∆L

c1...cma

∣∣ =
∞∑

j=a(a+1)

∣∣∣∆L
c1...cmj

∣∣∣.

8.
∣∣∣∆L

c1...cm(i+1)

∣∣∣ =
2i

i + 2

∣∣∆L
c1...cmi1

∣∣ .

9. Якщо a < b i dj(a) = dj(b) при j < m, але dm(a) 6= dm(b), то
1) (a, b] ⊂ ∆L

d1(a)...dm−1(a), 2) ∆L
d1(a)...dm−1(a)dm(b)(dm+1(b)+1) ⊂ (a, b].

Теорема 2. Множина C ≡ C[L, V ] = {x : x = ∆L
d1d2...dn... , dn(x) ∈ V ⊂ N} є:

1. пiвiнтервалом (0, 1], коли V = N ;
2. нiде не щiльною незамкненою множиною нульової мiри Лебега, яка з точ-

нiстю до злiченної множини спiвпадає зi своїм замиканням, коли V 6= N .
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3. самоподiбною, якщо V – скiнченна, i N -самоподiбною, якщо V – нескiнченна
множина, причому її самоподiбна (N -самоподiбна) розмiрнiсть αs є числом

αs = sup
n



x :

∑

v:V 3v≤n

(
1

v(v + 1)

)x

= 1



 . (3)

Доведення. Твердження 1 є очевидним. 2. Нехай V 6= N . Легко бачити, що

C ⊂
⋃

d1∈V

∆L
d1

, C ⊂
⋃

d1∈V

. . .
⋃

dn∈V

∆L
d1d2...dn

≡ Fn ⊂ Fn−1, n ≥ 2,

C =
∞⋂

k=1

Fk = lim
k→∞

Fk.

Доведемо нiде не щiльнiсть C. Нехай (a, b) – довiльний iнтервал з (0, 1]. Очевид-
но, що цилiндр ∆L

d1(b)...dm(b)dm+1(b)+1 ⊂ (a, b), де dm(b) 6= dm(a). Тодi iнтервал (α, β),
кiнцi якого спiвпадають з кiнцями цилiндра ∆L

d1(b)...dm(b)(dm+1(b)+1)v, де v ∈ N\V , не
мiстить точок множини C. Отже, множина C є нiде не щiльною за означенням.

Доведемо нуль-мiрнiсть C. Справдi, для мiри Лебега λ виконується

λ(C) ≤
∑

d1∈V

. . .
∑

dn∈V

|∆L
d1...dn

| =
∑

d1∈V

. . .
∑

dn∈V

n∏

i=1

1
di(di + 1)

= bn → 0 (n →∞),

де 0 < bn =
∑

v∈V 6=N

1
v(v + 1)

< 1. Отже, λ(C) = 0.

3. Оскiльки C =
⋃

v∈V

[∆L
v ∩ C] i

1) C
kv∼ ∆L

v ∩ C, де kv =
1

v(v + 1)
, 2) (∆L

vi
∩ C) ∩ (∆L

vj
∩ C) = ∅,

то C є самоподiбною, якщо V – скiнченна; N -самоподiбною, якщо V – нескiнченна.
За означенням самоподiбна (N -самоподiбна) розмiрнiсть її визначається. ¤
Розглянемо узагальнення множини C[L, V ], а саме:

C[L, (Vn)] = {x : x = ∆L
d1d2...dn... , dn(x) ∈ Vk ⊂ N, n = 1, 2, . . .}

Очевидно, що множина C[L, (Vn)] є: 1) пiвiнтервалом (0, 1], якщо всi Vn = N, n ∈
N ; 2) об’єднанням цилiндрiв рангу m, якщо Vj = N при j > m; 3) нiде не щiльною
множиною, якщо Vn 6= N нескiнченну кiлькiсть разiв.

2. Розподiл L-символiв рiвномiрно розподiленої величини.
Теорема 3. Якщо випадкова величина (в.в.) τ має рiвномiрний розподiл на [0, 1],

то її L-символи τk (k = 1, 2, ...) є незалежними i однаково розподiленими, причому

P{τk = i} =
1

i(i + 1)
, i = 1, 2, ... .
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Доведення. Оскiльки τ має рiвномiрний розподiл на [0, 1], то
1. P{τ = a} = 0 для довiльного a ∈ [0, 1] i
2. P{τ ∈ (a, b)} = P{τ ∈ [a, b]} = P ([a, b]) = b − a, зокрема для довiльного

цилiндра ∆L
c1...cm

, згiдно властивостi цилiндрiв, має мiсце рiвнiсть

P (∆L
c1...cm

) = |∆L
c1...cm

| =
m∏

i=1

1
ci(ci + 1)

.

Враховуючи неперервнiсть розподiлу в.в. τ та властивостi цилiндрiв, маємо

P{τ1 = i} = P{τ ∈ ∆i} = P (∆i) = |∆i| = 1
i(i + 1)

;

P{τ2 = i} = P{τ ∈
∞⋃

j=1
∆ji} =

∞∑
j=1

|∆ji| =
∞∑

j=1

1
j(j+1)i(i+1) = 1

i(i+1) ; . . . ;

P{τk+1 = i} = P{τ ∈
∞⋃

j1=1
...

∞⋃
jk=1

∆L
j1...jki} =

∞∑
j1=1

...
∞∑

jk=1
|∆L

j1...jki| = 1
i(i+1) .

Оскiльки остання ймовiрнiсть не залежить вiд k, а лише вiд i, то τk є незалеж-
ними i однаково розподiленими. ¤

3. Лебегiвська структура розподiлу випадкової величини з незалежни-
ми L-символами. Розглядається в.в. ξ = ∆L

τ1τ2...τn..., L-символи τn якої є незалеж-
ними i мають розподiли P{τn = i} = pin ≥ 0; p1n + ... + pin + ... = 1.

Теорема 4. Якщо символи L-зображення в.в. ξ є незалежними, то розподiл
ξ є або чисто дискретним, або чисто неперервним, причому чисто дискретним є
тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏

k=1

max
i
{pik} > 0.

Множина атомiв дискретно розподiленої в.в. ξ складається з точки x0 такої,
що pdj(x0)j = max

i
{pik}, i всiх точок x, якi мають властивiсть pdj(x)j > 0 для

довiльного j ∈ N i iснує таке m ∈ N , що dj(x) = dj(x0) при j ≥ m.
Доведення. З незалежностi τk i єдиностi L-зображення випливає, що

P{ξ = ∆L
c1c2...cm...} =

∞∏

k=1

pckk, тобто P{ξ = x} =
∞∏

j=1

pdj(x)j .

Спочатку доведемо н е о б х i д н i с т ь: якщо M > 0, то розподiл ξ є чисто
дискретним. Оскiльки P{ξ = x0} = M , то P{ξ = x0} > 0.

Якщо pdk(x′)k > 0 ∀ k ∈ N i L-зображення точки x′ вiдрiзняється вiд зображення
точки x0 не бiльше, нiж першими (m− 1) L-символами, то

P{ξ = x′} =
m−1∏

k=1

pdk(x′)k ·
∞∏

k=m

pdk(x0)k =
m−1∏

k=1

pdk(x′)k ·
M

m∏
k=1

pdk(x0)k

.
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Нехай Am – множина всiх точок x′, L-цифри яких спiвпадають з L-цифрами
точки x0, починаючи з m. Тодi послiдовнiсть множин Am має властивостi:
1. {x0} = A1 ⊂ A2 ⊂ ... ⊂ Am ⊂ Am+1 ⊂ ...

2. P{ξ ∈ Am} =
∑

d1∈N

. . .
∑

dm−1∈N

(
m−1∏
k=1

pdk(x′)k · M
m∏

k=1
pdk(x0)k

)
=

=
M

m∏
k=1

pdk(x0)k

→ 1(m →∞).

Отже, злiченна множина A = lim
m→∞Am =

∞⋃
m=1

Am є носiєм розподiлу в.в. ξ, тобто

розподiл є дискретним.
Д о с т а т н i с т ь. Якщо ξ має дискретний розподiл, то iснує x′ таке, що

0 < P{ξ = x′} =
∞∏

k=1

pdk(x′)k ≤
∞∏

k=1

max
i
{pik} = M. ¤

Лема 1. Функцiя розподiлу (ф.р.) в.в. ξ подається у виглядi

Fξ(x) = βd1(x)1 +
∞∑

k=2

(
βdk(x)k

k−1∏

j=1

pdj(x)j

)
, де βdk(x)k =

∞∑

j=dk+1

pjk, k ∈ N.

Доведення. Згiдно з означенням ф.р. Fξ(x) = P{ξ < x}.
Подiя {ξ < x} є об’єднанням несумiсних подiй {τ1 > d1(x)},

{τ1 = d1(x) ∧ τ2 > d2(x)}, . . . , {τj = dj(x), j = 1, k − 1 ∧ τk > dk(x)}, . . . .
Тому

P{ξ < x} =
∞∑

k=1

P{τj = dj(x), j = 1, k − 1 ∧ τk > dk(x)}.

Але з незалежностi випадкових подiй τk отримаємо

P{τj = dj(x), j = 1, k − 1 ∧ τk > dk(x)} = βdk(x)k

k−1∏

j=1

pdj(x)j .

А отже, Fξ(x) = P{ξ < x} = βd1(x)1 +
∞∑

k=2

(
βdk(x)k

k−1∏
j=1

pdj(x)j

)
. ¤

Наслiдок. Прирiст δ ф.р. Fξ на цилiндрi ∆L
c1c2...cm

обчислюється за формулою

δ ≡ δ(∆L
c1c2...cm

) =
m∏

i=1

pcii.

Лема 2. Якщо в точцi x0 = ∆L
d1d2...dn... ф.р. Fξ має похiдну, то

F ′
ξ(x0) =

∞∏

i=1

(di(di + 1)pdii) ≡ A(x0).
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Справдi, оскiльки F ′
ξ(x0) iснує, то

F ′
ξ(x0) = lim

x′<x0<x′′
x′′−x′→0

Fξ(x′′)− Fξ(x′)
x′′ − x′

= lim
n→∞

δ(∆L
d1...dm

)

|∆L
d1...dm

| = lim
m→∞

m∏

i=1

(di(di + 1)pdii) .

Лема 3. Спектр Sξ розподiлу в.в. ξ (тобто його мiнiмальний замкнений носiй) є
замиканням множини

Bξ = {x : x = ∆L
d1d2...dn..., де pdn(x)n > 0 ∀n ∈ N} = C[L, (Vn)].

Доведення. Взагалi кажучи, Bξ не є замкненою, тому для доведення леми досить
показати, що Bξ ⊂ Sξ i кожна внутрiшня точка [0, 1]\Bξ не належить Sξ.

Покажемо, що точка x′, для якої мають мiсце спiввiдношення pdj(x′)j > 0 для
будь-якого j ∈ N , належить спектру Sξ.

Згiдно з означенням, x′ є точкою росту ф.р. Fξ, якщо для будь-якого ε > 0
виконується нерiвнiсть Fξ(x′+ε)−Fξ(x′−ε) > 0. Оскiльки для довiльного ε > 0 легко
вказати цилiндр ∆L

c1c2...cm
, який мiстить x′, (pcii > 0) повнiстю належить iнтервалу

(x′ − ε, x′ + ε), то для приростiв виконуються нерiвностi

Fξ(x′ + ε)− Fξ(x′ − ε) ≡ δ
(
(x′ − ε, x′ + ε)

) ≥ δ(∆L
c1c2...cm

) =
m∏

i=1

pcii > 0.

Якщо точка x′ ∈ [0, 1]\Bξ не є кiнцем жодного з цилiндрiв i iснує pdj(x′)j = 0,
то згiдно з наслiдком леми x′ належить iнтервалу сталостi функцiї ∇c1c2...cm ≡
int∆c1c2...cm . Розглянувши ε > 0 таким, що (x′ − ε, x′ + ε) ⊂ ∇c1c2...cm , матимемо

Fξ(x′ + ε)− Fξ(x′ − ε) ≤ δ(∆L
c1c2...cm

) = 0, тобто x′ /∈ Sξ. ¤

Теорема 5. Спектр Sξ розподiлу в.в. ξ є: 1) вiдрiзком [0, 1], якщо матриця ‖pik‖
нулiв не мiстить; 2) об’єднанням вiдрiзкiв, якщо ‖pik‖ мiстить нулi у скiнченнiй
кiлькостi стовпцiв; 3) нiде не щiльною множиною, мiра Лебега якої обчислюється
за формулою

λ(Sξ) =
∞∏

k=1

Wk, де Wk =
∑

i:pik>0

1
i(i + 1)

, k ∈ N, (4)

якщо матриця ‖pik‖ мiстить нулi у нескiнченнiй кiлькостi стовпцiв.
Доведення. Твердження 1) є очевидним. 2) Нехай pik > 0 для i ∈ N, k ≥ m.

Оскiльки

P{ξ ∈ ∆L
c1...cmim+1...im+n

} =
( ∏

ci:pcii>0

pcii

)
·

m+n∏

j=m+1

pijj > 0

для довiльного набору натуральних чисел (im+1, ..., im+n), n ∈ N, то Fξ є строго
зростаючою на кожному з цилiндрiв ∆L

c1...cm
, для яких pckk > 0, k = 1, m− 1. Тобто

в цьому випадку Sξ є замиканням множини
⋃

ci:pcii>0
∆L

c1...cm
.
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3) Виходячи з означення спектра Sξ i наслiдку з леми 1, для кожного k ∈ N
маємо Sξ

⋂
∆L

d1...dk
= ∅, якщо ∃m ≤ k: pdmm = 0,

Sξ

⋂
∆L

d1...dk
6= ∅, якщо

k∏

j=1

pdjj > 0.

Тому

λ(Sξ) = 1−
∑

d1:pd11=0

|∆L
d1
| −

∑

d1:pd11>0
d2:pd22=0

|∆L
d1d2

| − . . .−
∑

d1,...,dk−1:
k−1∏
j=1

pdjj>0

dk:pdkk=0

|∆L
d1...dk

| =

= 1−M1 −W1M2 −W1W2M3 − . . . = W1 −W1M2 −W1W2M3 − . . . =

= W1W2 −W1W2M3 − . . . =
∞∏

k=1

Wk, де Mk = 1−Wk. ¤

Теорема 6. Неперервна (M = 0) в.в. ξ з незалежними L-символами має або
чисто абсолютно неперервний, або чисто сингулярно неперервний розподiл.

Доведення. Нехай δ = (δ1...δm), де m ∈ N , (δ1, ..., δm) – деякий впорядкований на-
бiр натуральних чисел. Tm

δ -перетворенням точки x = ∆L
d1...dk... називатимемо точку

∆L
δ1...δmd1...dk... ≡ Tm

δ (x). Очевидно, що Tm
δ -перетворення має єдину iнварiантну точку

x0, яка має чисто перiодичне L-зображення з перiодом (δ1...δm) : x0 = ∆L
(δ1...δm).

Tm
δ -перетворенням множини E називається множина Tm

δ -образiв всiх x ∈ E:

Tm
δ (E) =

{
x : ∆L

δ1...δmd1...dk..., де ∆L
d1...dk... ∈ E

}
.

Легко бачити, що Tm
δ ((0; 1]) = ∆L

δ1...δm
i Tm

δ -перетворення є перетворенням подiб-

ностi з коефiцiєнтом k =
m∏

i=1

1
δi(δi + 1)

. Очевидно, що λ [Tm
δ (E)] = kλ(E), а тому,

λ [Tm
δ (E)] i λ(E) рiвнi нулю одночасно.
Через Tm(x) позначимо множину всiх образiв x пiд дiєю Tm

δ -перетворення, де δ
пробiгає множину всеможливих наборiв довжини m натуральних чисел.

Нехай E – борелiвська множина з (0; 1], T 0(x) ≡ x, T – множина всеможливих
перетворень Tm для всiх скiнченних значень m. Оскiльки подiя A = {ξ ∈ T (E)} є
залишковою множиною вiдносно всiх σ-алгебр Bk, породжених першими τ1, ..., τk,
то за законом 0 i 1 Колмогорова P (A) = 0 або P (A) = 1.

Можливi випадки: 1) iснує множина E мiри Лебега нуль така, що P{ξ ∈ E} > 0;
2) такої множини E немає, тобто для кожної E: з λ(E) = 0 випливає P{ξ ∈ E} = 0.

У першому випадку P{ξ ∈ T (E)} = 1 i λ{T (E)} = 0, тобто ξ має чисто син-
гулярно неперервний розподiл; у другому – чисто абсолютно неперервний, згiдно з
означенням. Отже, розподiл в.в. ξ є чистим. ¤
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Лема 4. Для довiльного набору дiйсних чисел p1, p2, ..., pk, ... таких, що pi ≥ 0,

i ∈ N,
∞∑
i=1

pi = 1, виконується

∞∏

k=1

(k(k + 1)pk)
pk ≥ 1,

причому рiвнiсть має мiсце лише при pi = (i(i + 1))−1 ∀i ∈ N.
Дане твердження є наслiдком леми 3.8.1 [6].
Якщо Ni(x, k) – кiлькiсть символiв i в L-зображеннi x до k-го мiсця включно, то

границя (якщо вона iснує) lim
k→∞

Ni(x, k)k−1 = νi(x) називається частотою символа
i в L-зображеннi x.

Число x, для якого частота νi(x) = (i(i+1))−1 ∀i ∈ N, називається L-нормальним.
Використовуючи посилений закон великих чисел, можна довести, що множина

H всiх L-нормальних чисел вiдрiзка [0; 1] має мiру Лебега рiвну 1.
Теорема 7. Неперервний розподiл (M = 0) в.в. ξ є число абсолютно неперерв-

ним тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови:




∞∏
k=1

[ ∑
i:pik>0

1
i(i + 1)

]
> 0, (i)

−
∞∑

k=1

∑
i:pik>0

1
i(i + 1)

ln i(i + 1)pik < ∞, (ii)

∞∑
k=1

∑
i:pik>0

1
i(i + 1)

ln2 i(i + 1)pik < ∞. (iii)

Доведення. Якщо добуток (i) розбiгається до нуля, то ξ має сингулярний роз-
подiл канторiвського типу. Тому вважатимемо, що має мiсце нерiвнiсть (i).

Вiдомо, що ф.р. майже скрiзь має скiнченну похiдну. Множину таких точок зi
спектра Sξ позначимо через H. Вона складається з двох частин H0 i H+, в першу
з яких входять такi x, що F ′

ξ(x) = 0, а в другу – такi x, що 0 < F ′
ξ(x) < ∞. Якщо

λ(H+) = 0, то розподiл ξ є сингулярним, в протилежному випадку, враховуючи
чистоту, ξ матиме абсолютно неперервний розподiл.

Нехай G – множина L-нормальних точок, в яких похiдна F ′
ξ(x) скiнченна, тодi

λ(G) = 1. Якщо x0 – довiльна точка з G, то, згiдно з лемою 2,

F ′
ξ(x0) = A(x0) = eB(x0), де B(x0) =

∞∑

k=1

ln (dk(dk + 1)pdkk) =
∞∑

k=1

τk. (5)

Для кожного конкретного x0 ряд (5) – числовий ряд. Випадковий вибiр x0 ∈ Sξ

веде до випадкового числа A(x0). Тому на (5) можна дивитись як на ряд з незалеж-
них в.в. τk = ln (dk(dk + 1)pdkk), якi набувають значень

g1k = ln (2p1k) , g2k = ln (6p2k) , ..., gsk = ln (s(s + 1)psk) , ... .
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Оскiльки F ′(x0) < ∞ рiвносильно тому, що (5) збiгається, а F ′(x0) = 0 рiвносильно
B(x0) = −∞, причому x0 ∈ H0 чи x0 ∈ H+ не залежить вiд будь-якої скiнченної
кiлькостi перших L-символiв x0, то подiя A = {”ряд (5) збiгається”} (рiвносильна
“хвiст” ряду (5) збiгається") є залишковою i згiдно з законом “0 та 1” P (A) = 0
або P (A) = 1. Тому факту: F (x) майже скрiзь на Sξ має скiнченну похiдну, мож-
на дати iнтерпретацiю в термiнах збiжностi ряду (5). Справдi, якщо розподiл в.в.
τk вибрати таким, щоб pdkk набували значень p1k, p2k, ..., psk, ... з ймовiрностями
1
2
,

1
6
, ...,

1
s(s + 1)

, ..., то матимуть мiсце рiвностi

P{x : 0 < B(x) < ∞} =
λ(H+)
λ(Sξ)

, P{x : B(x) = −∞} =
λ(H0)
λ(Sξ)

.

Таким чином, iнша iнтерпретацiя того факту, що Fξ(x) має на Sξ скiнченну похiдну
майже скрiзь, полягає в тому, що коли x ∈ Sξ вибрано випадково так, що його L-

символи dk(x) набувають значень 1, 2, ..., s, ... з ймовiрностями
1
2
,

1
6
, ...,

1
s(s + 1)

, ...,

то з ймовiрнiстю 1 випадковий ряд (iii) збiгається або розбiгається до −∞ i навпаки.
Тому F ′

ξ(x) = 0 (0 < F ′
ξ(x) < ∞) майже скрiзь на Sξ рiвносильно збiжностi (розбiж-

ностi) з ймовiрнiстю 1 випадкового ряду (5). Знайдемо необхiднi й достатнi умови
збiжностi останнього з ймовiрнiстю 1.

За законом “0 та 1” для залишкових подiй можливi два взаємнодоповнюючi i
виключаючi випадки: 1. P{x : τk(x) → 0, k → ∞} = 0, 2. P{x : τk(x) → 0, k →
∞} = 1. Якщо має мiсце 1, то з ймовiрнiстю 1 ряд (5) розбiгається, F ′

ξ(x) = 0 майже
скрiзь, тобто Fξ(x) – сингулярна, i при цьому порушується одна з умов (i)-(iii).

У випадку 2 очевидно, що множина

G′ = {x : τk(x) → 0, k →∞} =
{

x : pdk(x)k →
1

k(k + 1)
, k →∞

}

має ту ж мiру Лебега, що й Sξ. Оскiльки математичне сподiвання τk дорiвнює

M [τk] =
∑

i:pik>0

1
i(i + 1)

ln i(i + 1)pik, то умова (ii) рiвносильна збiжностi ряду з мате-

матичних сподiвань τk:
∞∑

k=1

M [τk] =
∞∑

k=1

∑

i:pik>0

1
i(i + 1)

ln i(i + 1)pik. (6)

Враховуючи, що дисперсiя D[τk] = M [τ2
k ]−M2[τk] i те, що iз збiжностi (6) випливає

збiжнiсть ряду
∞∑

k=1

M2[τk], приходимо до висновку, що з умови (iii) слiдує збiжнiсть

ряду з дисперсiй в.в. τk, тобто
∞∑

k=1

D[τk]. Тодi за теоремою Колмогорова (про два

ряди) з умов (i)-(iii) випливає збiжнiсть з ймовiрнiстю 1 випадкового ряду (5), що
дає абсолютну неперервнiсть розподiлу ξ.

Нехай ряд (ii) розбiгається, що рiвносильно розбiжностi ряду (6). Тодi можливi
випадки: 1) iснує ε ∈ (0; 1) таке, що 1 − ε < i(i + 1)pij ∀i ∈ N,∀j ∈ N ; 2) такого ε
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немає, тобто для кожного ε ∈ (0; 1) iснує множина J = {j1, ..., jk, ...}, jk+1 > jk, для
кожного елемента jk якої iснує ik таке, що ik(ik + 1)pikjk

< 1− ε.

У випадку 1) в.в. {dk(dk +1)pdkk} є вiдокремленими вiд 0. Тодi за теоремою Кол-
могорова (про три ряди), враховуючи лему 4, випадковий ряд (5) з ймовiрнiстю 1
розбiгається, оскiльки не виконується необхiдна умова збiжностi (ряд з математич-
них сподiвань розбiгається). Тому розподiл ξ є сингулярним.

У випадку 2) ф.р. Fξ(x) в.в. ξ може мати вiдмiнну вiд нуля похiдну лише на
множинi чисел, L-зображення яких на нескiнченнiй кiлькостi мiсць не може вико-
ристовувати одного чи кiлькох L-символiв, а така множина згiдно з теоремою 5 має
мiру Лебега нуль, що рiвносильно сингулярностi розподiлу ξ.

Якщо ж розбiгається ряд (iii), то розбiгається ряд (ii) i наведенi мiркування
приводять до попереднього висновку. ¤

Наслiдок. Неперервний розподiл (M = 0) в.в. ξ є число сингулярно неперервним
тодi i тiльки тодi, коли порушується хоча б одна з умов (i)-(iii).

4. Тополого-метричнi властивостi сингулярного розподiлу ξ. Нагадаємо
[6], що сингулярнi розподiли за своїми тополого-метричними властивостями спек-
трiв бувають трьох типiв. Сингулярний розподiл в.в. називається: 1) розподiлом
канторiвського типу (або C-типу), якщо його спектр Sξ є множиною нульової
мiри Лебега. 2) розподiлом салемiвського типу (або S-типу), якщо його спектр
Sξ мiстить вiдрiзки; 3) розподiлом квазiканторiвського типу (або K-типу), якщо
спектр Sξ є нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега.

Теорема 8. Сингулярний розподiл в.в. ξ є сингулярним розподiлом: 1) С-типу
тодi i тiльки тодi, коли добуток (4) розбiгається; 2) S-типу тодi i тiльки то-
дi, коли матриця ||pik|| має скiнченну кiлькiсть стовпцiв, якi мiстять нулi; 3)
K-типу тодi i тiльки тодi, коли (4) збiгається, а матриця ||pik|| мiстить нескiн-
ченну кiлькiсть стовпцiв, якi мiстять нулi.

Доведення. Теорема 8 є наслiдком теореми 5. Справдi, якщо матриця ||pik||
має лише скiнченну кiлькiсть стовпцiв, якi мiстять нулi, то спектр розподiлу ξ
є об’єднанням вiдрiзкiв i сам розподiл належить S-типу. Якщо ж таких стовпцiв
нескiнченна кiлькiсть, то спектр є нiде не щiльною множиною. При цьому нульової
мiри Лебега, якщо добуток (4) розбiгається до нуля, тобто ξ має розподiл С-типу,
i додатної мiри при збiжностi добутку (4), тобто розподiл ξ належить до K-типу.
Оскiльки наведенi умови є несумiсними, то це доводить теорему. ¤

5. Випадковi величини з однаково розподiленими L-символами. Нехай
ξ0 = ∆L

τ1τ2...τk... – в.в., L-символи τk якої є незалежними i однаково розподiленими,
тобто P{τk = i} = pik = pi. Як випливає з попереднього, розподiл в.в. ξ0 є або
виродженим (дискретним розподiлом з одним атомом), коли max

i
pi = 1; або рiв-

номiрним, коли pi =
1

i(i + 1)
для кожного i ∈ N ; або сингулярно неперервним – в

рештi випадкiв. Таким чином, властивiсть сингулярностi розподiлу є домiнуючою у
дослiджуваному класi.
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Теорема 9. Має мiсце рiвнiсть

1∫

0

Fξ0(x)dx =

∞∑
i=1

βi

i(i+1)

1−
∞∑
i=1

pi

i(i+1)

. (7)

Доведення. Використовуючи адитивну властивiсть iнтеграла Лебега, маємо

I ≡
1∫

0

Fξ0(x)dx =
∞∑

i=1

1
i∫

1
i+1

[βi + piFξ0(∆
L
d2d3...dn...)]dx =

=
∞∑

i=1

βi

i(i + 1)
+

( ∞∑

i=1

pi

i(i + 1)

)
·

1∫

0

Fξ0(x)dx.

А тому (
1−

∞∑

i=1

pi

i(i + 1)

)
· I =

∞∑

i=1

βi

i(i + 1)
.

Звiдси отримуємо (7). ¤
Нехай стохастичний вектор

(
p
(i)
k

)
задає розподiл в.в. ξ

(i)
0 , i ∈ {1, 2}.

Теорема 10. Якщо
(
p
(1)
k

)
6=

(
p
(2)
k

)
, то розподiли в.в. ξ

(1)
0 i ξ

(2)
0 ортогональнi.

Доведення. Одним з носiїв розподiлу ξ
(i)
0 є множина

M (i) ≡ M [p(i)
1 , p

(i)
2 , ..., p(i)

n , ...] = {x : νn(x) = p(i)
n , n = 1, 2, ...}, i ∈ {1, 2},

тобто P{ξ(i)
0 ∈ M (i)} = 1. Оскiльки при

(
p
(1)
k

)
6=

(
p
(2)
k

)
i M (1) ∩M (2) = ∅, то

P{ξ(1)
0 ∈ M (1)} = P{ξ(2)

0 ∈ [0; 1]\M (1)} = 1,

тобто розподiли ξ
(1)
0 i ξ

(2)
0 ортогональнi за означенням. ¤
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z posiedzeń Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, WydziaÃl III. – 1911. – 4. – P. 56-77.
16. Sylvester J.J. On a point in the theory of vulgar fractions // Amer. J. Math. – 1880. – 3, № 4. –

P. 332-335. – Postscript, ibid 388-389.

Yu. Zhykharyeva, M. Pratsiovytyi
Properties of distribution of random variable with independent L-symbols of representation
by the positive Lüroth series.

In the paper we consider the distributions of random variables represented by the Lüroth series (L-
representation). We study Lebesgue structure, topological, metric and fractal properties of these random
variables depending on distributions of their “digits” of the L-representation, and vice versa. We prove
that random variable with independent L-symbols has a pure discrete, pure absolutely continuous or
pure singularly continuous distribution; the criteria (necessary and sufficient conditions) for random
variable to be of each pure type of probability distributions are found. We prove that “overwhelming”
majority of these probability distributions are singular, i.e., they are concentrated on sets of zero Lebesgue
measure (fractals). We describe topological and metric properties of the spectra of distributions of random
variables as well as properties of their probability distribution functions.

Keywords: expansions of numbers by positive Lüroth series, geometry of L-representation, absolutely
continuous probability distribution, singular probability distribution, Lebesgue structure of probability
distribution, ortogonal probability distributions.

Ю.И. Жихарева, М.В. Працевитый
Cвойства распределения случайной величины, L-символы которой в представлении
знакоположительным рядом Люрота, независимы.

В работе изучается лебеговская структура, тополого-метрические и фрактальные свойства распре-
делений случайных величин, представленных рядами Люрота (L-представлениями) по делениям
своих “цифр” – L-представления и наоборот. Доказано, что случайная величина с независимыми
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L-символами имеет или чисто дискретное, или чисто абсолютно непрерывное, или чисто сингу-
лярно непрерывное распределение; найдены критерии принадлежности каждому из чистых типов.
Доказано, что “подавляющее” большинство этих распределений является сингулярными, то есть со-
средоточенными на множествах нулевой меры Лебега (фракталах). Описаны тополого-метрические
свойства спектров распределений случайных величин, и свойства их функций распределения.

Ключевые слова: разложения чисел в знакоположительные ряды Люрота, геометрия L-предста-
вления, абсолютно непрерывное распределение, сингулярное распределение, лебеговская структура
распределения, ортогональные распределения.
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СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ПРИБЛИЖЕННЫХ
РЕШЕНИЙ ДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ УПРУГОЙ БАЛКИ

Статья посвящена исследованию сходимости метода Галеркина в задаче о колебаниях упругой
балки. Построена последовательность приближенных решений и доказана ее сходимость к обоб-
щенному решению начально-краевой задачи для уравнения Эйлера-Бернулли. Получена априорная
оценка построенных решений. В заключение рассмотрен пример численного интегрирования ап-
проксимаций по Галеркину начально-краевой задачи с силой, зависящей от времени.
Ключевые слова: метод Галеркина, балка Эйлера-Бернулли, обобщенное решение.

1. Введение. Колебательные системы с распределенными параметрами широко
используются при описании движения инженерных конструкций [1], таких как зве-
нья упругих роботов-манипуляторов, башенные краны, антенны, приборные мачты
космических аппаратов.

Распространенным подходом к моделированию динамики таких систем является
метод Галеркина. Однако, вопрос о его сходимости остается открытым для задач
управления механическими системами, состоящими из упругих элементов в виде
балок и пластин.

В монографии [7] приведены результаты исследований устойчивости и стабили-
зации в виде обратной связи бесконечномерных систем, в частности, дифферен-
циальных уравнений четвертого порядка, таких как уравнение колебаний балки
Эйлера-Бернулли.

Статья [4] посвящена асимптотическому анализу систем связанных балок Эйле-
ра-Бернулли и Тимошенко. В ней исследуются спектральные свойства семейства
несамосопряженных операторов, порожденного системой уравнений движения свя-
занных балок Эйлера-Бернулли и Тимошенко.

Установившиеся колебания балки Тимошенко исследованы в статье [6] с помо-
щью методов Галеркина и наименьших квадратов.

В работе [8] рассматривается задача управления для балки Эйлера-Бернулли с
одним закрепленным и одним свободным концом, на которую воздействует присо-
единенный пьезоэлектрический привод. Приведен закон управления с обратной свя-
зью и вычислена длина сенсора/привода, для которой имеет место сильная устой-
чивость, а также доказано убывание энергии к нулю с полиномиальным порядком
для почти всех длин.

Авторы статьи [9] используют модель с нелокальным демпфированием, учиты-
вающую временной и пространственный гистерезис, для систем, состоящих из балок
Эйлера-Бернулли и пластин Кирхгофа. В цитируемой работе сила демпфирования
представлена в виде взвешенного среднего поля скоростей в пространственной об-
ласти.
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В статье [10] получены и решены методом Галеркина уравнения равновесия, опи-
сывающие поведение пространственных изогнутых балок.

В работе [5] исследуются условия сходимости функций преобразования конечно-
мерных аппроксимаций по Галеркину для задач управления механическими систе-
мами с распределенными параметрами.

Работа [11] посвящена исследованию вопроса о существовании предельных точек
решений дифференциального уравнения, описывающего колебания упругой балки
Эйлера-Бернулли с управлением в виде обратной связи.

В данной статье доказана сходимость метода Галеркина для модели балки Эйлера-
Бернулли. Предложенная схема доказательства опирается на материал книги [2], в
которой проведено обоснование сходимости метода Галеркина для уравнения коле-
баний струны.

Данная статья имеет следующую структуру. Во введении приводится краткий
обзор литературы по рассматриваемой теме. Постановка задачи о колебаниях бал-
ки и основной результат работы – Утверждение 1 – приведены во втором разделе.
В третьем разделе показан способ построения базисных функций для решения по-
ставленной задачи методом Галеркина. В четвертом разделе описан процесс проек-
тирования задачи на линейное многообразие, порожденное построенным базисом.
В пятом разделе получена система обыкновенных дифференциальных уравнений
для нахождения коэффициентов разложения аппроксимаций по Галеркину. Шестой
раздел содержит доказательство основного результата. В седьмом разделе проиллю-
стрированы результаты численного решения задачи. Выводы приведены в восьмом
разделе.

2. Задача о колебаниях балки. Рассмотрим задачу о колебаниях упругой
балки. Данный процесс описывается неоднородным дифференциальным уравнением
(см. [1, с. 372]):

∂2w

∂t2
+ a2 ∂4w

∂x4
= f(x, t). (1)

Здесь w = w(x, t) – поперечная компонента перемещения балки, x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ),
f ∈ L2((0, l)× (0, T )) – функция, описывающая внешнее силовое воздействие,
a2 = EI/ρ > 0, где I – момент инерции сечения балки, E – модуль Юнга, ρ – линей-
ная плотность балки.

Предполагается, что один конец балки жестко закреплен, а второй свободен. То
есть решение w(x, t) удовлетворяет граничным условиям [1, с. 382]:

w
∣∣
x=0

= wx

∣∣
x=0

= 0, (2)

wxx

∣∣
x=l

= wxxx

∣∣
x=l

= 0, (3)

а также начальным условиям

w
∣∣
t=0

= ϕ(x), wt

∣∣
t=0

= ψ(x), (4)

где ϕ ∈
◦

H2(0, l) = {ϕ ∈ H2(0, l) : ϕ(0) = ϕ′(0) = 0}, ψ ∈ L2(0, l).
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Все рассматриваемые в работе функции будем считать вещественнозначными.
Функцию w(x, t) ∈ H2((0, l)× (0, T )) будем называть обобщенным решением за-

дачи (1)-(3), если для нее выполнены условия (2) и интегральное тождество

l∫

0

T∫

0

(
a2 ∂2w

∂x2

∂2v

∂x2
− ∂w

∂t

∂v

∂t

)
dtdx =

l∫

0

T∫

0

f(x, t)v(x, t)dtdx (5)

для любой пробной функции v(x, t) ∈ Ĥ2((0, l)× (0, T )), где

Ĥ2((0, l)× (0, T )) = {w ∈ H2((0, l)× (0, T )) : w|t=0 = w|t=T = w|x=0 = wx|x=0 = 0}.

Для приближенного решения задачи (1)-(3) воспользуемся методом Галеркина.
Предположим, что имеется семейство функций vk ∈ H2(0, l), удовлетворяющих кра-
евым условиям vk(0) = 0, v′k(0) = 0, k = 1, 2, .... Зафиксируем число m ∈ N и рас-
смотрим Vm = {c1v1 + . . . + cmvm} ⊂ L2(0, l) – линейное многообразие, натянутое на
функции v1, . . . , vm. Решение задачи (1)-(4) будем искать в виде

wm(x, t) =
m∑

k=1

ck(t)vk(x), (6)

где ck ∈ H2(0, T ), k = 1, m.
Функцию wm(x, t) будем называть приближенным по Галеркину решением по-

рядка m задачи (1)-(4), если выполнено интегральное тождество

l∫

0

T∫

0

(
a2 ∂2wm

∂x2

∂2v

∂x2
− ∂wm

∂t

∂v

∂t

)
dtdx =

l∫

0

T∫

0

f(x, t)v(x, t)dtdx

для любой пробной функции вида v(x, t) = vk(x)q(t), q ∈
◦

C1[0, T ], k = 1,m.
Ниже приведен способ построения базисных функций v1(x), v2(x), . . ., для кото-

рых справедлив следующий результат о сходимости метода Галеркина.

Утверждение 1. Пусть ϕ ∈
◦

H2(0, l), ψ ∈ L2(0, l) и пусть wm(x, t) – последова-
тельность приближенных по Галеркину решений задачи (1)-(4), m = 1, 2, .... Тогда
существует слабо сходящаяся подпоследовательность wmk

→
k→∞

w, где w является

искомым обобщенным решением задачи (1)-(4).
Доказательство этого утверждения проведено в разделе 6.
3. Построение базиса. Для решения задачи (1)-(4) методом Галеркина постро-

им базисную в H2(0, l)× (0, T ) систему функций v1(x), v2(x), . . . такую, что v
∣∣
x=0

=
vx

∣∣
x=0

= 0.
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Пусть c(t) ∈ C2(0, T ) и v(x) ∈ C4(0, l); w(x, t) = c(t)v(x) – частное решение одно-
родной задачи:

∂2w

∂t2
+ a2 ∂4w

∂x4
= 0,

w
∣∣
x=0

= wx

∣∣
x=0

= wxx

∣∣
x=l

= wxxx

∣∣
x=l

= 0.

Тогда
1

a2c(t)
d2c(t)
dt2

=
1

v(x)
d4v(x)
dx4

= λ = const.

Получим задачу Штурма-Лиувилля для v(x):




d4v

dx4
= λv, x ∈ (0, l),

v(0) = v′(0) = v′′(l) = v′′′(l) = 0.

(7)

Введем линейный дифференциальный оператор A : D(A) → L2(0, l) следующим
образом:

Aw(x) =
d4w(x)

dx4

и запишем задачу (7) в операторном виде:

Av(x) = λv(x), x ∈ (0, l),

D(A) = {w ∈ H2(0, l) : w(0) = w′(0) = w′′(l) = w′′′(l) = 0}. (8)

Существует обратный оператор A−1 : L2(0, l) → L2(0, l),

A−1v(x) =

x∫

0

y∫

0

l∫

τ

l∫

z

v(ξ)dξdzdτdy.

Лемма 1. Оператор A−1 вполне непрерывный.
Доказательство. Из неравенства Коши-Буняковского имеем




l∫

x

v(ξ)dξ




2

≤
l∫

x

dξ

l∫

x

v2(ξ)dξ = (l − x)‖v‖2
L2(x,l) ≤ l‖v‖2

L2(0,l), ∀v ∈ L2(0, l). (9)

Возьмем последовательность {vn(x)}∞n=1, ограниченную в L2(0, l). Рассмотрим
оператор A1 : L2(0, l) → L2(0, l), который зададим следующим образом:

A1vn =

l∫

x

vn(ξ)dξ.
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Используя неравенство (9), оценим норму ‖A1vn‖ в пространстве L2(0, l):

‖A1vn‖2
L2(0,l) =

l∫

0




l∫

x

vn(ξ)dξ




2

dx ≤
l∫

0

l‖vn‖2
L2(0,l)dx = l2‖vn‖2

L2(0,l). (10)

Применяя (10), получим аналогичную оценку в пространстве H1(0, l):

‖A1vn‖2
H1(0,l) = ‖A1vn‖2

L2(0,l) + ‖vn‖2
L2(0,l) ≤ (l2 + 1)‖vn‖2

L2(0,l). (11)

Рассмотрим оператор A2 : L2(0, l) → L2(0, l), действующий по формуле

A2vn = A1(A1vn) =

l∫

x

l∫

z

vn(ξ)dξdz,

и оценим норму ‖A2vn‖ в пространстве H1(0, l), используя полученную оценку (11):

‖A2vn‖2
H1(0,l) ≤ (l2 + 1)‖A1vn‖2

L2(0,l) ≤ l2(l2 + 1)‖vn‖2
L2(0,l).

Рассмотрим теперь оператор A3 : L2(0, l) → L2(0, l), заданный формулой

A3vn = A1(A2vn) =

x∫

0

l∫

τ

l∫

z

vn(ξ)dξdzdτ,

воспользовавшись неравенствами (10) и (11), получим

‖A3vn‖2
H1(0,l) ≤ (l2 + 1)‖A2vn‖2

L2(0,l) ≤ l2(l2 + 1)‖A1vn‖2
L2(0,l) ≤ l4(l2 + 1)‖vn‖2

L2(0,l).

Рассмотрим оператор A4 : L2(0, l) → L2(0, l), действующий следующим образом:

A4vn = A1(A3vn) =

x∫

0

y∫

0

l∫

τ

l∫

z

vn(ξ)dξdzdτdy.

Заметим, что A4vn = A−1vn.
Применим (10) и (11) для оценки нормы ‖A4vn‖ в пространстве H1(0, l)

‖A4vn‖2
H1(0,l) ≤ (l2 + 1)‖A3vn‖2

L2(0,l) ≤ l2(l2 + 1)‖A2vn‖2
L2(0,l) ≤

≤ l4(l2 + 1)‖A1vn‖2
L2(0,l) ≤ l6(l2 + 1)‖vn‖2

L2(0,l)

и в пространстве H4(0, l)

‖A4vn‖2
H4(0,l) = ‖A4vn‖2

L2(0,l) + ‖A3vn‖2
L2(0,l) + ‖A2vn‖2

L2(0,l) + ‖A1vn‖2
L2(0,l)+

+ ‖vn‖2
L2(0,l) ≤ C‖vn‖2

L2(0,l),
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где C = l8 + l6 + l4 + l2 + 1 > 0.
Итак, ‖A−1vn‖2

H4(0,l) ≤ C‖vn‖2
L2(0,l), значит оператор A−1 переводит ограничен-

ную в L2(0, l) последовательность в ограниченную в H4(0, l) последовательность, а
ограниченное в H4(0, l) множество является предкомпактным в L2(0, l). Таким об-
разом, оператор A−1 переводит ограниченное в L2(0, l) множество в предкомпактное
множество в L2(0, l). Следовательно, оператор A−1 вполне непрерывен. ¤

Нетрудно проверить, что оператор A−1 самосопряженный. Тогда из леммы 1 и
теоремы Гильберта-Шмидта следует, что собственные функции

v1(x), v2(x), . . . (12)

оператора A−1 образуют ортогональный базис пространства L2(0, l).
Рассмотрим теперь сужение обратного к A оператора A−1 : H2(0, l) → H2(0, l).

Аналогично приведенным выше рассуждениям, его собственные функции образуют
ортогональный базис в пространстве H2(0, l), а по построению A−1 они совпадают

с (12). Система функций (12) линейно независимая, полная в
◦

H2(0, l).
Множества собственных функций операторов A и A−1 совпадают, поэтому си-

стему функций (12) будем искать как собственные функции задачи (7). Заметим,
что собственные числа λn оператора A являются корнями трансцендентного урав-
нения [1, с. 382]:

cos 4
√

λnl cosh 4
√

λnl = −1. (13)

Соответствующие собственные функции задачи (7) запишем в виде ([6]):

vn(x) = c1n{cos( 4
√

λnl)− cos( 4
√

λnl)}+ c2n{sin( 4
√

λnl)− sinh( 4
√

λnl)}. (14)

Скалярное произведение в пространстве
◦

H2(0, l) зададим формулой

〈f, g〉 ◦
H2(0,l)

=

l∫

0

∂2f

∂x2

∂2g

∂x2
dx. (15)

Выберем константы c1n, c2n в формуле (14) таким образом, чтобы выполнялось
условие нормированности для собственных функций:

‖vk‖ ◦
H2(0,l)

= 1, ∀ k = 1, 2, . . . . (16)

4. Проекция задачи на конечномерное подпространство. Спроектируем
начальные функции ϕ(x) и ψ(x) на Vm:

ϕm(x) =
m∑

k=1

〈ϕ, vk〉L2(0,l)

‖vk‖2
L2(0,l)

· vk(x) =
m∑

k=1

ϕkvk(x), (17)

ψm(x) =
m∑

k=1

〈ψ, vk〉L2(0,l)

‖vk‖2
L2(0,l)

· vk(x) =
m∑

k=1

ψkvk(x), (18)
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тогда из (6) и (17) следует

wm(x, 0) =
m∑

k=1

ck(0)vk(x) =
m∑

k=1

ϕkvk(x), (19)

откуда ck(0) = ϕk и

ẇm(x, 0) =
m∑

k=1

c′k(0)vk(x) =
m∑

k=1

ψkvk(x), (20)

то есть c′k(0) = ψk.
В интегральном тождестве (5) возьмем в качестве пробной функции

v(x, t) = vk(x)q(t), где vk(x) – одна из найденных собственных функций задачиШтурма-

Лиувилля, q(t) – некоторая функция пространства
◦

H2(0, T ):

l∫

0

T∫

0

(
a2 ∂2wm

∂x2
v′′kq − ∂wm

∂t
vkq̇

)
dtdx =

l∫

0

T∫

0

fvkqdtdx.

Интегрирование по частям приводит к

T∫

0

q(t)




l∫

0

(
a2 ∂4wm

∂x4
+

∂2wm

∂t2
− f(x, t)

)
vk(x)dx


 dt = 0, ∀q ∈

◦
H2(0, T ).

Согласно основной лемме вариационного исчисления,

l∫

0

(
a2 ∂4wm

∂x4
+

∂2wm

∂t2

)
vk(x)dx =

l∫

0

f(x, t)vk(x)dx, k = 1,m, (21)

для почти всех t ∈ [0, T ].
5. Построение уравнений относительно коэффициентов разложения по

Галеркину. Будем искать такие функции ck(t), k = 1, m, для которых выполнены
начальные условия (19), (20) и интегральное тождество (21).

Подставим (6) в (21) и получим линейную относительно функций c1(t), . . . cm(t)
систему обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с постоян-
ными коэффициентами

m∑

s=1

(
c̈s(t)〈vs, vk〉L2(0,l) + a2cs(t)〈vs, vk〉 ◦

H2(0,l)

)
= fk(t), k = 1,m, (22)

где fk(t) =
l∫

0

f(x, t)vk(x)dx ∈ L2(0, T ).
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Поскольку собственные функции, соответствующие различным собственным зна-
чениям оператора A, ортогональны, то система обыкновенных дифференциальных
уравнений (22) имеет вид:

c̈k(t)‖vk‖2
L2(0,l) + a2ck(t) = fk(t), k = 1,m. (23)

Положим

Ã =




‖v1‖2
L2 0 . . . 0

0 ‖v2‖2
L2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . ‖vm‖2
L2




и перепишем (23) в матричном виде:

Ã
d

dt




ċ1(t)
...

˙cm(t)


 = −a2




c1(t)
...

cm(t)


 +




f1(t)
...

fm(t)


 .

Пусть

C(t) =
(

c′1(t), . . . , c′m(t), c1(t), . . . , cm(t)
)T

, A =
(

0 −a2Ã−1

I 0

)
,

F (t) =
(

Ã−1 0
) (

f1(t), . . . , fm(t) 0
)T

,

где I и 0 – единичная и нулевая матрицы соответствующей размерности, тогда за-
дача (23), (19), (20) эквивалентна задаче

C ′(t) = AC(t) + F (t),

C(0) =
(

ψ1, . . . , ψm, ϕ1, . . . , ϕm

)T
.

(24)

Поскольку f ∈ L2((0, l)× (0, T )), то F (t) ∈ L2(0, T ), следовательно,

t∫

0

F (τ)dτ ∈ C(0, T ).

Задачу (24) заменяем эквивалентной ей системой интегральных уравнений

C(t) =

t∫

0

AC(τ)dτ +

t∫

0

F (τ)dτ, (25)

со свободным членом из C(0, T ). Существует единственное решение системы (25).
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Тождество (21) умножим на ċk(t), проинтегрируем по (0, τ), где τ ∈ [0, T ], про-
суммируем по k = 1,m. Получим

τ∫

0

l∫

0

(
∂2wm

∂t2
+ a2 ∂4wm

∂x4

)
∂wm

∂t
dxdt =

τ∫

0

l∫

0

f(x, t)
∂wm

∂t
dxdt. (26)

Используя тождества

∂2wm

∂t2
· ∂wm

∂t
=

1
2

∂

∂t

((
∂wm

∂t

)2
)

,

∂4wm

∂x4
· ∂wm

∂t
=

∂2

∂x2

(
∂2wm

∂x2

∂wm

∂t

)
− 2

∂

∂x

(
∂2wm

∂x2

∂2wm

∂x∂t

)
+

1
2

∂

∂t

((
∂2wm

∂x2

)2
)

,

приходим к соотношению

τ∫

0

l∫

0

(
∂2wm

∂t2
+ a2 ∂4wm

∂x4

)
∂wm

∂t
dxdt =

1
2

∫

Dτ

((
∂wm

∂t

)2

+
(

a
∂2wm

∂x2

)2
)

dx−

− 1
2

l∫

0

(
a2 d2ϕm(x)

dx2
+ (ψm(x))2

)
dx,

где Dτ = {x ∈ (0, l), t = τ}.
6. Доказательство сходимости последовательности приближенных ре-

шений к обобщенному решению задачи. Проведем доказательство Утвержде-
ния 1.

В пространстве Ĥ2((0, l)× (0, T )) введем норму

‖w‖2

Ĥ2((0,l)×(0,T ))
=

l∫

0

T∫

0

((
∂w

∂t

)2

+ a2

(
∂2w

∂x2

)2
)

dtdx,

тогда

2

T∫

0

τ∫

0

l∫

0

(
∂2wm

∂t2
+ a2 ∂4wm

∂t4

)
∂wm

∂t
dxdtdτ =

= ‖wm‖2

Ĥ2((0,l)×(0,T ))
− T

l∫

0

(
a2ϕm(x)xx + (ψm(x))2

)
dx.

Введем энергетическую функцию

E(t) =
1
2

l∫

0

((
∂wm

∂t

)2

+ a2

(
∂2wm

∂x2

)2
)

dx.
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Заметим, что
∥∥∥∥
∂wm

∂t

∥∥∥∥
2

L2(0,l)

=

l∫

0

(
∂wm

∂t

)2

dx ≤ 2E(t) (27)

и

dE
dt

=

l∫

0

(
∂wm

∂t

∂2wm

∂t2
+ a2 ∂2wm

∂x2

∂3wm

∂x2∂t

)
dx =

l∫

0

∂wm

∂t
f(x, t)dx.

В силу неравенства Коши–Буняковского и (27)

dE
dt
≤

∥∥∥∥
∂wm

∂t

∥∥∥∥
L2(0,l)

‖f‖L2(0,l) ≤
√

2
√
E(t)‖f‖L2(0,l). (28)

Обозначим
√

2
√
E(t)‖f‖L2(0,l) = Φ(t) и запишем уравнение сравнения для (28):

dE
dt

= Φ(t)
√
E(t),

отсюда
√
E(t) =

√
E(0) +

1
2

t∫

0

Φ(τ)dτ,

где

E(0) =
1
2

l∫

0

((
∂wm

∂t

∣∣∣∣
t=0

)2

+ a2

(
∂2wm

∂x2

∣∣∣∣
t=0

)2
)

dx =
1
2

l∫

0

(
(ψ(x))2 + a2

(
∂2ϕ

∂x2

)2
)

dx.

В силу теоремы 4.1 [3, c. 40]:

E(t) ≤

√

E(0) +
1
2

t∫

0

Φ(τ)dτ




2

, (29)

что означает равномерную ограниченность функции E(t) по m.
Заметим, что

‖wm‖2

Ĥ2((0,l)×(0,T ))
=

T∫

0

E(t)dt.

Таким образом, последовательность функций {wm}∞m=1 сильно ограничена. Посколь-
ку сильно ограниченное множество в гильбертовом пространстве слабо компактно,
то в {wm}∞m=1 существует слабо сходящаяся подпоследовательность. Не ограничи-
вая общности, обозначим ее {wm}∞m=1, тогда wm →

m→∞ w слабо в Ĥ2((0, l)× (0, T )),
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где w – искомое обобщенное решение задачи (1)-(4). Для доказательства этого фак-
та необходимо проверить для w(x, t) выполнение интегрального тождества (5), в
котором в качестве пробной функции возьмем

v(x, t) = vk(x)q(t), (30)

где vk(x) – одна из найденных собственных функций задачи (7), а q(t) ∈ C1[0, T ]
удовлетворяет условию q(0) = q(T ) = 0.

По построению wm:

l∫

0

T∫

0

(
a2 ∂2wm

∂x2

∂2v

∂x2
− ∂wm

∂t

∂v

∂t
− fv

)
dtdx = 0, ∀m ≥ k. (31)

Запишем условие слабой сходимости:

l∫

0

T∫

0

(
a2 ∂2wm

∂x2

∂2v

∂x2
− ∂wm

∂t

∂v

∂t
− fv

)
dtdx →

m→∞

→
m→∞

l∫

0

T∫

0

(
a2 ∂2w

∂x2

∂2v

∂x2
− ∂w

∂t

∂v

∂t
− fv

)
dtdx.

(32)

Следовательно, в силу (31) и (32),

l∫

0

T∫

0

(
a2 ∂2w

∂x2

∂2v

∂x2
− ∂w

∂t

∂v

∂t
− fv

)
dtdx = 0,

что означает выполнение (5) для w(x, t).
Докажем теперь, что множество M , состоящее из линейных комбинаций функ-

ций (30), всюду плотно в Ĥ2((0, l)× (0, T )). Для этого возьмем всюду плотное в
Ĥ2((0, l)× (0, T )) множество, состоящее из непрерывных в прямоугольнике [0, l]× [0, T ]
функций η(x, t), обращающихся в ноль на границе прямоугольника, и покажем, что
любую функцию η можно аппроксимировать в метрике H2(0, l)× (0, T ) функциями
из M , то есть ‖vn − η‖H2((0,l)×(0,T )) →

n→∞ 0, где vk ∈ M .

Функции η(x, t) ∈ C2((0, l)× (0, T )) и ηt(x, t) ∈ C1((0, l)× (0, T )) можно разло-
жить в ряды Фурье по системе функций (12):

η(x, t) =
∞∑

k=1

ηk(t)vk(x), (33)

ηt(x, t) =
∞∑

k=1

η′k(t)vk(x). (34)
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Поскольку для фиксированного t ∈ [0, T ] функции η(·, t) и ηt(·, t) лежат в про-

странстве
◦

H2(0, l), то их ряды Фурье будут сходиться к ним в метрике
◦

H2(0, l).

Заметим, что частная сумма ηN =
N∑

k=1

ηk(t)vk(x) ряда (33) есть элемент множе-

ства M ,

ηt − ηN
t ∈

◦
H2(0, l).

В силу неравенства Стеклова

‖ηt − ηN
t ‖2

L2(0,l) ≤ C‖ηt − ηN
t ‖2

◦
H2(0,l)

, (35)

откуда согласно равенству Парсеваля

‖ηt − ηN
t ‖2

L2(0,l) + ‖η − ηN‖2
◦

H2(0,l)
≤ C‖ηt − ηN

t ‖2
◦

H2(0,l)
+ ‖η − ηN‖2

◦
H2(0,l)

=

=
∞∑

k=n+1

C(η′k)
2 + η2

k →
N→∞

0,
(36)

следовательно,
‖ηt − ηN

t ‖2
L2(0,l) + ‖η − ηN‖2

◦
H2(0,l)

→
N→∞

0,

‖η − ηN‖2
Ĥ2((0,l)×(0,T ))

=

l∫

0

T∫

0

(
(ηt − ηN

t )2 + a2

(
∂2η

∂x2
− ∂2ηN

∂x2

)2
)

dtdx =

=

T∫

0

(
‖ηt − ηN

t ‖2
L2(0,l) + a2‖η − ηN‖2

◦
H2(0,l)

)
dt →

N→∞
0,

(37)

откуда
‖η − ηN‖2

Ĥ2((0,l)×(0,T ))
→

N→∞
0.

Утверждение доказано.
7. Численное моделирование. На рис. 1 показаны результаты численного

интегрирования системы обыкновенных дифференциальных уравнений (23), соот-
ветствующие приближенным решениям начально–краевой задачи (1)-(4) в момент
времени t = 2 с для таких значений механических параметров: длина балки l = 1 м,
начальная скорость равна нулю (ψ(x) ≡ 0), коэффициент a2 = 100Нм3

кг , что харак-
терно, например, для алюминиевой балки с круговым сечением диаметра прибли-
зительно 5, 5 мм.

Для иллюстрации начальная функция

ϕ(x) = − g

24a2
x4 +

gl

6a2
x3 − gl2

4a2
x2

выбрана из условия равновесия балки в поле силы тяжести. Силы, действующие на
балку, представимы в виде функции

f(x, t) = −g + (1− e−λt)χ[l−h,l](x),
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где χ[l−h,l](x) – индикатор отрезка [l − h, l], u(t) = 1− e−λt – управление. Такая функ-
ция f(x, t) соответствует балке, к свободному концу которой на отрезке длины h
приложена управляющая сила, направленная вертикально вверх таким образом, что
при t → +∞ эта сила компенсирует вес балки. При расчете выбраны значения па-
раметров λ = 1, h = 0, 1 м.
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–0.01

–0.008

–0.006

–0.004

–0.002

0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

w

ϕ(x)

w2(x, 2) w1(x, 2)

Рис. 1. Форма прогиба балки

Из рисунка видно, что приближенные решения по Галеркину достаточно близки
к нулю при всех x ∈ (0, l). При этом графики функций w2(x, 2), . . . , w20(x, 2) прак-
тически совпадают, что подтверждает быструю сходимость метода Галеркина для
задачи (1)-(4).

8. Заключение. Важным этапом доказательства утверждения является полу-
чение оценки энергии на решениях (29). Поскольку эта оценка является равномер-
ной по m, формула (29) может быть использована при изучении приближенных по
Галеркину решений любого порядка.

Дальнейший интерес представляет исследование задач с более общими краевыми
условиями, в частности, колебания балки, связанной с твердым телом, или балки с
точечной массой на конце.
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A.L. Zuyev, J. I. Kucher
Convergence of the sequence of approximate solutions for dynamic equations of a flexible
beam.

This paper is devoted to the investigation of the Galerkin’s method convergence for the flexible beam
vibrations problem. A sequence of approximate solutions is constructed and its convergence to the
generalized solution of the initial-boundary value problem for the Euler-Bernoulli beam equation is
proved. An a priori estimate of the obtained solutions is presented. In conclusion, an example of the
numerical integration of Galerkin’s approximations of the initial-boundary value problem with a time-
varying force is considered.

Keywords: Galerkin’s method, Euler-Bernoulli beam, generalized solution.

О.Л. Зуєв, Ю. I. Кучер
Збiжнiсть послiдовностi наближених розв’язкiв динамiчних рiвнянь пружної балки.

Статтю присвячено дослiдженню збiжностi методу Гальоркiна в задачi про коливання пружної
балки. Побудовано послiдовнiсть наближених розв’язкiв i доведено її збiжнiсть до узагальненого
розв’язку початково-крайової задачi для рiвняння Ейлера-Бернуллi. Отримано апрiорну оцiнку
побудованих розв’язкiв. У заключнiй частинi роботи розглянуто приклад чисельного iнтегрування
апроксимацiй за Гальоркiним початково-крайової задачi з силою, що залежить вiд часу.
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3-D МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ
НЕПРЕРЫВНОГО СЛИТКА

Представлена трехмерная математическая модель нестационарного температурного поля непре-
рывнолитой заготовки и стенок кристаллизатора. Модель учитывает зависимости теплофизиче-
ских параметров от температуры, наличие зазора между поверхностью слитка и стенкой кристал-
лизатора, характер водяного охлаждения кристаллизатора, зависимость граничных условий от
конфигурации и режимов работы зоны вторичного охлаждения. Положение границы раздела фаз
определяется из условий Стефана. Задача численно решена методом конечных разностей. Пред-
ставлены и проанализированы результаты расчетов.
Ключевые слова: непрерывная разливка, кристаллизатор, вторичное охлаждение, темпера-
турное поле слитка, условия Стефана, конечно-разностная аппроксимация.

1. Введение. В настоящее время ведется интенсивная разработка систем авто-
матического управления (САУ) машинами непрерывного литья заготовок (МНЛЗ).
Одним из наиболее перспективных направлений является создание САУ МНЛЗ на
основе достаточно нового метода управления – прогнозного управления (в иностран-
ных источниках MBPC – model based predictive control или MPC – model predictive
control, существует российский вариант перевода MPC – управление с прогнозиру-
ющими моделями [1]).

Прогнозное управление – основанный на математическом моделировании метод
управления, при котором решается задача выбора значений управляющих парамет-
ров, обеспечивающих прогноз состояния системы, максимально близкий к заданно-
му.

Этот подход начал развиваться в начале 60-х годов для управления процессами и
оборудованием в нефтехимическом и энергетическом производстве [1]. В настоящее
время сфера применения MPC-методов стремительно расширяется, охватывая раз-
нообразные технологические процессы в химической и строительной индустрии, лег-
кой и пищевой промышленности, в аэрокосмических исследованиях, в современных
системах энергетики и т. д. Разработка математических моделей для моделирова-
ния технологического процесса непрерывной разливки в режиме реального времени
позволит внедрить прогресссивные технологии, использующие метод прогнозного
управления в САУ металлургическими процессами, в том числе процессами непре-
рывной разливки.

Поскольку измерять температурное поле затруднительно, а данные измерений
могут быть заменены расчетами по математической модели, математическое мо-
делирование процесса кристаллизации непрерывного слитка является постоянным
предметом внимания не только разработчиков САУ, но и многих других исследова-
телей. Для определения температурного поля слитка разработано достаточно боль-
шое число различных по уровню сложности математических моделей [2]. Суще-
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ствуют одномерные [3], двумерные [4, 5, 6], трехмерные [7, 8], стационарные [2] и
нестационарные [5], с учетом [5] или без учета [3] конвективного переноса теплоты,
с определением или без определения положения границы фазового перехода [2] и
т.д. В [8] представлена трехмерная нестационарная модель для слитка квадратного
сечения, где теплоперенос вместе с движущейся средой учтен с помощью наличия в
уравнении дополнительного слагаемого – условного источника тепла. В [9] разрабо-
тана нестационарная математическая модель процесса конвективно-кондуктивного
переноса теплоты в непрерывном слитке, рассматривающая двумерное температур-
ное поле и границу раздела фаз непрерывного слитка криволинейной МНЛЗ в про-
дольном сечении широкого сляба, которое параллельно узким граням и проходит
через средину широких граней.

Вычислительные возможности, появившиеся в последнее время, позволяют раз-
рабатывать сложные математические модели, учитывающие всё большее число фак-
торов, которые могут существенным образом влиять на процесс и создавать более
универсальные модели.

В данной работе разработана математическая модель нестационарного теплового
процесса в непрерывном слитке. Модель включает в себя уравнения теплопередачи
внутри стенок кристаллизатора. Модель учитывает зависимость теплофизических
параметров от температуры металла, характер теплоотдачи от слитка через стенки
кристаллизатора к охлаждающей воде, расположение опорно-приводных роликов
в зоне вторичного охлаждения (ЗВО), расположение форсунок, подающих водо-
воздушную смесь, а также зависимость теплоотдачи от режимов работы ЗВО.

2. Математическая модель температурного поля кристаллизатора.Про-
цесс рассматривается в системе координат, привязанной к конструкции МНЛЗ (рис.
1). Конвективно-кондуктивный перенос теплоты в непрерывном слитке описывается
нелинейным нестационарным уравнением в частных производных:

∂T (τ, x, y, z)
∂τ

+ v(τ)
∂T (τ, x, y, z)

∂z
=

=
1

c(T )ρ(T )

{
∂

∂x

[
λ(T )

∂T

∂x

]
+

∂

∂y

[
λ(T )

∂T

∂y

]
+

∂

∂z

[
λ(T )

∂T

∂z

]}
,

0 < x < l, 0 < y < w, 0 < z < Z,

(1)

где T (τ, x, y, z) – температура металла, v(τ) – скорость вытягивания слитка, 2l –
толщина слитка, 2w – ширина слитка, Z – высота слитка в кристаллизаторе, c(T )
– удельная теплоёмкость металла, ρ(T ) – плотность металла, λ(T ) – коэффициент
теплопроводности.

Положение границы между жидкой и твердой фазами металла (границы раздела
фаз) задаётся следующими условиями:

– условие равенства температур:

T |x=ξ− = T |x=ξ+ = Tkr, (2)
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Рис. 1. Система координат относительно рассматриваемой области. 1 – направление движения
слитка, 2 – широкая стенка кристаллизатора, 3 – узкая стенка кристаллизатора, 4 – форсунки,

подающие водо-воздушную смесь, 5 – опорно-приводные ролики.

– условие Стефана:

λ(T )
∂T

∂n̄

∣∣∣∣
ξ−
− λ(T )

∂T

∂n̄

∣∣∣∣
ξ+

= µρkr

(
v(τ) · ∂ξ

∂z
+

∂ξ

∂τ

)
, (3)

где ξ – граница раздела фаз, µ – скрытая теплота кристаллизации, Tkr – темпера-
тура кристаллизации (средняя из интервала ликвидус – солидус), n̄ – нормаль к
поверхности раздела фаз.

Задаются начальное положение границы раздела фаз:

ξ(0, y, z) = ξ0(y, z) (4)

и «граничное» условие для функции ξ:

ξ(τ, y, z)|(z=0) = ξ(y). (5)

Предполагается, что охлаждение симметрично. Следовательно, можно записать
для осевых продольных сечений слитка граничные условия, означающие равенство
нулю тепловых потоков:

λ(T )
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, λ(T )
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0. (6)

При разливке под шлаком тепловой поток от зеркала расплава считается равным
нулю:
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λ(T )
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0. (7)

Граничные условия на поверхности слитка внутри кристаллизатора формулиру-
ются с учетом наличия зазора между слитком и стенками кристаллизатора. Зазор
образуется за счет шероховатостей поверхности слитка и внутренней поверхности
кристаллизатора. Частично он заполнен шлаковым гарнисажем, частично – газо-
выми включениями. Поскольку представить величину и содержимое зазора в виде
распределенных параметров не представляется возможным, вводятся так называе-
мые эффективные (осреднённые) величина зазора и коэффициент теплопроводно-
сти. Граничные условия на поверхности слитка вдоль широкой грани имеют вид:

λ(T )
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=l

=
λg

δ

(
T |x=l+δ − T |x=l

)
+ σn

[(
T |x=l+δ

100

)4

−
(

T |x=l

100

)4
]

, (8)

где δ – эффективная толщина зазора между поверхностью слитка и стенкой кри-
сталлизатора, λg – коэффициент теплопроводности смеси шлакового гарнисажа и
воздуха в зазоре, T |x=l – температура поверхности слитка, T |x=l+δ – температура
касающейся слитка поверхности стенки кристаллизатора, σn – приведённый коэф-
фициент излучения. Аналогично формулируются условия для узкой грани слитка.

Уравнение теплопроводности в стенке кристаллизатора:

∂T (τ, x, z)
∂τ

=
1

cm(T )ρm(T )

{
∂

∂x

[
λm(T )

∂T

∂x

]
+

∂

∂z

[
λm(T )

∂T

∂z

]}
,

z0 < z < Z, l + δ < x < d.

(9)

Граничные условия для стенки кристаллизатора задаются следующим образом:
– на поверхности кристаллизатора, обращенной к воде:

λ(T )
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=d

= α1 (Tv(τ)− T |x=d) , z0 ≤ z ≤ Z, (10)

– на верхней и нижней поверхностях:

λ(T )
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=Z

= α2 (Tos.2 − T |z=Z) , l + δ ≤ x ≤ d, z = Z, (11)

− λ(T )
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=z0

= α3

(
Tos.3 − T |z=z0

)
, l + δ ≤ x ≤ d, z = z0, (12)

– теплопередача между поверхностью слитка и внутренней поверхностью стенки
кристаллизатора:
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λ(T )
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=l+δ

=
λgz

δ

(
T |x=l+δ − T |x=l

)
+ σn

[(
T |x=l+δ

100

)4

−
(

T |x=l

100

)4
]

,

0 ≤ z ≤ Z, x = l + δ,

(13)

– на внутренней поверхности стенки кристаллизатора над уровнем расплава:

−λ(T )
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=l+δ

= α4 (Tos.1 − T |x=d) + Cn

[(
Tos.1

100

)4

−
(

T |x=d

100

)4
]

,

z0 ≤ z ≤ 0, x = l + δ,

(14)

где d − (l + δ) – толщина стенки кристаллизатора, z0 – высота стенки кристалли-
затора над уровнем расплава, α1 – коэффициент теплоотдачи от стенки кристал-
лизатора к охлаждающей воде, Tv(τ, z) – температура охлаждающей воды в канале
кристаллизатора, α2,3,4 – коэффициент теплоотдачи от стенки кристаллизатора в
окружающую среду, Tos.2,3,4 – температура окружающей среды, Cn – приведенный
коэффициент излучения.

Балансовое уравнение описывает распределение температуры охлаждающей во-
ды в канале кристаллизатора:

c · S · vv
∂Tv(τ, z)

∂z
= PIα1 (Tv(τ, z)− T |x=d)− PEαE (Tv(τ, z)− TE) , (15)

где c – объемная теплоемкость воды, S – площадь сечения канала кристаллизатора,
vv – скорость движения воды в канале, PI – периметр внутренней стенки канала,
PE – периметр внешней стенки канала, αE – коэффициент теплопередачи между
охлаждающей водой и внешней стенкой кристаллизатора, TE – температура внешней
стенки кристаллизатора.

Известно значение температуры на входе в канал кристаллизатора в любой мо-
мент времени:

Tv(0, Z) = Tv1(τ) (16)

и распределение температуры в канале кристаллизатора в начальный момент вре-
мени:

Tv(0, z) = Tv0(z). (17)

Из кристаллизатора затвердевшая по периметру заготовка вытягивается в зо-
ну вторичного охлаждения (ЗВО), где продолжается интенсивный отбор тепла до
окончательного затвердевания. В ЗВО слиток поддерживается опорно-приводными
роликами, которые изнутри охлаждаются водой, и в местах контакта с поверхностью
слитка отбирают на себя часть тепла:
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λ(T )
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=l

= αr(z) (T |r − T |x=l) + Cr

(
T 4

r − (T |x=l)
4
)
, (18)

где αr(z) – коэффициент конвективной теплоотдачи от поверхности слитка к ролику,
To.c. – температура поверхности ролика, Cr – приведённый коэффициент лучиcтого
теплообмена между поверхностью слитка и роликом.

В промежутках между роликами установлены форсунки, распыляющие на по-
верхность слитка водо-воздушную смесь. Форсуночное охлаждение является основ-
ным инструментом отбора тепла от непрерывного слитка, а его режимы существен-
ным образом влияют на качество производимого металла.

Теплоотдача по широкой грани под воздействием принудительного охлаждения
водо-воздушной смесью формулируется в виде граничных условий третьего рода:

λ(T )
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=l

= α(~t,~k, ~G, ~p) · (To.c. − T |x=l) + Cn

(
T 4

o.c. − (T |x=l)
4
)
, (19)

где α – коэффициент конвективной теплоотдачи, ~t – вектор, определяющий типы
форсунок, ~k – координаты форсунок, ~G – расходы охлаждающей воды, ~p – давле-
ние воздуха, To.c. – температура окружающей среды, l – полутолщина слитка, Cn

– приведённый коэффициент излучения. Аналогично задаются граничные условия
для узкой грани. Форсунки вдоль узкой грани (рис. 1) устанавливаются на уров-
нях, близких к кристаллизатору. На участках, не накрываемых факелом форсунки,
коэффициент конвективной теплоотдачи считается равным константе. Аналогично
записываются условия теплооотдачи по узкой грани слитка.

3. Конечно-разностная аппроксимация поставленной задачи. Конечно-
разностная аппроксимация и алгоритм нахождения неизвестной границы аналогич-
ны представленным в [9, 10] для двумерной модели. Отличие состоит в том, что
уравнение (1) трехмерной модели содержит дополнительное слагаемое и в недивер-
гентной форме имеет вид

∂T (τ, x, y, z)
∂τ

+ v(τ)
∂T (τ, x, y, z)

∂z
=

1
c(T )ρ(T )

{
λ(T )

∂2T

∂x2
+

+
∂λ

∂x
· ∂T

∂x
+ λ(T )

∂2T

∂y2
+

∂λ

∂y
· ∂T

∂y
+ λ(T )

∂2T

∂z2
+

∂λ

∂z
· ∂T

∂z

}
.

(20)

Этому уравнению соответствует конечно-разностный аналог:
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Tk+1,i,j,p − Tk,i,j,p

∆τ
+ vk

Tk,i,j,p − Tk,i,j,p−1

∆z
=

1
c(Tk,i,j,p)ρ(Tk,i,j,p)

×

×
{

λ(Tk,i,j,p)
Tk,i−1,j,p − 2Tk,i,j,p + Tk,i+1,j,p

(∆x)2
+

Tk,i,j,p − Tk,i−1,j,p

(∆x)2
+

+λ(Tk,i,j,p)
Tk,i,j−1,p − 2Tk,i,j,p + Tk,i,j+1,p

(∆y)2
+

Tk,i,j,p − Tk,i,j−1,p

(∆y)2
+

+λ(Tk,i,j,p)
Tk,i,j,p−1 − 2Tk,i,j,p + Tk,i,j,p+1

(∆z)2
+

Tk,i,j,p − Tk,i,j,p−1

(∆z)2

}
,

(21)

где i, j, p – номера точек разностной сетки по пространственным координатам x, y, z
(соответственно), k – номера точек разностной схемы по времени.

Отсюда следует условие устойчивости для выбранной явной схемы:

∆τ ≤ (∆x)2(∆y)2(∆z)2 · cmin · ρmin

vmax · cmax · ρmax · (∆x)2(∆y)2∆z + 2λmax ·B ,

где ∆x,∆y, ∆z – шаги разностной сетки по пространственным координатам x, y, z
(соответственно), vmax, cmax(cmin), ρmax(ρmin), λmax – максимальные (или минималь-
ные) из заданых в условиях задачи значения скорости вытягивания непрерывно-
литой заготовки, теплоёмкости, плотности и теплопроводности разливаемой марки
стали, B = (∆y)2(∆z)2 + (∆x)2(∆z)2 + (∆x)2(∆y)2.

4. Результаты расчетов. Для расчетов было разработано программное обес-
печение, которое позволяет производить оценку температурного состояния слитка.
Результаты дают представление о распределении температур и толщине твердой ко-
рочки в различных сечениях заготовки. Температура и положение границы раздела
фаз отображаются в виде цветовых диаграмм (рис. 2) и различных графиков.

Рис. 2. Температура слитка и стенок кристаллизатора и положение границы раздела фаз в попе-
речном сечении.

На рис. 3 представлена температура поверхности слитка внутри кристаллизато-
ра. Результаты моделирования показывают, что при заданной конструкции кристал-

106



3-D модель температурного поля непрерывного слитка

лизатора температура в углах слитка снижается существенно быстрее, чем на всей
остальной поверхности слитка, что полностью соответствует данным, полученным
в промышленных условиях. Таким образом, данная математическая модель может
быть использована для проектирования кристаллизаторов и ЗВО.

Рис. 3. Температура поверхности широкой грани слитка внутри кристаллизатора.

График распределения температуры поверхности слитка по широкой грани в
зоне вторичного охлаждения (ЗВО) представлен на рис. 4. Температура в месте кон-
такта слитка с опорно-приводными роликами снижается практически равномерно
вдоль всей линии касания ролика. В зоне подбоя (первые два уровня форсунок) про-
изводится наиболее интенсивное охлаждение с целью недопущения разрыва твёрдой
корочки слитка. Поэтому здесь можно видеть снижение температуры и в углах
слитка, где, вообще говоря, это нежелательно. Третий уровень форсунок допускает
возможность их оптимальной расстановки по ширине. Таким образом, в этой зоне
возможно избежать дополнительно чрезмерного охлаждения углов слитка, что и
показано на рис. 4.

5. Выводы. Представленная трехмерная математическая модель нестационар-
ного температурного поля непрерывнолитой заготовки и стенок кристаллизатора
позволяет производить оценку температурного состояния слитка в различные мо-
менты времени для заданных конструкции кристаллизатора и ЗВО, марки разли-
ваемой стали, скоростей вытягивания слитка и режимов охлаждения. Модель и со-
ответствующее разработанное программное обеспечение могут быть использованы
для проектирования кострукций машин непрерывного литья заготовок (МНЛЗ), для
имитационного моделирования на этапе синтеза систем автоматического управления

107



А.А. Иванова

Рис. 4. Температура поверхности широкой грани слитка в ЗВО.

(САУ), а также в процессе функционирования САУ МНЛЗ.
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РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ БОРСУКА ДЛЯ НЕКОТОРЫХ
МНОЖЕСТВ С НЕРЕГУЛЯРНОЙ ГРАНИЦЕЙ

Рассматривается задача о разбиении фигур на части меньшего диаметра в многомерных простран-
ствах. Существенно расширен класс множеств, для которых имеет место гипотеза К. Борсука.
Ключевые слова: выпуклое множество, фигура постоянной ширины, опорная функция, диа-
метр, разбиение множеств на части меньшего диаметра.

1. Введение. Пусть | · | – евклидова норма в Rn . Для непустого множества
M ⊂ Rn величина diamM = sup

x,y∈M
|x− y| называется диаметром M .

Толчком в развитии проблематики разбиения фигур на меньшие части можно,
по-видимому, считать беседу, состоявшуюся в 1914г., между Анри Лебегом и венгер-
ским математиком Палом, в ходе которой Лебег сформулировал известную задачу о
нахождении универсальной покрышки наименьшей площади [1]. Затем в 1920г. Пал
опубликовал свои результаты разработки данной задачи. Среди них была лемма:

Лемма 1.1. Всякая плоская фигура диаметра d может быть заключена в пра-
вильный шестиугольник, у которого расстояние между параллельными сторонами
равно d.

После этого польский математик Кароль Борсук заметил, что такой правильный
шестиугольник можно разбить на 3 части, каждая из которых имеет диаметр мень-
ший d. Кроме этого, в 1932г. Борсук доказал, что n-мерный шар нельзя разбить на n
частей, обладающих таким же свойством. Видимо именно эти два факта привели к
тому, что в 1933г. К. Борсук выдвинул гипотезу о том, что всякое множество G ⊂ Rn

можно разбить на n + 1 часть, диаметра меньшего diamG [2, гл. 1, § 3].
С этого момента проблема Борсука заняла место одной из центральных задач

комбинаторной геометрии. Постепенно появилась целая плеяда родственных задач,
среди которых, и известная проблема освещения, и проблема покрытия гомотетиче-
скими телами, решение которых во многом связано с проблемой Борсука. Ею зани-
мались такие известные математики как Хадвигер, Болтянский, Данцер и многие
другие.

Процесс выхода из плоскости дался довольно тяжело. Только в 1955г. Эглстон
подтвердил данную гипотезу в R3, затем спустя два года этот результат повторили
одновременно Грюнбаум и Хеппеш [3, гл. 5, § 23]. Однако, предложенные ими методы
не давали возможности решить ее в пространствах большей размерности.

Тем не менее, справедливость гипотезы никто не подвергал сомнению, считалось,
что подтверждение ее для произвольных размерностей это лишь вопрос времени.
Так продолжалось вплоть до 1993г., когда Джефф Канн и Гил Калаи построили
первый контрпример к гипотезе [4]. Они показали, что в размерности 2014 суще-
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ствует тело, для которого предположение Борсука не верно. К настоящему моменту
русским математиком Райгородским показано, что такие контрпримеры существуют
во всех размерностях больших 135 [5, гл. 4, п. 4.3].

Таким образом, на первый план выходит вопрос описания множеств, для кото-
рых данное разбиение все-таки имеет место. Первым результатом в этом направле-
нии является теорема, полученная Г. Хадвигером в 1946г. [6].

Теорема 1.1. Каждое выпуклое ограниченное тело из Rn, имеющее гладкую
границу, можно разбить на n + 1 часть меньшего диаметра.

Из этого утверждения видно, что наибольшую трудность, в плане разбиения на
части меньшего диаметра, создают именно нерегулярные точки на границе множе-
ства.

В 1952г. Андерсон и Кли получили ограничения на множества с негладкой гра-
ницей [7]. Они показали, что если каждая точка нерегулярности удовлетворяет опре-
деленным, достаточно сильным условиям, то такое множество действительно можно
разбить на n + 1 часть меньшего диаметра. А в 1960г. В.Г. Болтянский выявил за-
висимость положительного решения проблемы Борсука от количества особых точек
границы данного множества [8]. Он показал, что в случае, когда таких точек не
более n, то для множества из Rn гипотеза имеет место. На данный момент эти два
результата являются наиболее сильными.

В данной работе получены усиления результатов В.Г. Болтянского [8] и Андерсо-
на, Кли [7]. Показано, что гипотеза Борсука имеет место для всех фигур постоянной
ширины из Rn, у которых множество точек нерегулярности удовлетворяет опреде-
ленным ограничениям.

Наличие следующего утверждения в теории выпуклых множеств указывает на
достаточность рассмотрения гипотезы Борсука только для класса замкнутых фигур
постоянной ширины [3, теорема 24.1].

Теорема 1.2. Пусть G̃ ⊂ Rn – ограниченное множество, тогда ∃G ⊂ Rn -
фигура постоянной ширины равной diamG̃ такая, что G̃ ⊆ G.

2. Формулировка основного результата. Определим функцию χ : G →
Z+ ∪ {∞}, где Z+ – множество неотрицательных целых чисел, G – фигура посто-
янной ширины, следующим образом. Для x ∈ G положим χ(x) равной количеству
диаметров фигуры G, проходящих через точку x. Если множество таких диаметров
бесконечно, будем обозначать χ(x) = ∞. Введем также функцию ς : Sn−1 → ∂G, где
Sn−1 – сфера в Rn радиуса 1, G – фигура постоянной ширины, следующим образом.
Для θ ∈ Sn−1 положим

ς(θ) = x, где x, y ∈ ∂G, |x− y| = diamG и x− y = θdiamG, (1)

т.е. x, y – диаметральные точки G в направлении θ.
Главным результатом данной работы является
Теорема 2.1. Пусть G ⊂ Rn – фигура постоянной ширины, EP = {x|x ∈ ∂G :

χ(x) = ∞}, L – множество всех компонент связности множества Θ = {θ|ς(θ) ∈
EP}. Пусть также выполняются следующие условия:
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(i) для любого U ∈ L

sup
α,β∈U

|α− β| <
√

2− σ

при некотором σ > 0, не зависящем от U ;

(ii) если U, V ∈ L и U\Ṽ 6= Ø, и Ṽ \U 6= Ø, где Ṽ = {−β|β ∈ V }, то int(Ṽ )∩U = ∅.

Тогда существуют Y0, Y1, ..., Yn ⊂ G такие, что diamYi < diamG, i = 0, n и ∪n
i=0Yi =

G.
Заметим, что несмотря на поставленное в условии теоремы 2.1, на первый взгляд,

сильное ограничение класса исходных множеств классом фигур постоянной шири-
ны, фактически это ограничение несущественно. Этот факт отражен в следствии
2.1.

Следствие 2.1. Пусть G̃ ⊂ Rn – ограниченное множество. Тогда, если фигура
постоянной ширины G удовлетворяет условиям теорем 1.2 и 2.1, то G̃ можно
покрыть n + 1 фигурой с диаметрами строго меньшими diamG̃.

Тем не менее данное условие значительно усложняет применение теоремы 2.1 на
практике, так как требует построения мажорирующей фигуры постоянной ширины
для каждого множества из Rn. Однако из теоремы Г. Хадвигера 1946г.[6] видно, что в
смысле проблемы Борсука особое значение имеют точки нерегулярности на границе
исходного множества G, т.е. в терминах теоремы 2.1 множество EP . Таким образом,
разбить G на n+1 часть меньшего диаметра означает покрыть EP n+1 множеством
с диаметрами меньшими diamG. Эти соображения позволяют очевидным образом
обобщить теорему 2.1 на класс произвольных (вообще говоря, необязательно даже
выпуклых) множеств из Rn.

Следствие 2.2. Пусть G ⊂ Rn – фигура постоянной ширины, EP = {x|x ∈
∂G : χ(x) = ∞}. Тогда если всякая точка из EP является изолированной, то
существуют Y0, Y1, ..., Yn ⊂ G такие, что diamYi < diamG, i = 0, n и ∪n

i=0Yi = G.
3. Вспомогательные утверждения. Прежде всего введем используемые да-

лее обозначения. Для a, b ∈ Rn символ (a, b) обозначает скалярное произведение
векторов a и b. Пусть F – множество из Rn, тогда его замыкание, множество его
внутренних точек и его границу будем обозначать cl(F ), int(F ) и ∂F , соответствен-
но. Отметим, что для любого ограниченного множества F ⊂ Rn

diamF = diamcl(F ) = max
x,y∈∂F

|x− y|,

таким образом, в дальнейшем будем работать с классом замкнутых множеств.
Далее в этом разделе мы рассмотрим некоторые вспомогательные результаты.
Для последующего использования нам понадобится следующее утверждение [3, гл.

5, § 23].
Лемма 3.1. Пусть F ⊂ Rn – фигура постоянной ширины, тогда для всех x ∈

∂F существует y ∈ ∂F такой, что |x− y| = diamF .
Следующая теорема доказана К. Борсуком в 1932г. [9]
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Теорема 3.1. Пусть B1 ⊂ Rn – шар радиуса 1, тогда существуют X0, X1, ..., Xn

– замкнутые множества, такие, что
n⋃

i=0
Xi ⊇ B1 и diamXi < 2, i = 0, n.

Пусть F – фигура постоянной ширины 1. Рассмотрим основные свойства функ-
ции ς(θ) : Sn−1 → ∂F , введенной в (1).

Свойство 1. Для любого θ ∈ Sn−1 существует единственное x ∈ ∂F такое, что
ς(θ) = x.

Доказательство. Из определения фигур постоянной ширины следует, что для
любого θ ∈ Sn−1 существуют x, y ∈ ∂F такие, что |x− y| = 1 и x− y = θ.

Допустим, что ∃x1 ∈ ∂F : ς(θ) = x1 6= x. Тогда из (2.1) следует, что ∃y1 ∈
∂F : x1 − y1 = θ, откуда получаем y1 6= y. Так как x1 6= x, то |x − x1| = δ > 0,
значит |y − y1| = δ. Тогда, учитывая равенства |x − y| = 1 и |x1 − y1| = 1, из
неравенства треугольника имеем |x − y1| > |x − y| = 1. Получили противоречие,
поскольку diamF = 1. ¤

Свойство 2. Для любого x ∈ ∂F существует θ ∈ Sn−1 такое, что ς(θ) = x.
Доказательство. По Лемме 3.1 ∀x ∈ ∂F∃y ∈ ∂F : |x−y| = 1, тогда (x−y) ∈ Sn−1

и из (2.1) находим ς(x− y) = x. Теперь достаточно положить θ = x− y. ¤
Свойство 3. ς – непрерывна на Sn−1.
Доказательство этого утверждения непосредственно следует из непрерывности

изменения диаметральных точек при выборе опорных плоскостей в фигурах постоян-
ной ширины [3, гл. 5, § 23].

Свойство 4. Пусть M – компакт из Sn−1, тогда ς(M) – компакт из ∂F .
Это утверждение является очевидным следствием непрерывности отображения

ς.
Введем также функцию χ∗ : Sn−1 → Z+ ∪ {∞} такую, что

χ∗(θ) def= χ(ς(θ)), (2)

где функция χ : F → Z+ ∪ {∞} введена в пункте 2.
Лемма 3.2. Пусть F ⊂ Rn – фигура постоянной ширины 1, тогда для всех

x ∈ F выполняется неравенство χ(x) ≥ 1.
Доказательство. Введем опорную функцию [10, гл. 3, § 13] δ∗ : F → R1 такую,

что δ∗(x) = sup
y∈F

|x−y|. Тогда для любого x ∈ F существует µ ≤ 1 такое, что δ∗(x) = µ.

Таким образом, существует z ∈ ∂F , для которого выполняется равенство |z−x| = µ.
Рассмотрим n-мерный шар Bµ(x) = {y||y − x| ≤ µ}. Так как δ∗(x) = µ, то

F ⊆ Bµ(x). Проведем касательную (n− 1)-мерную гиперплоскость X к Bµ(x) через
точку z, тогда (z − x) является нормальным вектором к X.

Так как X ∩ F = z, то X – опорная гиперплоскость к множеству F [3, гл. 5, §
23]. Значит, ∃w ∈ F : |z − w| = 1 и (z − w) – нормальный вектор к X, тогда точка x
принадлежит прямой, проходящей через точки z, w. Лемма доказана. ¤

Определение 3.1. Пусть θ1, θ2 ∈ Sn−1, будем называть дугой ˘θ1θ2 – криволиней-
ный отрезок наименьшей длины, соединяющий точки θ1, θ2 по Sn−1.
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Лемма 3.3. Пусть θ1, θ2 ∈ Sn−1 такие, что ς(θ1) = ς(θ2), тогда для любого
θ ∈ ˘θ1θ2 выполняется ς(θ) = ς(θ1).

Доказательство леммы следует из непрерывности функции ς.
Следствие 3.1. Пусть F ⊂ Rn – фигура постоянной ширины 1, тогда для

любого x ∈ ∂F , либо χ(x) = 1, либо χ(x) = ∞. Доказательство непосредственно
следует из Лемм 3.2, 3.3

Определение 3.2. Пусть F ⊂ Rn – фигура постоянной ширины 1, а χ : F → Z+

– функция, заданная в пункте 2. Будем называть множество EP
def= {x|x ∈ ∂F :

χ(x) = ∞} множеством особых точек фигуры F

Лемма 3.4. Пусть F ⊂ Rn – фигура постоянной ширины 1, EP – множе-
ство особых точек F , L – множество всех компонент связности множества
Θ = {θ|ς(θ) ∈ EP}. Тогда для любых θ1 ∈ U, θ2 ∈ V , где U, V ∈ L(U 6= V ), су-
ществует θ ∈ ˘θ1θ2 такое, что χ∗(θ) = 1.

Доказательство. Допустим, существуют такие θ1 ∈ U, θ2 ∈ V , где U, V ∈ L(U 6=
V ), что для всех θ ∈ ˘θ1θ2 имеет место χ∗(θ) 6= 1, тогда из следствия 3.1 получаем
χ∗(θ) = ∞. Из определения множеств U, V получаем ˘θ1θ2 ⊂ U и ˘θ1θ2 ⊂ V . Получили
противоречие с тем, что U 6= V . Лемма доказана. ¤

Лемма 3.5. Пусть F ⊂ Rn – фигура постоянной ширины 1, ς : Sn−1 → ∂F
и χ∗ : Sn−1 → Z+ – функции, заданные в (1) и (2). Пусть также X ⊂ Sn−1 –
компактное множество, такое, что diamX < 2 и для любого α ∈ ∂X выполняется
χ∗(α) = 1. Тогда diamς(X) < 1, где ς(X) = {x|x = ς(α), α ∈ X}.

Доказательство. Предположим, что diamς(X) = 1, тогда существуют x, y ∈
ς(X) : |x−y| = 1. Из определения множества ς(X) получаем, что ∃θ, β ∈ X : ς(θ) = x
и ς(β) = y.

Если χ∗(θ) = χ∗(β) = 1, то из (1) следует, что x − y = θ и y − x = β. Значит,
θ = −β, тогда |θ − β| = |θ − (−θ)| = 2. Это противоречит условию diamX < 2.

Если χ∗(θ) = ∞, χ∗(β) = 1, положим M = {α|ς(α) = x}. Из леммы 3.3 заклю-
чаем, что M – связное, а так как X – замкнутое выпуклое и для любого α ∈ ∂X
выполняется χ∗(α) = 1, то M ⊂ X. Так как y − x = β ⇔ x − y = (−β), то из (1)
(−β) ∈ M ⇒ (−β) ∈ X ⇒ |β − (−β)| = 2, получили противоречие с diamX < 2.

Аналогично в случае χ∗(θ) = χ∗(β) = ∞.
Лемма доказана. ¤
4. Дополнительные построения. В этом разделе мы построим систему под-

множеств (n − 1)-мерной сферы, образы которых при действии функции ς имеют
диаметры, строго меньшие диаметра исходного множества.

Пусть F ⊂ Rn – множество, удовлетворяющее условиям теоремы 2.1, EP –
множество особых точек F , L – множество всех компонент связности множества
Θ = {θ|ς(θ) ∈ EP}. Обозначим σ =

√
2− sup

U∈L
sup

α,β∈U
|α−β|, тогда из условий теоремы

2.1 σ > 0. Пусть также для любого множества V : Ṽ = {−β|β ∈ V }.
Введем дополнительное множество L′ такое,что U ∈ L′ тогда и только тогда,

когда U ∈ L и для всех V ∈ L выполняется Ũ * V . Таким образом, учитывая
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условия теоремы 2.1, для всех U, V ∈ L′ верно равенство U ∩ int(Ṽ ) = Ø.
Построим вспомогательные множества K(U) =

⋃
α∈cl(U)

(Bν(α))∩Sn−1, где Bν(x) =

{y||y − x| ≤ ν},а ν = inf
α∈U

{σ
4 , 1

2 inf
β∈V :V 6=U

|α − β|}, тогда Θ ⊆ ⋃
U∈L\L′

K(U)
⋃

U∈L′
U и для

всех U ∈ L\L′ верно неравенство diamK(U) ≤ √
2− σ

2 , так как diamU ≤ √
2− σ.

Построение множеств X(θ, F ), X(θ, F, ε). Пусть θ ∈ Sn−1. Построим мно-
жество X(θ, F ) ⊂ Sn−1.

Проведем (n−1) мерную гиперплоскость X такую, что θ – нормаль к X и 0 ∈ X
(где точка 0 – центр Sn−1).Пусть M = {α|α ∈ Sn−1 ∩ X, χ∗(α) = ∞}, M∗ = {U ∈
ÃL′| существует α ∈ M ∩ U}.

Рассмотрим семейства множеств {U ′}U∈M∗ и {U∗}U∈M∗ , где U ′ =
⋃

V ∈L:V⊂Ũ

˜K(V )∪

U , а U∗ =
⋃

V ∈L:V⊂Ũ

K(V ) ∪ Ũ . По лемме 3.4 inf
α∈U ′,β∈V ′

|α − β| > 0 (где U ′ 6= V ′),

а из следствия 3.1 для всякого α ∈ int[
⋃

β∈∂U∗
Bν/2(β) ∩ U∗] выполняется равенство

χ∗(α) = 1.
Пусть X∗(θ, F ) = [Sn−1 ∩ {α|(α, θ) ≥ 0}] ⋃

U∈M∗
U∗\[ ⋃

U∈M∗
U ′]. Положим теперь

X(θ, F ) = cl(X∗(θ, F )).
Замечание 4.1.Из построения видно, что если α ∈ ∂X(θ, F ), то (−α) ∈ ∂X(θ, F ).
Далее пусть

ε = inf
α∈∂X(θ,F )

{ 1
n + 1

,
σ

8
,
1
4

inf
β∈intX(θ,F ):χ∗(β)=∞

|α− β|}.

Так как F удовлетворяет условиям теоремы 2.1, то из леммы 3.4 и построения се-
мейства {U ′}U∈M∗ следует, что ε > 0.

Пусть теперь
X(θ, F, ε) = cl(Sn−1\X∗(θ, F, ε)),

где X∗(θ, F, ε) =
⋃

x∈cl(Sn−1\X(θ,F ))

Bε(x) ∩ Sn−1, а Bε(x) = {y||y − x| ≤ ε}.

Лемма 4.1. Пусть X(θ, F, ε) – множество, построенное выше, тогда
diamX(θ, F, ε) < 2 = diamSn−1 и для всякого α ∈ ∂X(θ, F, ε) выполняется равен-
ство χ∗(α) = 1.

Доказательство. Из построения множества X(θ, F ) видно, что все диаметраль-
ные точки множества X(θ, F ) ∩ Sn−1 принадлежат ∂X(θ, F ), где diamX(θ, F ) ≤
diamSn−1 = 2. Однако ∂X(θ, F )∩X(θ, F, 1

2ε) = ∅, значит diamX(θ, F, ε) < diamX(θ, F ).
Из построения множества X(θ, F, ε) видно, что число ε выбирается так, что если

α ∈ int(X(θ, F, 2ε)\X(θ, F, ε)), то ς(α) /∈ EP фигуры F . Таким образом, χ(α) 6= ∞
для всех α ∈ ∂X(θ, F, ε). Тогда из следствия 3.1 непосредственно получаем требуе-
мое утверждение. ¤

Замечание 4.2. В подпункте 4.1 построено множество X(θ, F, ε), следующим об-
разом. Из границы полусферы исключены компоненты связности, являющиеся эле-

115



А.Ю. Иванов

ментами множества L, взамен добавлены их антиподальные точки. Затем произве-
ден такой отступ от границы полученного множества, что на границе нового мно-
жества нет элементов множества Θ. Кроме того, diamX(θ, F, ε) < 2 = diamSn−1.

Построение системы векторов {θi}n
i=1.Пусть θ1 ∈ Sn−1, тогда X(θ1, F ), X(θ1, F, ε1)

– множества из пункта 4.1.
Находим θ2 ∈ Sn−1 такое, что θ2 ∈ ∂X(θ1, F ) и (θ1, θ2) = max

α∈∂X(θ1,F )
(α, θ1). Из

условий на EP фигуры F , леммы 3.3, и условия (i) из теоремы 2.1, следует, что
(θ1, θ2) ≤ 1−A(σ),(где A(σ) > 0) а из условий выбора θ2 получаем (θ1, θ2) ≥ 0. Снова
производим операцию построения множеств X(θ2, F ), X(θ2, F, ε2) согласно пункту
4.1.

Затем производим эту операцию до момента нахождения θn−1.
Выпишем i-ую операцию.

Находим θi ∈ Sn−1 такое, что θi ∈ ∂X(θi−1, F )∩ (
i−2⋂
j=1

(X(θj , F, εj)\X(θj , F, 1
2εj))) =

Ti−1 и (θi, θi−1) = max
α∈Ti−1

(α, θi−1). Строим множества X(θi, F ), X(θi, F, εi) согласно

пункту 4.1.
Построим множества X(θn, F ), X(θn, F, εn). Пусть $ ∈ Sn−1 такое, что $ ∈

∂X(θn−1, F ) ∩ (
n−2⋂
j=1

(X(θj , F, εj)\X(θj , F, 1
2εj))) = Tn−1 и ($, θn−1) = max

α∈Tn−1

(α, θn−1).

Строим множества X($, F ), X($, F, ε$) согласно пункту 4.1. Тогда, если для всех

U ∈ L верно равенство
n−1⋂
i=1

X(θi, F ) ∩ X($, F ) ∩ U = ∅, то θn = $, а X(θn, F ) =

X($, F ), X(θn, F, εn) = X($, F, ε$). Если же существует U ∈ L (очевидно един-

ственное) такое, что
n−1⋂
i=1

X(θi, F )∩X($,F )∩U 6= ∅, то θn ∈ Sn−1 выбираем так, что

(θn, θn−1) = min
α∈V :V ∈L,$∈V

(α, θn−1), множества X(θn, F ), X(θn, F, εn) также строятся

согласно пункту 4.1.

Таким образом,для всех U ∈ L выполняется равенство
n⋂

i=1
X(θi, F ) ∩ U = ∅.

Лемма 4.2. Пусть {θi}n
i=1 – система векторов, построенная выше, тогда {θi}n

i=1

– линейно независимые векторы.
Доказательство данного утверждения очевидным образом следует из построения

системы векторов {θi}n
i=1.

Лемма 4.3. Пусть X0 = cl(Sn−1\[
n⋃

i=1
X(θi, F, εi)]), тогда diamX0 < 2 и для

любого α ∈ ∂X0 выполняется равенство χ∗(α) = 1.

Доказательство. Предположим, что существует α ∈ ∂X0 такое, что χ∗(α) =
∞. Тогда, так как X0, X(θi, F, εi) – замкнутые множества, то из определения X0

получаем, что существует i ∈ {1, ..., n} такое, что α ∈ ∂X(θi, F, εi). Из леммы 4.1
получили противоречие.

Допустим, что diamX0 = 2, тогда так как X0 – замкнутое множество, то сущест-
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вуют α, (−α) ∈ X0. Значит α, (−α) /∈ int(X(θi, F, εi)) для каждого i ∈ {1, ..., n}.
Из леммы 4.2 {θi}n

i=1 – линейно независимые векторы. Тогда существуют λi ∈ R1

такие, что α =
n∑

i=1
λiθi. Так как α, (−α) /∈ int(X(θi, F, εi)) для всякого i ∈ {1, ..., n} и

учитывая, что
n⋂

i=1
X(θi, F ) ∩ U = ∅ для всех U ∈ L, то λi ≤ εi. Далее имеем (−α) =

−
n∑

i=1
λiθi =

n∑
i=1

λ∗i θi, где λ∗i = −λi, тогда λ∗i ≥ −εi. Таким образом, −εi ≤ λ∗i ≤ εi.Так

как (−α) ∈ Sn−1, то

| − α|2 = 1 = (−α,−α) ≤ n2( max
1≤i≤n

εi)2 ≤ {из условий выбора εi} ≤ n2

(n + 1)2
< 1.

Получили противоречие – и лемма доказана. ¤
5. Доказательство основного результата.
Доказательство теоремы 2.1. Не теряя общности, будем считать, что диаметр

рассматриваемого множества G ⊂ Rn равен единице.
Так как фигура G удовлетворяет условиям теоремы 2.1, то можно построить

множества X0, X(θi, G, εi), i = 1, n аналогично пункту 4.2. Тогда из леммы 4.1 имеем
diamX(θi, G, εi) < 2, i = 1, n, а из леммы 4.3 diamX0 < 2.

Пусть K0 = {x|x = ς(α), где α ∈ X0}, Ki = {x|x = ς(α), где α ∈ X(θi, G, εi)}, i =
1, n, где ς функция, заданная в (1). По лемме 3.5 diamKi < 1, i = 0, n.

Покажем, что
n⋃

i=0
Ki ⊇ ∂G. Допустим, это не так, тогда существует x ∈ ∂G

такое, что для всякого i = 0, n выполняется x /∈ Ki. Из свойства 2 функции ς имеем

ς(θ) = x для каждого θ ∈ Sn−1. Так как
n⋃

i=1
X(θi, G, εi)∪X0 = Sn−1, то θ принадлежит

одному из множеств X0, X(θi, G, εi), i = 1, n. Значит существует i ∈ {1, ..., n} такое,
что θ ∈ Ki. Получили противоречие.

Введем опорную функцию [10, гл. 3, § 13] δ∗ : G → R1 такую, что δ∗(x) =
sup
y∈G

|x− y|.
Пусть x0 ∈ G : δ∗(x0) = inf

x∈G
δ∗(x).

Построим множества Yi следующим образом. Для всякого x ∈ Yi существует
z ∈ Ki, которому соответствует 0 < λ < 1 такое, что x = λx0 + (1− λ)z, i = 0, n. Так

как G – выпуклое множество, то Yi – замкнутое множество и
n⋃

i=0
Yi ⊇ G.

Для любого x ∈ Yi\Ki и всякого y ∈ Yi выполняется неравенство |x− y| < 1, так
как из x ∈ G\∂G, y ∈ G следует, что |x− y| < diamG = 1, а Yi\Ki ⊆ G\∂G и Yi ⊂ G
для i = 0, n.

Для любого x ∈ Ki и всякого y ∈ Yi\Ki, согласно предыдущему утверждению,
выполняется неравенство |x − y| < 1. Тогда, учитывая, что diamKi < 1, имеем
diamYi < 1, i = 0, n.

Таким образом, G ⊆
n⋃

i=0
Yi, где diamYi < 1 для i = 0, n, что и требовалось. ¤
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Доказательство следствия 2.1. Так как G̃ ⊆ G, а из теоремы 2.1 ∪n
i=0Yi ⊇ G,

где diamYi < diamG = diamG̃, i = 0, n, то получаем искомый результат. ¤

Доказательство следствия 2.2. Если G – фигура постоянной ширины та-
кая, что множество особых точек EP состоит из изолированных точек. Пусть Θ =
{θ|ς(θ) ∈ EP}, тогда для всякой компоненты связности U множества Θ существует
единственный элемент x ∈ EP такой, что для всякого α ∈ U выполняется равенство
ς(α) = x.

Предположим, что существуют α, β ∈ U такие, что |α − β| > 1, тогда из (1)
x− y1 = α, x− y2 = β, значит y1 = x− α, y2 = x− β, тогда y1 − y2 = β − α, следова-
тельно |y1−y2| = |α−β| > 1 = diamG, но y1, y2 ∈ G, получили противоречие. Таким
образом, для всякой компоненты связности U множества Θ выполняется неравен-
ство sup

α,β∈U
|α−β| ≤ 1 <

√
2, значит множество G удовлетворяет условию (i) теоремы

2.1.

Покажем, что если U ∈ L, то для любого α ∈ int(U) выполняется равенство
χ∗(−α) = 1.

Пусть существует α ∈ int(U) такое, что χ∗(−α) 6= 1. Тогда из следствия 3.1
получаем χ∗(−α) = ∞. Пусть min

η∈∂U
|α − η| = δ. По лемме 3.3 существует β 6= −α ∈

Sn−1 ∩ Bδ/2(−α) такое, что ς(β) = ς(−α) = y, значит (−β) ∈ U . Из определения
функции ς получаем y − x = β, y − x = −α ⇒ β = −α. Таким образом, получили
противоречие.

Но это и означает, что для всех U, V ∈ L имеет место равенство int(Ṽ ) ∩ U = ∅.
Таким образом, G удовлетворяет условию (ii) теоремы 2.1. Утверждение доказано.
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A.Yu. Ivanov
Solution of the Borsuk’s conjecture for some sets with irregular boundary.

Considers the problem of decomposition of shapes into parts of smaller diameter in multidimensional
spaces.Essentially extended the class of sets for which there is a conjecture of Borsuk

Keywords: convex set, a constant width’s figure, the support function, splitting sets into parts of smaller
diameter.

О.Ю. Iванов
Розв’язок проблеми Борсука для деяких множин з нерегулярною межею.

Розглядається задача про розбиття фiгур на частини меншого дiаметра в багатовимiрних просто-
рах. Суттєво розширено клас множин, для яких має мiсце гiпотеза К. Борсука
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тя множин на частини меншого дiаметра.
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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ БЕЛЬТРАМИ

В работе установлен ряд критериев существования регулярных решений задачи Дирихле для вы-
рожденных уравнений Бельтрами в произвольных жордановых областях. Соответствующие крите-
рии существования псевдорегулярных и многозначных решений задачи Дирихле сформулированы
также для случая конечносвязных областей.
Ключевые слова: уравнение Бельтрами, задача Дирихле, регулярные решения, псевдорегулярные
решения, многозначные решения, теоремы существования.

1. Введение. Пусть D – область в комплексной плоскости C, µ : D → C –
измеримая функция с |µ(z)| < 1 п.в. Уравнением Бельтрами называется уравнение
вида

fz̄ = µ(z) · fz, (1)

где fz̄ = ∂̄f = (fx + ify)/2, fz = ∂f = (fx − ify)/2, z = x + iy, fx и fy – част-
ные производные отображения f по x и y, соответственно. Функция µ называется
комплексным коэффициентом, а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)| (2)

– дилатацией уравнения (1). Уравнение (1) называется вырожденным, если дила-
тация Kµ является существенно неограниченной, т.е. Kµ /∈ L∞(D).

Краевые задачи для уравнений Бельтрами впервые изучались в известной дис-
сертации Римана, который рассматривал частный случай аналитических функций,
когда µ(z) ≡ 0, и работах Гильберта (1904, 1924), который исследовал соответству-
ющую систему Коши–Римана для действительной и мнимой части аналитических
функций f = u + iv, а также работе Пуанкаре (1910) по приливам. Задача Дирихле
хорошо изучена для равномерно эллиптических систем уравнений, см., например,
[1] и [2].

Задача Дирихле для вырожденных уравнений Бельтрами в единичном круге изу-
чалась в работе [3]. Заметим, что критерии существования решений задачи Дирихле,
сформулированные в последней работе, не инвариантны относительно конформных
отображений Римана. Недавние результаты о существовании сильных кольцевых ре-
шений для вырожденных уравнений Бельтрами в [4] и [5], а также развитие теории
граничного поведения кольцевых гомеоморфизмов, см., например, [6], позволяют
получить дальнейшие продвижения в области существования регулярных решений
задачи Дирихле в более общих областях.

2. Определения и предварительные замечания. Пусть задано семейство
Γ кривых γ в комплексной плоскости C. Борелевскую функцию % : C → [0,∞]
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называют допустимой для Γ, пишут % ∈ admΓ, если
∫

γ

%(z) |dz| > 1 ∀ γ ∈ Γ. (3)

Конформным модулем семейства Γ называется величина

M(Γ) = inf
%∈admΓ

∫

C

%2(z) dxdy. (4)

Пусть D – область в C, d0 = dist(z0, ∂D), и пусть Q : D → [0,∞] – измеримая по
Лебегу функция. Положим

A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2}

Si = S(z0, ri) = {z ∈ C : |z − z0| = ri}, i = 1, 2.

Далее, как обычно, ∆(E, F ; D) обозначает семейство всех кривых γ : [a, b] → C,
которые соединяют E и F в D, т.е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D при a < t < b.

Следующее понятие мотивировано кольцевым определением квазиконформно-
сти по Герингу, см., напр., [7], и тесно связано с решением вырожденных уравнений
типа Бельтрами на плоскости. Следуя работе [8], см. также [9], говорим, что гомео-
морфизм f из D в C является кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке z0 ∈ D, если
соотношение

M (∆ (fS1, fS2; fD)) 6
∫

A

Q(z) · η2(|z − z0|) dxdy (5)

выполнено для любого кольца A = A(z0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0 и для любой
измеримой (по Лебегу) функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r) dr > 1. (6)

Говорят, что гомеоморфизм f из D в C является кольцевым Q-гомеоморфизмом в
D, если условие (5) выполнено для всех точек z0 ∈ D.

В работах [4] и [5] впервые рассматривались кольцевые Q-гомеоморфизмы в
граничных точках области D. Гомеоморфизм f из D в C называется кольцевым
Q-гомеоморфизмом в граничной точке z0 области D, если

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dxdy (7)

для любого кольца A = A(z0, r1, r2) и произвольных континуумов C1 и C2 в D, кото-
рые принадлежат различным компонентам дополнения кольца A в C, содержащим
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z0 и∞, соответственно, и для любой измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞], удовле-
творяющей условию (6). Говорим, что гомеоморфизм f из D в C является кольцевым
Q-гомеоморфизмом в D, если условие (7) выполнено для всех точек z0 ∈ D.

Напомним также следующие топологические понятия. Область D ⊂ C назовем
локально связной в точке z0 ∈ ∂D, если для любой окрестности U точки z0, суще-
ствует окрестность V ⊆ U точки z0 такая, что V ∩D связно. Заметим, что каждая
жорданова область D в C является локально связной в любой точке ∂D, см., напри-
мер, [10], стр. 66.

Будем говорить, что ∂D слабо плоская в точке z0 ∈ ∂D, если для любой окрест-
ности U точки z0 и любого числа P > 0, существует окрестность V ⊂ U точки z0

такие, что
M(∆(E, F ; D)) > P

для всех континуумов E и F в D, пересекающих ∂U и ∂V . Назовем границу ∂D
слабо плоской, если она слабо плоская в каждой точке из ∂D.

Замечание 1. Известно, что многие регулярные области, такие как: выпуклые,
квазивыпуклые, гладкие, липшицевы, равномерные, области квазиэкстремальной
длины по Герингу-Мартио – имеют слабо плоские границы, см., например, [11].

Напомним, что функция ψ : D → R, ψ ∈ L1
loc(D), называется функцией ограни-

ченного среднего колебания по Джону-Ниренбергу, сокр. ψ ∈ BMO, если

‖ψ‖∗ = sup
B⊂D

1
|B|

∫

B

|ψ(z)− ψB| dxdy < ∞, (8)

где точная верхняя грань берётся по всем кругам B ⊂ D, а ψB – среднее значение
функции ψ в круге B. Пишем ψ ∈ BMO(D), если ψ ∈ BMO(G), где G – область в
C, содержащая D.

Следуя работе [12], говорим, что функция ψ : D → R имеет конечное среднее
колебание в точке z0 ∈ D, пишем ψ ∈ FMO(z0), если

lim
ε→0

−
∫

B(z0,ε)
|ψ(z)− ψ̃ε| dxdy < ∞, (9)

где B(z0, ε) = {z ∈ C : |z− z0| < ε}, а ψ̃ε – среднее значение ψ в B(z0, ε). Пишем ψ ∈
FMO(D), если (9) выполнено для каждой точки z0 ∈ D. Также пишем ψ ∈ FMO(D),
если ψ задана в некоторой области G в C, содержащей D, и ψ ∈ FMO(z0) для всех
z0 ∈ D.

Как известно, L∞(D) ⊂ BMO(D) ⊂ Lp
loc(D) для всех p ∈ [1,∞). Однако, FMO(D)

не является подклассом Lp
loc(D) ни для какого p > 1, хотя, FMO(D) ⊂ L1

loc(D), см.,
например, [9], с. 211. Таким образом, FMO существенно шире BMOloc.

3. О задаче Дирихле в односвязных областях. Задача Дирихле для урав-
нений Бельтрами (1) в ограниченной области D комплексной плоскости C состоит
в нахождении непрерывной функции f : D → C, имеющей частные производные
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первого порядка п.в. и удовлетворяющей уравнению (1) п.в., а также граничному
условию

lim
z→ζ

Re f(z) = ϕ(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (10)

для предписанной непрерывной функции ϕ : ∂D → R. При ϕ (ζ) 6≡ const регулярное
решение такой задачи есть непрерывное в C, дискретное и открытое отображение
f : D → C класса Соболева W 1,1

loc с якобианом Jf (z) = |fz|2 − |fz̄|2 6= 0 п.в., удо-
влетворяющее условию (10) и п.в. (1). Напомним, что отображение f : D → C
дискретно, если прообраз f−1 (y) каждой точки y ∈ C состоит из изолированных
точек и открыто, если образ любого открытого множества U ⊆ D является откры-
тым множеством в C. В случае ϕ(ζ) ≡ c, ζ ∈ ∂D, под регулярным решением задачи
Дирихле (10) для уравнения Бельтрами (1) будем понимать функцию f(z) = c+ ic′,
c′ ∈ R.

Лемма 1. Пусть D – жорданова область в C, µ : D → C – измеримая функция
c |µ(z)| < 1 п.в. и Kµ ∈ L1(D). Предположим, что для каждого z0 ∈ D суще-
ствует ε0 < dist(z0, ∂D) и однопараметрическое семейство измеримых функций
ψz0,ε : (0,∞) → (0,∞), ε ∈ (0, ε0), таких, что

0 < Iz0(ε) :=

ε0∫

ε

ψz0,ε(t) dt < ∞ (11)

и при ε → 0 ∫

ε<|z−z0|<ε0

Kµ(z) · ψ2
z0,ε(|z − z0|) dxdy = o

(
I2
z0

(ε)
)
. (12)

Тогда уравнение Бельтрами (1) имеет регулярное решение f задачи Дирихле (10)
для любой непрерывной функции ϕ : ∂D → R.

В условии (12) мы предполагаем, что Kµ продолжена нулем вне области D.
Доказательство. Пусть F – регулярное гомеоморфное решение уравнения Бель-

трами (1) класса W 1,1
loc , которое является кольцевым Q-гомеоморфизмом в D c Q =

Kµ и которое существует по лемме 4.1 из [4] в силу условия (12). Заметим, что
C \ D∗, где D∗ = F (D), не может состоять из единственной точки ∞, т.к. в про-
тивном случае граница D∗ являлась бы слабо плоской и по лемме 1 и теореме 3 из
работы [6] F должно было иметь гомеоморфное продолжение в D, что невозможно,
поскольку граница D состоит более чем из одной точки. Кроме того, область D∗

односвязна, см., например, лемму 5.3 в [12] или лемму 6.5 в [9]. Таким образом, по
теореме Римана, см., например, II.2.1 в [13], D∗ можно отобразить на единичный
круг D = {z ∈ C : |z| < 1} с помощью конформного отображения R. Ввиду ин-
вариантности модуля при конформных отображениях, g := R ◦ F вновь является
регулярным гомеоморфным решением уравнения Бельтрами (1), которое является
кольцевым Q-гомеоморфизмом в D c Q = Kµ и отображает D на D. Более того, по
лемме 1 и теореме 3 в [6], g допускает продолжение до гомеоморфизма g∗ : D → D,
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поскольку D имеет слабо плоскую границу, а жорданова область D локально связна
на границе.

Будем искать решение исходной задачи Дирихле (10) в виде f = h ◦ g, где h –
аналитическая функция в D, с граничным условием

lim
z→ζ

Re h(z) = ϕ(g−1
∗ (ζ)) ∀ ζ ∈ ∂D.

Как известно, аналитическая функция h восстанавливается в D с помощью фор-
мулы Шварца, см., например, § 8, Гл. III, часть 3 в [14], по её действительной части
на границе с точностью до чисто мнимой аддитивной постоянной

h(z) =
1

2πi

∫

|ζ|=1

ϕ ◦ g−1
∗ (ζ) · ζ + z

ζ − z
· dζ

ζ
.

Как легко видеть, функция f = h ◦ g дает искомое регулярное решение задачи
Дирихле (10) для уравнения Бельтрами (1). ¤

По лемме 1 с выбором ψz0,ε(t) ≡ 1/t log 1
t , см. следствие 2.3 в [12], получаем:

Теорема 1. Пусть µ : D → C – измеримая в жордановой области D функция
такая, что |µ(z)| < 1 п.в. и

Kµ(z) 6 Q(z) ∈ FMO(D). (13)

Тогда для любой непрерывной функции ϕ : ∂D → R уравнение Бельтрами (1) имеет
регулярное решение задачи Дирихле (10).

Как и в лемме 1, здесь и далее подразумевается, что Kµ продолжена нулем вне
области D.

Следствие 1. В частности, заключение теоремы 1 остается в силе, если
Kµ(z) 6 Q(z) ∈ BMO(D).

По следствию 2.1 в [12] из теоремы 1 также имеем:
Следствие 2. Заключение теоремы 1 также имеет место, если

lim sup
ε→0

−
∫

B(z0,ε)
Kµ(z) dxdy < ∞ ∀ z0 ∈ D.

Теорема 2. Пусть µ : D → C – измеримая в жордановой области D функция
с |µ(z)| < 1 п.в. такая, что Kµ ∈ L1(D) и

δ(z0)∫

0

dr

||Kµ||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ D, (14)

где ||Kµ||1(z0, r) =
∫
γr

Kµ(z)|dz| – нормы в L1 функции Kµ на окружностях S(z0, r) =

{z ∈ C : |z−z0| = r}, 0 < r < δ(z0) < d(z0), d(z0) = sup
z∈D

|z−z0|. Тогда уравнение Бель-

трами (1) имеет регулярное решение задачи Дирихле (10) для любой непрерывной
функции ϕ : ∂D → R.
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Доказательство. Теорема 2 следует из леммы 1 при специальном выборе

ψz0,ε(t) ≡ ψz0(t) =
{

1/ [tkz0(t)] , t ∈ (0, ε0),
0, t ∈ [ε0,∞),

где ε0 = ε(z0) и kz0(t) – среднее значение Kµ(z) на окружности S(z0, t). ¤
Следствие 3. В частности, заключение теоремы 2 имеет место, если

kz0(ε) = O

(
log

1
ε

)
∀ z0 ∈ D

при ε → 0, где kz0(ε) – среднее значение функции Kµ на окружности S(z0, ε).
Из теоремы 2, привлекая также теорему 3.1 из работы [15], имеем следующий

результат.
Теорема 3. Пусть µ : D → C – измеримая в жордановой области D функция

с |µ(z)| < 1 п.в. такая, что
∫

D

Φ(Kµ(z)) dxdy < ∞, (15)

где Φ : R+ → R+ – неубывающая выпуклая функция, с условием

∞∫

δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (16)

для некоторого δ > Φ(0). Тогда уравнение Бельтрами (1) имеет регулярное решение
задачи Дирихле (10) для любой непрерывной функции ϕ : ∂D → R.

Замечание 2. По теореме Стоилова о факторизации, см., например, [16], любое
регулярное решение f задачи Дирихле для уравнения Бельтрами (1) c Kµ ∈ L1

loc(D)
может быть представлено в виде композиции f = h ◦ F , где h – аналитическая
функция, а F – гомеоморфное регулярное решение класса W 1,1

loc . Таким образом, по
теореме 5.1 из [17], условие (16) является не только достаточным, но и необходимым
для того, чтобы любое уравнение Бельтрами (1) с интегральными ограничениями
на дилатацию вида (15) имело регулярные решения задачи Дирихле (10) для любой
непостоянной непрерывной функции ϕ : ∂D → R.

Полагая H(t) = log Φ(t), заметим, что по теореме 2.1 в [15] условие (16) эквива-
лентно любому из следующих условий:

∞∫

∆

H ′(t)
dt

t
= ∞, (17)

или ∞∫

∆

dH(t)
t

= ∞, (18)
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или
∞∫

∆

H(t)
dt

t2
= ∞ (19)

для некоторого ∆ > 0, а также каждому из равенств:

δ∫

0

H

(
1
t

)
dt = ∞ (20)

для некоторого δ > 0,
∞∫

∆∗

dη

H−1(η)
= ∞ (21)

для некоторого ∆∗ > H(+0).
Здесь, интеграл в (18) понимается как интеграл Лебега-Стилтьеса, а интегралы

в (17) и (19)-(21) как обычные интегралы Лебега.
4. О псевдорегулярных решениях задачи Дирихле в многосвязных об-

ластях. Как впервые заметил Боярский, см., например, § 6 главы 4 в [2], в случае
многосвязных областей задача Дирихле для уравнений Бельтрами, вообще говоря,
не имеет решений в классе непрерывных (однозначных) в C функций. Поэтому есте-
ственно возникает вопрос: нельзя ли в этом случае существование решения задачи
Дирихле получить в более широком классе? Оказывается можно, если решение за-
дачи будем искать в классе функций, имеющих некоторое количество заранее фик-
сированных изолированных полюсов внутри области D. Точнее, при ϕ (ζ) 6≡ const,
псевдорегулярное решение такой задачи есть непрерывное в C, дискретное и от-
крытое отображение f : D → C класса Соболева W 1,1

loc вне полюсов с якобианом
Jf (z) = |fz|2 − |fz̄|2 6= 0 п.в., удовлетворяющее условию (10) и п.в. (1).

Рассуждая аналогично случаю односвязных областей и применяя теорему V.6.2
из [13] об отображениях конечносвязных областей на круговые области, а также
теорему 4.14 в [2], получаем следующие результаты.

Теорема 4. Пусть D – ограниченная область в C, граница которой состоит
из n > 2 попарно непересекающихся жордановых кривых, и пусть µ : D → C –
измеримая функция с |µ(z)| < 1 п.в. такая, что

Kµ(z) 6 Q(z) ∈ FMO(D). (22)

Тогда уравнение Бельтрами (1) имеет псевдорегулярное решение задачи Дирихле
(10) для любой непрерывной функции ϕ : ∂D → R, ϕ (ζ) 6≡ const, с полюсами в n
предписанных внутренних точках D.

Следствие 4. В частности, заключение теоремы 4 остается в силе, если
Kµ(z) 6 Q(z) ∈ BMO(D).
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Следствие 5. Заключение теоремы 4 также имеет место, если

lim sup
ε→0

−
∫

B(z0,ε)
Kµ(z) dxdy < ∞ ∀ z0 ∈ D.

Теорема 5. Пусть D – ограниченная область в C, граница которой состоит
из n > 2 попарно непересекающихся жордановых кривых, и пусть µ : D → C –
измеримая функция с |µ(z)| < 1 п.в. такая, что Kµ ∈ L1(D) и

δ(z0)∫

0

dr

||Kµ||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ D, (23)

где ||Kµ||1(z0, r) =
∫
γr

Kµ(z)|dz| – нормы в L1 функции Kµ на окружностях S(z0, r) =

{z ∈ C : |z − z0| = r}, 0 < r < δ(z0) < d(z0), d(z0) = sup
z∈D

|z − z0|. Тогда уравнение

Бельтрами (1) имеет псевдорегулярное решение задачи Дирихле (10) для любой
непрерывной функции ϕ : ∂D → R, ϕ (ζ) 6≡ const, с полюсами в n предписанных
внутренних точках D.

Следствие 6. В частности, заключения теоремы 5 имеют место, если

kz0(ε) = O

(
log

1
ε

)
∀ z0 ∈ D

при ε → 0, где kz0(ε) – среднее значение функции Kµ на окружности S(z0, ε).
Теорема 6. Пусть D – ограниченная область в C, граница которой состоит

из n > 2 попарно непересекающихся жордановых кривых, и пусть µ : D → C –
измеримая функция с |µ(z)| < 1 п.в. такая, что

∫

D

Φ(Kµ(z)) dxdy < ∞, (24)

где Φ : R+ → R+ – неубывающая выпуклая функция с условием

∞∫

δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (25)

для некоторого δ > Φ(0). Тогда уравнение Бельтрами (1) имеет псевдорегулярное
решение задачи Дирихле (10) для любой непрерывной функции ϕ : ∂D → R, ϕ (ζ) 6≡
const, с полюсами в n предписанных внутренних точках D.

5. О существовании многозначных решений в многосвязных областях.
В многосвязных областях D в C, помимо псевдорегулярных решений, задача Дири-
хле (10) для уравнений Бельтрами (1) допускает многозначные решения в духе тео-
рии многозначных аналитических функций. Говорим, что непрерывное, дискретное

127



Д.А. Ковтонюк, И.В. Петков, В.И. Рязанов

и открытое отображение f : B(z0, ε0) → C, где B(z0, ε0) ⊂ D, является локальным
регулярным решением уравнения (1), если f ∈ W 1,1

loc , Jf 6= 0 и f удовлетворяет (1)
п.в. Два локальных регулярных решения f0 : B(z0, ε0) → C и f∗ : B(z∗, ε∗) → C
уравнения (1) будем называть продолжением друг друга, если существует конечная
цепь таких решений fi : B(zi, εi) → C, i = 1,m, что f1 = f0, fm = f∗ и fi(z) ≡ fi+1(z)
для z ∈ Ei := B(zi, εi) ∩ B(zi+1, εi+1) 6= ∅, i = 1,m− 1. Совокупность локальных
регулярных решений fj : B(zj , εj) → C, j ∈ J , будем называть многозначным ре-
шением уравнения (1) в D, если круги B(zj , εj) накрывают всю область D и fj

попарно являются продолжениями друг друга в этой совокупности. Многозначное
решение (1) будем называть многозначным решением задачи Дирихле (10), если
u(z) = Re f(z) = Re fj(z), z ∈ B(zj , εj), j ∈ J , является однозначной функцией в D,
которая удовлетворяет условию (10).

Аналогично предыдущим секциям, доказательство существования многознач-
ных решений задачи Дирихле для уравнений Бельтрами (1) в многосвязных об-
ластях редуцируются к задаче Дирихле для гармонических функций в круговых
областях, см., например, § 3 главы VI в [13].

Теорема 7. Пусть D – ограниченная область в C, граница которой состоит из
конечного числа попарно непересекающихся жордановых кривых, и пусть µ : D → C
– измеримая функция с |µ(z)| < 1 п.в., удовлетворяющая посылкам теорем 4-6 или
следствий 4-6. Тогда уравнение Бельтрами (1) имеет многозначное решение задачи
Дирихле (10) для любой непрерывной функции ϕ : ∂D → R.

Замечание 3. Можно показать, что имеет место аналог известной теоремы о мо-
нодромии для аналитических функций, состоящий в том, что любое многозначное
решение уравнения Бельтрами (1) в односвязной области D является его регуляр-
ным однозначным решением.
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In this paper it is established a series of criteria for the existence of regular solutions of the Dirichlet
problem for degenerate Beltrami equations in arbitrary Jordan domains. It is also formulated the
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ОБ ОДНОМ ДОСТАТОЧНОМ УСЛОВИИ
ДЛЯ МУЛЬТИПЛИКАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВАХ ХАРДИ

В работе показана точность теоремы, дающей достаточное условие для мультипликаторов степен-
ных рядов в пространствах Харди Hp(D), 0 < p ≤ 1, в терминах совместного убывания функции-
мультипликатора и ее производных на бесконечности.
Ключевые слова: мультипликатор, пространства Харди Hp(D), 0 < p ≤ 1, неравенство Берн-
штейна.

1. Введение. Пусть D = { z ∈ C : |z| < 1} – единичный круг. Аналитическая в
единичном круге D функция f принадлежит пространству Hp(D), если

‖f‖Hp = sup
0<ρ<1

(∫ 2π

0
|f(ρeit)|pdt

) 1
p

< ∞.

Хорошо известно, что каждая функция f ∈ Hp(D), p > 0, имеет некасательный
предел f(eit) для почти всех t ∈ [0, 2π), принадлежащий пространству Lp(0, 2π), т.е.
пространству измеримых, 2π-периодических функций с конечной (квази-)нормой

‖f‖p = ‖f(eit)‖p =
(∫ 2π

0
|f(eit)|pdt

) 1
p

.

Имеет место равенство: ‖f‖Hp = ‖f‖p (см. [1]).
Любая функция из Hp(D), p > 0, раскладывается в круге D в абсолютно сходя-

щийся степенной ряд

f(z) =
∞∑

k=0

ckz
k,

где ck – коэффициенты ряда Тейлора функции f .
Числовая последовательность {λk}∞k=0 называется мультипликатором в Hp(D),

если для любой функции f ∈ Hp(D) с коэффициентами Тейлора {ck}

(Λf)(z) =
∞∑

k=0

λkckz
k ∈ Hp(D)

и существует константа γ такая, что для любой функции f ∈ Hp(D)

‖Λf‖Hp ≤ γ‖f‖Hp , ‖{λk}‖Mp = inf γ.

Если ϕ : [0,∞) → C, то будем писать ϕ ∈ Mp, если

‖ϕ‖Mp = sup
ε>0

‖{ϕ(εk)}‖Mp < ∞.
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Приведем здесь несколько свойств мультипликаторов (см., например, [2], [3, гл.
7]): Mp ⊂ Mq при 0 < p ≤ q ≤ 2; ‖{λkµk}‖Mp ≤ ‖{λk}‖Mp‖{µk}‖Mp , p > 0; ‖{λk +
µk}‖p

Mp
≤ ‖{λk}‖p

Mp
+ ‖{µk}‖p

Mp
, p ∈ (0, 1].

В работе [2] Р.М. Тригубом была доказана следующая теорема, дающая до-
статочное условие для мультипликаторов степенных рядов в пространствах Харди
Hp(D), 0 < p ≤ 1, в терминах совместного убывания функции-мультипликатора и
ее производных на бесконечности.

Теорема A. Пусть 0 < p ≤ 1, а ϕ ∈ Cr[0,∞) при некотором натуральном
r > 1/p− 1/2. Если

|ϕ(x)| ≤ c

1 + xγ0
, γ0 > 0, |ϕ(r)(x)| ≤ c

1 + xγr
, γr > 0,

где
min(γr − γ0 − r, 0) +

2γ0rp

2− p
> 0, (1)

то ϕ ∈ Mp.
Данная теорема имеет применения при доказательстве целого ряда теорем для

аналитических функций из пространства Харди (см., например, [3, гл. 7] и [4]).
Вит.В. Волчковым в [5] была показана точность теоремы A для некоторых зна-

чений γ0 и γr. В частности, был получен следующий результат:
Теорема B. Для любого γ ∈ (0, 1/2) и r ∈ N найдется функция ϕ ∈ Cr[0,∞)

такая, что ϕ(x) = O( 1
xγ ), ϕ(r)(x) = O( 1

xγ ) при x → +∞, но ϕ 6∈ Mp ни при каком
p ∈ (0, 1].

Наша цель показать точность условия (1) теоремы A при каждом фиксированном
p ∈ (0, 1]. Имеет место:

Теорема 1. Пусть 0 < p ≤ 1, натуральное r > 1/p − 1/2 и положительные
числа γ0 и γr таковы, что

min(γr − γ0 − r, 0) +
2γ0rp

2− p
< 0 . (2)

Тогда найдется функция ϕ ∈ Cr[0,∞) такая, что

|ϕ(x)| ≤ c

1 + xγ0
, |ϕ(r)(x)| ≤ c

1 + xγr
,

но ϕ 6∈ Mp

Всюду в статье через c и Cj , j = 1, 2, . . . , будем обозначать некоторые положи-
тельные константы, зависящие от указанных параметров.

2. Вспомогательные утверждения. Прежде чем перейти к формулировке
вспомогательных утверждений введем необходимое обозначения.

Преобразование Фурье функции f ∈ L(R) обозначим через

Ff(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−ixydy,
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через F−1 обозначим обратное преобразование Фурье, т.е. F−1f(x) = Ff(−x).
Контрпример в теореме 1 будем строить с помощью специальной функции-му-

льтипликатора

mα,β(x) = ψ(x)
ei|x|α

|x|β ,

где ψ ∈ C∞(R), ψ(x) = 0 при |x| < 1/2 и ψ(x) = 1 при |x| ≥ 1. Отметим, что
функция mα, β была предметом специального изучения в работах [6]-[8] и [9, гл. 4].
Доказательство следующей леммы см. в [7].

Лемма 1. Пусть 0 < α < 1, β > 0 и

Fα,β; ε(x) = F−1{e−ε|x|mα,β(x)}, ε > 0.

Тогда

1. Fα,β(x) = lim
ε→0

Fα,β; ε(x) существует для каждого x 6= 0 и Fα,β ∈ C(R \ {0});

2. |Fα,β(x)| ³ |x|
β−1+ α

2
1−α + γ(x) при |x| → 0, где γ – некоторая непрерывная функ-

ция;

3. Для каждого r ∈ N, |Fα,β; ε(x)| = O(|x|−r) равномерно по ε при |x| → ∞;

В частности, Fα,β ∈ Lp(R), 0 < p ≤ 1, если и только если α(1
p − 1

2) < β + 1
p − 1.

При доказательстве теоремы 1 мы будем использовать неравенство типа Берн-
штейна для аналитических полиномов, которое было получено независимо Е.С. Бе-
линским [10] и Вит.В. Волчковым [11]:

Лемма 2. Пусть 0 < p ≤ 1, λ > 0 и N ∈ N. Тогда
∥∥∥∥

N∑

k=0

kλcke
ikt

∥∥∥∥
p

≤ cNλ

∥∥∥∥
N∑

k=0

cke
ikt

∥∥∥∥
p

,

где c – константа, зависящая только от p.
Заметим, что для полиномов с полным спектром данное неравенство имеет место

только при λ ∈ N ∪ (1
p − 1,∞) (см. [12]).

Доказательство следующей леммы см., например, в [3, гл. 4].
Лемма 3. Пусть ϕ ∈ C∞(R), suppϕ ⊂ (−1, 1) и ϕ(0) = 1. Тогда

∥∥∥∥
N∑

k=−N

ϕ

(
k

N

)
eikt

∥∥∥∥
p

³
(

1
N

) 1
p
−1

,

где ³ – двустороннее неравенство с положительными константами, не завися-
щими от N .

Нам также понадобится формула суммирования Пуассона (см., например, [13,
гл. 2]).
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Лемма 4. Если f ∈ L(R), то ряд
∑∞

k=−∞ f(x + 2πk) сходится абсолютно п.в.
к 2π-периодической локально интегрируемой функции

∞∑

k=−∞
f(x + 2πk) ∼

∞∑

k=−∞

1√
2π
Ff(k)eikx.

3. Доказательство теоремы 1. Заметим, что если γr − γ0 ≥ r, то γ0 < 0, а это
противоречит условиям теоремы. Поэтому далее полагаем γr − γ0 < r.

Нетрудно видеть, что |m(r)(x)| ≤ c/|x|β−r(α−1). Таким образом, если положить
γ0 = β, а γr = β − r(α − 1), то условие (2) будет эквивалентно неравенству β <
α(1

p − 1
2).

Рассмотрим сначала случай 0 < p < 1. Предположим, что функция m ∈ Mp и
выберем λ ∈ (0, 1

p − 1) так, чтобы β + (1
p − 1) − λ < α(1

p − 1
2). Поскольку функция

e−x является мультипликатором (см. теорему A), то
∥∥∥∥

∞∑

k=−∞
e−ε|k|ψ(|k|) ei|k|α

|k|β−λ
eikt

∥∥∥∥
p

≤ C1

∥∥∥∥
∞∑

k=1

kλeikt

∥∥∥∥
p

, (3)

где C1 – некоторая константа, не зависящая от ε.
Покажем, что в правой части неравенства (3), действительно, стоит конечная

величина. Для этого нам понадобится следующее разбиение единицы. Пусть h0 ∈
C∞(R), h0(x) = 0 при x ≤ −1

2 , h0(x) + h0(−x) ≡ 1, а h0(x)− 1
2 – нечетная функция.

Положим
hν(x) = h0

(
x + 1
2ν−1

− 3
2

)
h0

(
3
2
− x + 1

2ν

)
.

Очевидно, что при ν ∈ N supphν ⊂ [2ν−1 − 1, 2ν+1 − 1] и

h0

(
1
2
− x

)
+

∞∑

ν=1

hν(x) = 1 для всех x ≥ 0.

Используя леммы 2 и 3, находим:
∥∥∥∥
∞∑

k=1

kλeikt

∥∥∥∥
p

p

=
∥∥∥∥
∞∑

k=1

kλ

( ∞∑

ν=1

hν(k)

)
eikt

∥∥∥∥
p

p

≤

≤
∞∑

ν=1

∥∥∥∥
∞∑

k=1

kλhν(k)eikt

∥∥∥∥
p

p

≤ C2

∞∑

ν=1

2νλp

∥∥∥∥
∞∑

k=1

hν(k)eikt

∥∥∥∥
p

p

≤

≤ C3

∞∑

ν=1

2νλp · 1
2(1−p)ν

< ∞ .

Таким образом, согласно лемме 4,
∥∥∥∥

∞∑

k=−∞
Fα,β−λ; ε(x + 2πk)

∥∥∥∥
p

≤ C4
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равномерно по ε. Следовательно, по лемме 1

‖Fα,β−λ; ε(x)‖p
p ≤ C5 +

∥∥∥∥
∑

k 6=0

Fα,β−λ; ε(x + 2πk)
∥∥∥∥

p

≤ C6,

также равномерно по ε.
Далее, используя лемму Фату, получаем, что Fα,β−λ ∈ Lp(R), но это противо-

речит нашим предположениям, поскольку при β − λ + (1
p − 1) < α(1

p − 1) функция
Fα,β−λ 6∈ Lp(R).

Теперь рассмотрим случай p = 1. Предположим, что m ∈ M1 и возьмем δ > 0
так, чтобы β + δ < α

2 . В силу сделанных выше предположений,

∥∥∥∥
∞∑

k=−∞
e−ε|k|ψ(|k|) ei|k|α

|k|β+δ
eikt

∥∥∥∥
1

≤ C7

∥∥∥∥
∞∑

k=1

eikt

kδ

∥∥∥∥
1

. (4)

Таким образом, по аналогии с проделанными выше рассуждениями, мы получим
противоречие, если покажем, что правая часть неравенства (4) конечна. Последнее
сразу следует из теорем 1.5 и 1.14 в [13, гл.5].

Теорема полностью доказана.
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Об одном достаточном условии для мультипликаторов

Yu. S. Kolomoitsev
On one sufficient condition for multipliers in Hardy space.

We show the sharpness of the theorem, which gives sufficient conditions for multipliers of power series in
the Hardy spaces Hp(D), 0 < p ≤ 1. These sufficient conditions are given in terms of the simultaneous
behavior of a function and its derivatives at infinity.

Keywords: multiplier, Hardy space Hp(D), 0 < p ≤ 1, Bernstein’s inequality.
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Про одну достатню умову для мультиплiкаторiв у просторах Хардi.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СТАБИЛИЗАЦИИ БИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

В статье рассмотрена постановка задачи стабилизации билинейной системы. Приведен обзор ме-
тодов построения стабилизирующих регуляторов для произвольных билинейных систем. Для ре-
ализации предложен метод, основанный на прямом методе Ляпунова, который рассматривает би-
линейную систему на ограниченном множестве состояний как линейную нестационарную систему.
Предложенный метод использован для построения ПИ-регулятора билинейной системы. Приведен
пример синтеза стабилизирующего регулятора для двигателя постоянного тока с внешним возбуж-
дением.
Ключевые слова: стабилизация, билинейная система, прямой метод Ляпунова, ПИ-регулятор.

1. Введение. Билинейные системы представляют собой частный случай нели-
нейных систем и нашли широкое применение в задачах моделирования систем в
таких областях, как теплоэнергетика, биология и экология, экономика и социоло-
гия. Тем не менее, задача синтеза управления остается открытой, так как зачастую
рассматриваются некоторые частные случаи и практически отсутствует общая ме-
тодика синтеза.

2. Постановка задачи синтеза управления для билинейной системы.
Билинейные системы являются простейшим частным случаем нелинейных систем и
могут быть представлены в виде:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + N(x)u(t), (1)

где N(x) = (xT N1, x
T N2, ..., x

T Nn)T . К представлению вида (1) в окрестности неко-
торой точки сводится класс систем с мультипликативным управлением вида

ẋ = f(x) + g(x)u(t), (2)

частным случаем которого и является билинейная система. Так же во многих источ-
никах отмечается связь представления билинейной системы с рядами Вольтерра.

Задача управления системой вида (1) поставлена в конце 60-х годов ХХ века,
как задача стабилизации системы в положении устойчивости x = 0. В литературе
приводятся решения задачи стабилизации в некоторых частных случаях и предло-
жены процедуры синтеза управления вида u = f(x) (в том числе и нелинейного),
основанные на использовании прямого метода Ляпунова.

3. Задача точной линеаризации нелинейной системы для скалярного
случая. Одним из методов управления для нелинейных систем вида (2) является
метод линеаризации, при котором синтез управления происходит в виде u = U(x) +
L(x)ũ, такого, что при подстановке в (2) система преобразуется к виду ẋ = A0x+b0ũ,
а новое управляющее воздействие ũ выбирается для полученной линейной системы
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[1]. В скалярном случае, когда система описывается уравнением вида ẋ = ax+nxu+
bu, задача стабилизации решается регулятором вида [2]:

u =
(−a + k)x

nx + b
, k < 0, (3)

который фактически линеаризует исходную систему подобно приведенному выше
регулятору с параметрами U(x) = − ax

nx+b , L(x) = 1
nx+b , ũ = kx. Хотя такое управ-

ление и обеспечивает асимптотическую устойчивость, но оно не применимо в век-
торном случае, т.к. вектор N(x) + b в общем случае необратим и, соответственно,
нельзя получить точную линеаризацию на всем пространстве состояний системы.

4. Точная линеаризация билинейной системы. Тем не менее для систем ви-
да (2) с произвольной размерностью задача точной линеаризации билинейной систе-
мы успешно решается с помощью аппарата алгебры Ли для [3]. При этом выполняет-
ся переход к новой системе координат z и введение управления u = U(z)+L(z) ˜u(z),
которое приводит систему к виду:

ż =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0




z +




0
0
. . .
0
1




ũ. (4)

При этом решение задачи стабилизации системы (4) выполняется любым из доступ-
ных методов управления линейными системами. Решение задачи точной линеариза-
ции требует введения нескольких дополнительных величин.

Производная Ли от скалярной функции φ(x) по векторному полю f(x) опреде-
ляется как Lfφ(x) = ∂φ

∂xf(x). Так же можно задать сложные производные и про-
изводные нулевого порядка: L0

fφ = φ,LgLfφ = Lg(Lfφ), Lk
fφ = Lk−1

f (Lfφ). Для
билинейной системы, как частного случая системы (2), производные Ли имеют вид:

Lk
fyi(x) = ciA

kx, LgL
k
fyi(x) = ciA

k(N(x) + B)x.

Относительная степень системы по i-му выходу ρi задается как наибольшая сте-
пень такая, что для k < ρ− 1, LgL

k
fyi(x) = 0, для k = ρ− 1, LgL

k
fyi(x) 6= 0.

Непосредственно в задаче точной линеаризации для замены переменных вы-
полняется преобразование: zi

j = Lj
fyi(x), j = 0 . . . ρi. Соответствующие матрицы

U(z), L(z) в управлении определяются через вспомогательные матрицы:

A(x) =




LgL
ρ1−1
f y1(x)

LgL
ρ2−1
f y2(x)
. . .

LgL
ρp−1
f yp(x)


 , b(x) =




Lρ1

f y1(x)
Lρ2

f y2(x)
. . .

L
ρp

f yp(x)




U(z) = −A−1(x)b(x), L(z) = A−1(x).

(5)
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Такое преобразование существует в случае, если существует вектор относитель-
ных степеней системы ρ1, . . . , ρp и ρ1 + . . .+ρp = n. [3] Так же следует отметить, что
при достаточно высокой относительной степени системы могут возникнуть опреде-
ленные вычислительные сложности при расчете производных Ли высоких порядков.
К сожалению, приведенные условия ограничивают область применения данного ме-
тода.

5. Задача стабилизации билинейной системы с линейной обратной свя-
зью. Аналогично линейным системам, одним из наиболее распространенных реше-
ний задачи стабилизации было построение управления вида

u(t) = Kx(t), (6)

в котором выбор коэффициентов вектора обратной связи K выполняется на осно-
вании прямого метода Ляпунова. При этом производится поиск функции Ляпунова
вида

V (x) = xT Px, (7)

где P > 0 – положительно определенная симметричная матрица. Тогда, согласно
теореме Ляпунова, состояние системы x = 0 будет асимптотически устойчиво, если
V̇ (x) < 0, ∀x 6= 0. При подстановке (6) в (1) получим

ẋ(t) = (A + BK)x(t) + N(x)Kx(t).

А функция Ляпунова будет иметь вид:

V̇ (x) = xT ((A + BK)T P + P (A + BK))x + xT (N(x)T KT P + PKN(x))x. (8)

Отсюда явно видно, что невозможно построить матрицу P , которая позволяет
достичь выполнения условия асимптотической устойчивости для всех x. Однако [4],
процедура синтеза регулятора (6) линейной системы ẋ = Ax + Bu, который удовле-
творяет xT ((A + BK)T P + P (A + BK))x < 0, позволит достичь асимптотической
устойчивости для множества x ∈ {x | xT (N(x)T KT P + PKN(x))x = 0}.

6. Стабилизация системы с нелинейным регулятором. Один из вариантов
дальнейшего развития такого подхода к синтезу заключается в использовании бо-
лее сложного регулятора, который позволит получить отрицательно определенную
производную функции Ляпунова. Так, в [5] предлагается контроллер вида

u(t) = −α(N(x) + b)T Px, α > 0, (9)

который после подстановки в (1) и вычисления производной функции Ляпунова (7)
даст:

V̇ (x) = xT (AT P + PA)x− 2αxT [(N(x) + b)T (N(x) + b) ∗ P ]x. (10)

Дальнейшая процедура синтеза заключается в выборе матрицы P [6] и для случая,
когда линейная часть системы (1) асимптотически устойчива, достаточно решения
уравнения Ляпунова AT P + PA = −E, так как второе слагаемое (10) отрицательно
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определено для всех P . Тем не менее процедура поиска матрицы P для случая
неустойчивой матрицы A достаточно сложна. Так же к недостаткам метода следует
отнести отсутствие критерия выбора коэффициента α.

7. Стабилизация системы на ограниченном множестве. Другой вариант
развития метода синтеза линейной обратной связи заключается в решении зада-
чи синтеза стабилизирующего регулятора для ограниченного множества точек, ко-
торое, например, соответствует множеству состояний системы в нормативном ре-
жиме работы. Таким образом, задача синтеза обратной связи нелинейной систе-
мы рассматривается как задача синтеза линейной системы с переменными пара-
метрами. В [7] предлагается постановка задачи синтеза линейной обратной связи
(6) для системы (1) такой, что на множестве точек, описанном политопом χ =
conv{x(1), ..., x(p)} = {x | aT

k ≤ 1, k = 1, 2, ..., q} с вершинами x(i), система будет
асимптотически устойчива. Данная задача сведена к задаче решения линейных мат-
ричных неравенств (LMI) или к общей задаче на собственные значения (GEVP) в
виде:

0 < γ ≤ 1,
P > 0,(

1 γaT
k P

Pakγ P

)
, k = 1, . . . , q,

(
1 xT

(i)

x(i) P

)
, i = 1, . . . , p,

γ(AP + PAT ) + γ(BW + W T BT ) + N(x(i))W + W T N(x(i))T < 0, i = 1, . . . , p.
(11)

В данной задаче второе и пятое неравенства являются требованиями теоремы Ля-
пунова и гарантируют, что выполняется V (x) > 0, V̇ (x) < 0 в вершинах политопа
1
γ χ (а следовательно, и для всех точек x ∈ χ ⊂ 1

γ χ). Третье и четвертое неравен-
ства являются аналогом нормы ||x||P−1 ≤ 1 [8] и неравенств, задающих политоп, и
определяют, что траектория системы ограничена и принадлежит политопу 1

γ χ.
Зафиксировав γ = 1 и решив задачу LMI, можно получить матрицы W и P ,

которые определяют матрицу коэффициентов обратной связи:

K = WP−1. (12)

Решение задачи GEVP и отыскание наименьшего γ помимо этого даст наибольший
политоп, для которого будет выполняться условие асимптотической устойчивости.
Хотя такой регулятор вполне работоспособен, в системе не компенсируются возму-
щения, что является типичным недостатком П-регулятора в целом.

8. Приближенная линеаризация билинейной системы. Комбинируя ли-
нейный регулятор (6) с ранее описанным регулятором, обеспечивающим линеариза-
цию системы в скалярном случае (2), можно ввести нелинейное управление, которое
обеспечивает приближенную линеаризацию системы. Попробуем свести систему (1)
к виду ẋ = Ax + ũ = Ax + Kx. Тут возможны два варианта: если размерность век-
тора управления не меньше размерности вектора состояния, то введя управление
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u = (N(x) + b)T {(N(x) + b)(N(x) + b)T }−1Kx, получим точную линеаризацию (при
условии существования обратной матрицы {(N(x) + b)(N(x) + b)T }−1), в противном
случае такая линеаризация невозможна. Тем не менее, можно построить наиболее
близкий в смысле наименьших квадратов к Kx = (N(x) + b)u регулятор вида

u = {(N(x) + b)T (N(x) + b)}−1(N(x) + b)T Kx, (13)

который дает точную линеаризацию возле положения устойчивости x = 0. При
подстановке (13) в (1) получим

ẋ = Ax + (N(x) + b){(N(x) + b)T (N(x) + b)}−1(N(x) + b)T Kx = Ax + F (x)Kx. (14)

Для выбора матрицы K регулятора, который обеспечивает устойчивость системы
на ограниченном множестве χ, можно поставить задачу LMI аналогично (11) в виде:

P > 0,
AP + PAT + KT F (x)T

(i)P + PF (x)(i)K < 0, i = 1, . . . , p.
(15)

Домножив второе неравенство слева и справа на P−1, получим конечную запись:

Q > 0,
QA + AT Q + W T F (x)T

(i) + F (x)(i)W < 0, i = 1, . . . , p.
(16)

Решая задачу LMI в виде (14), найдем матрицы W и Q. Соответственно управление
будет иметь вид (13), где

K = W ∗Q−1. (17)

Основные недостатки такого алгоритма: необходимость определения диапазона зна-
чений F (x), что является отдельной задачей обращения интервальной матрицы,
а так же невозможность расчета управления, если отсутствует обратная матрица(
(N(x) + b)T (N(x) + b)

)−1.
9. Синтез ПИ-регулятора. Как отмечено выше, простейший П-регулятор мо-

жет не обеспечивать заданных показателей точности при наличии возмущающих
воздействий. Так же следует отметить, что такой регулятор не решает задачи ста-
билизации выхода системы в произвольном положении y = ỹ, которая формали-
зуется, как задача компенсации внешнего воздействия при управлении ошибкой. В
этом случае ставится задача стабилизации ошибки e = 0, а возмущение дополняется
заданным положением системы ỹ.

Анализируя методы управления возмущенными линейными системами, можно
выделить два основных подхода: введение в структуру регулятора компенсатора
[10], как прямой связи по возмущению, или построение ПИ/ПИД-регулятора [11],
в котором интегральная составляющая полностью компенсирует внешнее возмуще-
ние.

Решая задачу стабилизации билинейной системы, остановимся именно на ПИ-
регуляторе, т.к. компенсатор, являясь управлением по прямой связи, требует точ-
ного знания параметров системы и возмущающих воздействий, а так же в процессе

140



Решение задачи стабилизации билинейной системы

синтеза требует расчета установившегося значения ошибки, что для нелинейных
систем связано с определенными трудностями.

Для синтеза ПИ-регулятора билинейной системы воспользуемся комбинацией
методов синтеза ПИ-регулятора линейной системы [11] и П-регулятора билинейной
системы на ограниченном множестве состояний [7]. Такой подход позволит получить
достаточно простую для реализации структуру управляющей системы, по сравне-
нию с линеаризирующими регуляторами.

Для ПИ-регулятора закон регулирования дополняется интегральной частью по
выходу системы:

u(t) = Kpx(t) + Ki

∫ t

0
y(τ)dτ. (18)

В данном случае интегральная составляющая закона управления выделяется как
отдельная переменная z(t) =

∫ t
0 y(τ)dτ такая, что ż(t) = Cx(t), и система (1) с

уравнением выхода y(t) = Cx(t) расширяется до

z‘

˙(
x(t)
z(t)

)
=

(
A 0n×p

C 0n×p

)(
x(t)
z(t)

)
+

(
B + N(x)

0m×p

)
u(t) +

(
D(t)w(t)

0p×1

)
,

y(t) =
(
C 0p×p

) (
x(t)
z(t)

)
.

(19)

Соответствующий П-регулятор системы (12) вида u(t) = K

(
x(t)
z(t)

)
является ПИ-

регулятором системы (1), т.е. K =
(
Kp Ki

)
.

10. Пример синтеза. Для примера возьмем модель двигателя постоянного тока
с внешним возбуждением: [9]




i
θ
ω


 =



−Ra

La
0 0

0 0 1
0 0 −D

J







i
θ
ω


 +




0 0 −Ka
La

0 0 0
Ky

J 0 0







i
θ
ω


 iε +




1
La

0
0


U, y = θ, (20)

где




i
θ
ω


 = x – сила тока статора, угол поворота, скорость вращения, которые обра-

зуют вектор состояния,
[
iε
U

]
= u – ток возбуждения и напряжение статора, Ra, La

– сопротивление и индуктивность статора, Ka,Ky – характеристики двигателя, J
– момент инерции, D – коэффициент демпфирования. Заданную систему можно
переписать в виде (1) с матрицами коэффициентов:

A =



−Ra

La
0 0

0 0 1
0 0 −D

J


 , B =




0 1
La

0 0
0 0


 , c =

[
0 1 0

]

N1 =




0 0
0 0

−Ka
La

0


 , N2 =




0 0
0 0
0 0


 , N3 =




Ky

J 0
0 0
0 0


 .

(21)
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Матрица A системы имеет одно нулевое собственное значение, следовательно си-
стема изначально не является асимптотически устойчивой. Поставим задачу ста-
билизации в x = 0 для двигателя в режиме работы, при котором −ic < i < ic,
−θc < θ < θc, −ωc < ω < ωc (в общем случае границы могут быть несимметричны
относительно положения устойчивости). В качестве дополнительного требования к
системе поставим ограничение на скорость переходного процесса. Для этого в си-
стеме матричных неравенств (14) производится замена 0 в правой части на −2αQ,
где α – требуемые собственные числа системы. Соответственно время переходного
процесса будет tp ≤ 3

α c. Процедура синтеза выглядит следующим образом:

1. На основе ограничений сформировать политоп χ = {(±ic,±θc,±ωc)}.

2. Записать систему матричных неравенств (11) с учетом структуры расширен-
ной системы (19).

3. Найти Q и W – решение полученной системы матричных неравенств.

4. Рассчитать по (15) матрицу коэффициентов обратной связи (11).

Выполним процедуру синтеза в среде MATLAB при значениях коэффициентов Ra =
100 Ом, La = 2 Гн, Ka = 22, Ky = 17.5, J = 69 кгм2, D = 1.5. Предельные значения
для нормативного режима работы двигателя возьмем ic = 1 А, θc = 5 рад, ωc = 2
об/с. Длительность переходного процесса tp < 1 с, т.е. α = 3. Решение задачи LMI
имеет вид

P =




0.007 0 −0.0217 0.0429
0 1.2948 0 0

−0.0217 0 0.0886 −0.2693
0.0429 0 −0.2693 1.6862


 ,W =

[
0 0 0 0

0.0377 0 −0.2322 −9.7555

]
.

(22)
Соответственно,

Kp =
[
0 0 0
0 −130.2158 −19.4925

]
,Ki =

[
0

−278.3161

]
. (23)

Переходной процесс в системе представлен на рис. 1 и 2.
Как видно из графиков, система приходит в требуемое положение устойчивости

x = 0 за отведенное время. Вводя возмущающее воздействие и синтезируя П- и ПИ-
регуляторы для управления углом поворота якоря, получим изменение выходной
величины в виде (рис. 3).

Синтез ПИ-регулятора позволил получить высокую точность стабилизации си-
стемы с квазистационарным шумом.

11. Выводы. В статье рассмотрена задача синтеза регулятора билинейной си-
стемы и рассмотрены некоторые методы решения данной задачи. На основе прямого
метода Ляпунова рассмотрена постановка задачи синтеза регулятора, как задачи
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Рис. 1. Изменение переменных состояния (ПИ-регулятор)

0 0.5 1

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2
x 10

−16

 

 
u

1
=iε

0 0.5 1

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2
x 10

−16

 

 

0 0.5 1
−20

−10

0

10

20

30

40

 

 
u

2
=U

0 0.5 1
−20

−10

0

10

20

30

40

 

 

Рис. 2. Изменение управляющего воздействия (ПИ-регулятор)

решения системы матричных неравенств. Приведена процедура синтеза линейно-
го регулятора для билинейной системы на ограниченном множестве состояний, за-
данном политопом. На основе рассмотренной процедуры синтеза регулятора пред-
ложен алгоритм синтеза ПИ-регулятора с заданными свойствами. Предложенный
метод реализован в среде MATLAB для билинейной системы управления двигате-
лем постоянного тока. Результаты моделирования показали работоспособность ме-
тода и выполнение заданных ограничений на время переходного процесса для П- и
ПИ-регуляторов, а так же компенсацию возмущения в случае использования ПИ-
регулятора.
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Рис. 3. Изменение выходной переменной (П- и ПИ-регуляторы)
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A. Krasnikov
Solution to the problem of stabilization of the bilinear system.

The article considers the problem of stabilization of the bilinear system. An overview of methods for
constructing stabilizing controllers for arbitrary bilinear systems was given. Method based on Lyapunov’s
direct method, which considers the bilinear system on a limited set of states as a linear nonstationary
system the proposed to implement. The proposed method used to construct PI controller of bilinear
system. An example of the synthesis of a stabilizing controller for DC motor with an external excitation.

Keywords: stabilization, bilinear system Lyapunov’s Direct Method, PI controller.

О. Краснiков
Розв’язання задачi стабiлiзацiї бiлiнiйної системи.

У статтi розглянуто постановку задачi стабiлiзацiї бiлiнiйної системи. Наведено огляд методiв по-
будови стабiлiзуючих регуляторiв для довiльних бiлiнiйних систем. Для реалiзацiї запропоновано
метод, заснований на прямому методi Ляпунова, який розглядає бiлiнiйну систему на обмеженiй
множинi станiв як лiнiйну нестацiонарну систему. Запропонований метод використано для побу-
дови ПI-регулятора бiлiнiйної системи. Наведено приклад синтезу стабiлiзуючого регулятора для
двигуна постiйного струму iз зовнiшнiм збудженням.

Ключовi слова: стабiлiзацiя, бiлiнiйна система, прямий метод Ляпунова, ПI-регулятор.
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КЛАСИЧНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ЗАДАЧI ДИФУЗIЇ
У ПРУЖНОМУ ТIЛI З ВIЛЬНОЮ МЕЖЕЮ

Дослiджено задачу, яку можна розглядати як узагальнення однофазової квазiстацiонарної задачi
Стефана, що враховує кривизну вiльної межi. Доведено iснування класичного розв’язку початково-
крайової задачi з вiльною межею для стацiонарної системи пружностi та рiвняння Лапласа. Викори-
стано метод побудови регуляризатора та теорему про нерухому точку стискального вiдображення.

Ключовi слова: вiльна межа, пружнiсть, оцiнки Шаудера.

1. Вступ. Нехай Ω – обмежена область в R2 з границею S; γ(t) – замкнена
крива, яка розподiляє Ω на двi пiдобластi Ω+(t) i Ω−(t) таким чином, що ∂Ω−(t) =
S ∪ γ(t), ∂Ω+(t) = γ(t), γ(0) = Γ, Ω±(0) = Ω±. Позначимо також Q±

τ = {(x, t) : x ∈
Ω+(t), t ∈ (0, τ)}, γτ = {(x, t) : x ∈ γ(t), t ∈ (0, τ)}, Sτ = S × (0, τ), Γτ = Γ × (0, τ),
Ω±τ = Ω± × (0, τ), Ωτ = Ω× (0, τ).

Для вектор-функцiї u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)) визначимо (ν ∈ (0, 1/2), E > 0):

L0u = 1
1−2ν∇(∇ · u) + ∆u, σij(u) = E

1+ν

(
εij(u) + ν

1−2ν ε(u)δij

)
,

εij(u) = 1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj

∂xi

)
, ε(u) = ε11(u) + ε22(u),

(1)

а також вектор σn(u) з компонентами ‖σij(u)nj‖1≤i≤2, де n – нормаль до γ(t), спря-
мована всередину Ω+(t). Тут i всюди далi за повторюваними iндексами виконується
пiдсумовування вiд 1 до 2.

Розглянемо задачу (див. [1], [2]): знайти вектор-функцiї u+(x, t), u−(x, t), функ-
цiю v(x, t) i вiльну межу γ(t) за умовами

L0u
± = 0, (x, t) ∈ Q±

τ , (2)

∆v = 0, (x, t) ∈ Q−
τ , (3)

γ(t)|t=0 = Γ, u− = 0,
∂v

∂nS
= 0, (x, t) ∈ Sτ , (4)

[u] = 0, [σn(u)] = σ0
n, (x, t) ∈ γτ , (5)

v = κ + G(u), Vn =
∂v

∂n
, (x, t) ∈ γτ , (6)

де nS – одинична нормаль до S, [u] = u+−u− (аналогiчно для σn(u)), Vn – швидкiсть
вiльної межi у напрямку n, κ – кривизна кривої γ(t), σ0

n = (σ0
1jnj , σ

0
1jnj), G(u) =

l
2((σij(u+)−σ0

ij)(εij(u+)−ε0
ij)−σij(u−)εij(u−)+2σij(u−)(εij(u−)−εij(u+))), де l > 0,

а σ0
ij та ε0

ij – заданi сталi, зв’язанi мiж собою спiввiдношеннями (1).
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Зауважимо, що виконуючи простi алгебраїчнi перетворення, можна довести, що,
внаслiдок умов (5), функцiя G(u) ннабуває наступного вигляду

G(u) = −lσ0
ijεij(u−)− l

2
σ0

ssε
0
ss,

де σ0
ss = σ0

ijsisj , ε0
ss = ε0

ijsisj , s = (s1, s2) – дотична до γ(t). Як i в [2], для прикладу,
будемо вважати, що ε0

ij = δij , тодi ε0
ss = 1, σ0

ss = E
(1+ν)(1−2ν) i

G(u) ≡ G(u−) = −σ0
ssl

(
ε(u−) +

1
2

)
. (7)

Система (2), (3), (5), (6) є моделлю фазових перетворень у пружному середовищi
(див. [1], [2]), в якiй перемiщення u+ i u− описують, вiдповiдно, пружний стан "ча-
стинки" i "матрицi а концентрацiя v – дифузiю у "матрицi". Дану систему можна
охарактеризувати як задачу з вiльною межею для елiптичної системи з еволюцiйною
граничною умовою. Дослiдженню задач такого типу присвячено, наприклад, роботи
[3]-[8] – для елiптичних рiвнянь, [9]-[10] – для системи Стокса i [11] – для системи
теорiї пружностi (див. також [12]). У данiй роботi доведено iснування класичного
розв’язку задачi (2)-(7).

2. Функцiональнi простори. Основний результат.Позначимо через 〈u〉(α)
x,Qτ

i

〈u〉(α)
t,Qτ

константи Гельдера з показником α ∈ (0, 1) функцiї u вiдповiдно за змiнними
x i t у деякiй областi Qτ (див. [13], с. 16 ). Далi введемо для функцiй неперервних в
Q+

τ (аналогiчно в Q−
τ , Ω±τ , R1

τ ) наступнi пiвнорми (α, β ∈ (0, 1)):

[u](α,β)

Q+
τ

= sup
t,t′∈(0,τ)

sup
x,x′∈Ω(t)∩Ω(t′)

|u(x, t)− u(x, t′)− u(x′, t) + u(x′, t′)|
|x− x′|α|t− t′|β ,

〈〈u〉〉(α,β)

Q+
τ

= 〈u〉(α)

x,Q+
τ

+ 〈u〉(β)
t,Qτ

+ [u](α,β)

Q+
τ

.

При k = 0, 1, 2, .. введемо Ek+α,β(Qτ ) (див. [3]), як простiр функцiй iз скiнченною
нормою

|u|(k+α,β)
Qτ

=
∑

|j|≤k

sup
Qτ

|Dj
xu|+

∑

|j|≤k

〈〈Dj
xu〉〉(α,β)

Qτ
.

Через P4+α,α/3(R1
τ ) позначимо функцiональний простiр з нормою

‖u‖(4+α,α/3)
R1

τ
=

∑

3k+l≤4

|Dk
x1

Dl
tu|(α,α/3)
R1

τ
+

∑

3k+l≤4

〈Dk
x1

u〉(
4+α−k

3
)

t,R1
τ

.

Будемо говорити, що крива Γ належить до класу Ck+α (k = 1, 2, ..), якщо кожна
точка ξ ∈ Γ має окiл, в якому Γ є графiком функцiї класу Ck+α i, значить, iснує
дифеоморфiзм Zξ, який спрямлює дану криву поблизу точки ξ. Вiдповiдно належ-
нiсть функцiї u(x, t) до простору P4+α,α/3(Γτ ) означатиме, що локально функцiя
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(
Z−1

ξ u
)

(z, t), де (z, t) ∈ R1
τ , належатиме до класу P4+α,α/3. У свою чергу сiм’я кри-

вих γτ належить до класу P4+α,α/3, якщо iснує параметризацiя (див. нижче (9))
γ(t) = {(x, t) : x = Υ(ξ, t), ξ ∈ Γ} така, що Υ ∈ P4+α,α/3(Γτ ).

Запис u ∈ Ek+α,α/3
0 (Qτ ) (u ∈ P4+α,α/3

0 (Γτ )) означатиме, що u ∈ Ek+α,α/3(Qτ )
(u ∈ P4+α,α/3(Γτ )) i u|t=0 = 0; якщо ж u|t=0 = ut|t=0 = 0, тодi u ∈ P4+α,α/3

00 (Γτ ).
Якщо для вектора u = (u1, u2), наприклад, ui ∈ E3+α,α/3

0 (Qτ ), i = 1, 2, тодi, для
скорочення запису, домовимося писати u ∈ E3+α,α/3

0 (Qτ ).
Основним результатом даної роботи є наступна теорема.

Теорема 1. Нехай Γ ∈ C6+α, S ∈ C5+α, тодi для достатньо малого τ iс-
нує єдиний класичний розв’язок задачi (2)-(7), причому u± ∈ E3+α,α/3(Q±

τ ), v ∈
E2+α,α/3(Q−

τ ), γτ ∈ P4+α,α/3.
У подальшому розглядi нам знадобиться iнтерполяцiйна нерiвнiсть (див. с. 43

монографiї [14]):

|u|(q)Q ≤ C
(
|u|(r)Q

) q−p
r−p

(
|u|(p)

Q

) r−q
r−p

, (8)

де |u|(q)Q – норма у просторi Cq(Q), 0 ≤ p < q < r, стала C залежить вiд p, q, r, Q.
3. Зведення до задачi в зафiксованих областях. Нехай ξ ∈ Γ i n0(ξ) –

одинична нормаль до Γ. Вважаємо, що для достатньо малого λ0 iснує окiл N кри-
вої Γ такий, що кожну точку x ∈ N можна єдиним способом записати у виглядi
x = ξ + λn0(ξ), |λ| ≤ λ0, причому λ є регулярною функцiєю змiнної x (див. [3]).
Для достатньо малих значень t вiльна межа γ(t) мiститься в N i може бути задана
рiвнянням λ = ρ(ξ, t), тобто

γ(t) = {x ∈ R2 : x = ξ + ρ(ξ, t)n0(ξ) ξ ∈ Γ}. (9)

Позначимо через N(x) i ρ∗(ξ, t) продовження iз збереженням класу векторного поля
n0(ξ) i функцiї ρ(ξ, t) з Γ на Ω, а саме: N ∈ C5+α(Ω), ρ∗ ∈ P4+α,α/3(Ωτ ), якщо
n0 ∈ C5+α(Γ), ρ ∈ P4+α,α/3(Γτ ) (див. [15], а також леми про продовження в §6.9
монографiї [16]).

Далi визначимо перетворення координат ([3], [15]) eρ : Ω± → Ω±(t) за допомогою
формул

x = eρ(y, t) ≡ y + N(y)ρ∗(y, t), y ∈ Ω.

Елементи його матрицi Якобi мають вигляд Jkm = δkm + ∂(Nkr)
∂ym

. Позначимо через
JT – транспоновану матрицю, J−1 – обернену матрицю з елементами {Jkm}1≤k,m≤2,
J−T = (J−1)T . Зазначимо, що J |t=0 = I, де I одинична матриця.

Маємо (див. [15], [17])

∇x|x=eρ(y,t) ≡ ∇ρ = J−∗∇y, nρ =
J−∗n0

|J−∗n0| , Vn =
(N · J−T n0)
|N · J−T n0| ρt.
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Таким чином, у координатах {y}, для невiдомих функцiй U±(y, t) = u±(eρ(y, t), t),
V (y, t) = v(eρ(y, t), t), ρ(y, t) задача (2)-(7) набуває вигляду

LρU
± = 0, (y, t) ∈ Q±

τ ,
∆ρV = 0, (y, t) ∈ Q−

τ ,
(10)

ρ|t=0 = 0, y ∈ Γ, U− = 0, ∂V
∂nS

= 0, (y, t) ∈ Sτ ,

[U ] = 0,
[
σnρ(U)

]
= σ0

nρ
, (y, t) ∈ γτ ,

V = κnρ + Gρ(U−), ρt = Hρ(V ), (y, t) ∈ γτ ,

(11)

де
LρU

± = 1
1−2ν∇ρ(∇ρ · U) +∇2

ρU, ∆ρV = ∇2
ρV,

σnρ(U) = E
1+ν

[
1
2(∇ρU + (∇ρU)T + ν

1−2ν (∇ρ · U)I
]
J−T n0,

σ0
nρ

= σ0
ssJ

−T n0, Gρ(U−) = −lσ0
ss((∇ρ · U) + 1/2),

Hρ(V ) = (J−T n0·∇ρV )
(N ·J−T n0)

, κρ = −(∇ · n) = −(∇ρ · nρ).

(12)

4. Лiнеаризацiя. Значення функцiй U±, V при t = 0, тобто U±
0 = U±|t=0, V0 =

V |t=0 знаходяться наступним чином. Спочатку побудуємо функцiї U±
0 ∈ C4+α(Ω±)

за умовами
L0U

±
0 = 0, y ∈ Ω±,

U−
0 = 0, y ∈ S, [U0] = 0, [σn0(U0)] = σ0

n0
,

а потiм функцiю V0 ∈ C3+α(Ω−) таку, що

∆V0 = 0, y ∈ Ω−,
∂V0
∂nS

= 0, y ∈ S, V = κ0 + G0(U−
0 ), y ∈ Γ.

Iснування функцiй U± випливає з результатiв [18], [19, ч.1], а функцiї V0 – роздiлу
6 монографiї [16].

Для подальшої лiнеаризацiї на початкових даних задачi (10)-(12), зробимо замiну
U± = U±

0 + ρ∗(N · ∇)U±
0 + U±, V = V0 + ρ∗(N · ∇)V0 + V, де U±, V – новi невiдомi

функцiї (див. [3]). Далi введемо "варiацiї" функцiй i операторiв, що залежать вiд ρ
(див. [15]), наприклад, δL0 = d

dµLµρ|µ=0, аналогiчно δ∆0, δσn0 , δσ0
n0
, δκ0, δG0, δH0.

Користуючись формулами, одержаними в роботi [15], маємо

δJ0,km =
∂(Nkρ∗)

∂ym
, δJkm

0 = −∂(Nkρ∗)
∂ym

,
∂Jkm

∂yi
= −Jkj ∂2(Nkρ∗)

∂yi∂yq
Jqm.

Отже отримуємо

δL0U
±
0 = −L0(ρ∗(N · ∇)U±

0 ), δ∆0 = −∆(ρ∗(N · ∇)V0),

δκ0 = ∆Γρ− κ2
0ρ, δG0(U−

0 ) = −G0(ρ∗(N · ∇)U−
0 )− σ0

sslρ∗Nk
∂2U−0,i

∂yk∂yi
,

δH0(V0) = −H0(ρ∗(N · ∇)V0) + ρ∗ ∂2V0

∂n2
0
− (∇V0 · ∇γρ∗),

δσn0(U
±
0 ) = −σn0(ρ∗(N · ∇)U±

0 ) + b1(ρ∗), δσ0
n0

= −σ0
ss∇ρ,
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де b1(ρ∗) – вектор з компонентами ‖ − σij(U±
0 )∂ρ∗

∂yj
+ ρ∗n0,jNk

∂σij(U
±
0 )

∂yk
‖1≤i≤2.

Пiсля вiдповiдних перетворень задачу (10)-(12) можна переписати у виглядi

L0U± = F±(ρ,U±), (y, t) ∈ Q±
τ ,

∆V = F̃(ρ,V), (y, t) ∈ Q−
τ ,

U− = 0, ∂V
∂nS

= 0, (y, t) ∈ Sτ , ρ(y, 0) = 0, y ∈ Γ,

[U ] = J (ρ), [σn0(U)] = B1(ρ) + B2(ρ,U), (y, t) ∈ Γτ ,
V −G0(U−)−∆Γρ = G1(ρ) + G2(ρ,U−), (y, t) ∈ Γτ ,

ρt − ∂V
∂n0

= H1(ρ) +H2(ρ,V) + ψ(V0), (y, t) ∈ Γτ ,

(13)

де
F±(ρ,U±) = −(Lρ − L0 − δL0)U±

0 − (Lρ − L0)(ρ∗(N · ∇)U±
0 + U±),

F̃V(ρ,V) = −(∆ρ −∆− δ∆0)V0 − (∆ρ −∆)(ρ∗(N · ∇)V0 + V),
J (ρ) = −ρ∗ [(n0 · ∇)U0] , B1(ρ) = b1(ρ∗) + δσ0

n0
,

B2(ρ,U) = − [
(σnρ − σn0 − δσn0)(U0) + (σnρ − σn0)(ρ∗(N · ∇)U±

0 + U±)
]
+

+σ0
nρ
− σ0

n0
− δσ0

n0
, G1(ρ) = −σ0

ssl/2− σ0
sslρ∗

∂(∇·U−0 )
∂n0

− κ2
0ρ∗,

(14)

G2(ρ,U−) = κρ − κ0 − δκ0 + (Gρ −G0)(ρ∗(N · ∇)U−
0 + U−),

ψ(V0) = H0(V0), H1(ρ) = ρ∗ ∂2V0

∂n2
0
− (∇V0 · ∇Γρ∗),

H2(ρ,V) = (Hρ −H0 − δH0)(V0) + (Hρ −H0)(ρ∗(N · ∇)V0 + V).

5. Лiнiйна задача. Спочатку розглянемо наступну задачу для оператора Ла-
пласа з динамiчною крайовою умовою

∆v = ψ, (x, t) ∈ Q−
τ ,

∂v
∂nS

= 0, (x, t) ∈ Sτ , ρ(x, 0) = 0, x ∈ Γ,

v −∆Γρ = φ, (x, t) ∈ Γτ ,

ρt − ∂v
∂n0

= ϕ, (x, t) ∈ Γτ ,

(15)

де ψ ∈ Eα,α/3
0 (Q−

τ ), φ ∈ E2+α,α/3
0 (Γτ ), ϕ ∈ E1+α,α/3(Γτ ). Задача (15) рiзними методами

дослiджувалася, наприклад, у роботах [3], [6], [8]. У данiй роботi використовується
метод побудови регуляризатора (див. [6], [13], [20], [7]), а також деякi пiдходи роботи
[3].

Нагадаємо деякi поняття з §4 роздiлу 4 монографiї [13]. Нехай областi ω(k), Ω(k)

покривають область Ω таким чином, що частина кривої Γ(k) = Γ ∩ ω(k) задається
у локальнiй системi координат рiвнянням y2 = F (k)(y1). Якщо z1 = y1, z2 = y2 −
F (k)(y1), тодi через Zk позначимо оператор, який локально зiставляє кожнiй функцiї
u(z) ту саму функцiю при переходi вiд координат {z} до вихiдних координат {x}.
Окрiм того, нехай за допомогою функцiй ζ(k), η(k), побудовано розбиття одиницi в
Ω, тобто

∑
k

ζ(k)(x)η(k)(x) = 1, x ∈ Ω.
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Далi наступну модельну задачу, iз розв’язання якої встановлено класи регуляр-
ностi задачi (15):

∆v = 0, (z, t) ∈ Πτ ,
ρ(z, 0) = 0, z ∈ Σ,

v − ρz1z1 = 0, (z, t) ∈ Στ ,
ρt + vz2 = ϕ, (z, t) ∈ Στ ,

(16)

де Π = {z ∈ R2 : z2 > 0}, Σ = {z ∈ R2 : z2 = 0}.
Лема 1. Нехай ϕ ∈ E1+α,α/3(Στ ), тодi iснує єдиний розв’язок задачi (16) такий,

що v ∈ E2+α,α/3
0 (Στ ), ρ ∈ P4+α,α/3

0 (Στ ).
Як i в роботi [3], доведення даної леми засновано на представленнi функцiї ρ у

виглядi iнтеграла

ρ(z1, t) =

t∫

0

ds

∫

R1

G(z1 − ξ1, t− s)ϕ(ξ1, s)dξ1,

де G(z1, t) =
∞∫
0

exp(−tλ3) cos(λz1)dλ при t > 0 i G(z1, t) = 0 при t < 0. За допомогою

методу iнтегрування частинами (див. [3]), одержуємо оцiнки ядра G(z1, t):

|Dk
t Dl

z1
G(z1, t)| ≤ Ct−

3k+l+1
3

1
1 + (z/t1/3)3k+m(k)+l+1

,

де m(k) = 1, якщо k = 0 або k парне число, i m(k) = 0, якщо k – непарне.
Лема 2. Нехай ϑ0 ∈ 1+α(Γ), тодi iснує функцiя ρ0 ∈ P4+α,α/3

0 (Γτ ) така, що
ρ0,t(x, 0) = ϑ0(x) при x ∈ Γ.

Доведення. Позначимо через NΓ множину iндексiв k таких, що ω(k) ∩ Γ 6= ∅.
Зобразимо функцiю ϑ0 у виглядi ϑ0 =

∑
k∈NΓ

η(k)Zkθk, де θk(z) = Z−1
k (ζ(k)ϑ0). Розгля-

немо задачi виду (16), в яких ϕ = θk i позначимо розв’язки цих задач через pk(z1, t).
Введемо функцiю ρ0 =

∑
k∈NΓ

η(k)Zkpk. Очевидно, що ρ0,t(x, 0) = ϑ0(x) при x ∈ Γ i

(див. попередню лему) ρ0 ∈ P4+α,α/3
0 (Γτ ). ¤

Далi, використовуючи класичну теорiю елiптичних рiвнянь другого порядку
(див., наприклад, роздiл 6 монографiї [16]), достатньо розглянути задачу (15) у ви-
падку ψ = φ = 0.

Позначимо через D оператор, який зiставляє функцiї f ∈ E2+α,α/3(Γτ ) нормальну
похiдну Df = ∂vf

∂n |Γ розв’язку vf крайової задачi

∆vf = 0, (x, t) ∈ Q−
τ ,

∂vf

∂nS
= 0, (x, t) ∈ Sτ , vf = f, (x, t) ∈ Γτ .

Таким чином, задачу (15) (де ψ = φ = 0) можна сформулювати, як задачу Кошi на
кривiй Γτ для функцiї ρ, тобто

Aρ ≡ ρt − D(∆Γρ) = ϕ, (x, t) ∈ Γτ , ρ(x, 0) = 0, x ∈ Γ.
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Завдяки Лемi 2, можна вважати, що ϕ ∈ E1+α,α/3
0 (Γτ ). Далi, аналогiчно роботi [20]

(див. також [6]), можна використати метод побудови регуляризатора (§7 роздiлу 4
монографiї [13]) для доведення справедливостi наступної леми.

Лема 3. Нехай ϕ ∈ E1+α,α/3
0 (Γτ ), тодi для довiльного τ , iснує єдиний розв’язок

ρ ∈ P4+α,α/3
00 (Γτ ) задачi Aρ = ϕ.

Нарештi розглянемо лiнiйну задачу, вiдповiдну до задачi (13), (14):

L0U± = f±, (x, t) ∈ Q±
τ , (17)

∆V = f̃ , (x, t) ∈ Q−
τ , (18)

U− = 0, (x, t) ∈ Sτ , [U ] = w, [σn0(U)] = b, (x, t) ∈ Γτ , (19)
∂V
∂nS

= 0, (y, t) ∈ Sτ , ρ(y, 0) = 0, y ∈ Γ, (y, t) ∈ Γτ ,

V −G0(U−)−∆Γρ = g, (y, t) ∈ Γτ ,

ρt − ∂V
∂n0

= h, (y, t) ∈ Γτ ,

(20)

де
f± ∈ E1+α,α/3(Q±

τ ), f̃ ∈ Eα,α/3(Q−
τ ), w ∈ E3+α,α/3(Γτ ),

b ∈ E2+α,α/3(Γτ ), g ∈ E2+α,α/3(Γτ ), h ∈ E1+α,α/3(Γτ ).
(21)

Якщо U± ∈ E3+α,α/3(Q±
τ ), V ∈ E2+α,α/3(Q−

τ ), ρ ∈ P4+α,α/3(Γτ ), позначимо

|‖(U+,U−,V, ρ)|‖ = |U+|3+α,α/3

Q+
τ

+ |U−|3+α,α/3

Q−τ
+ |V|2+α,α/3

Q−τ
+ ‖ρ‖4+α,α/3

Γτ
.

З результатiв роботи [18] випливає, що iснує єдиний розв’язок задачi (17), (19):
U± ∈ E3+α,α/3(Q±

τ ). З Леми 3 робимо висновок про iснування V ∈ E2+α,α/3(Q−
τ ), ρ ∈

P4+α,α/3(Γτ ) – єдиного розв’язку задачi (18), (20). Таким чином, має мiсце наступна
теорема.

Теорема 2. Нехай виконано умови (21), тодi iснує єдиний розв’язок задачi (17)-
(20), причому справедлива оцiнка

|‖(U+,U−,V, ρ)|‖ ≤ C
(
|f+|1+α,α/3

Q+
τ

+ |f−|1+α,α/3

Q−τ
+ |f̃ |α,α/3

Q−τ
+

+|w|3+α,α/3
Γτ

+ |b|2+α,α/3
Γτ

+ |g|2+α,α/3
Γτ

+ |h|1+α,α/3
Γτ

) (22)

6. Доведення Теореми 1. Для r > 0 визначимо множину Kr = {U± ∈
E3+α,α/3

0 (Q±
τ ), V ∈ E2+α,α/3

0 (Q−
τ ), ρ ∈ P4+α,α/3

0 (Γτ ) : |‖(U+,U−,V, ρ)|‖ ≤ r}. По-
значимо W = (U+,U−,V, ρ), Ŵ = (Û+, Û−, V̂, ρ̂), θ = (0, 0, 0, 0). В операторнiй формi
задача (13), (14) набуває вигляду

AW = F (W ),

де A та F представляють вiдповiдно лiвi i правi частини даних спiввiдношень. Далi
визначимо оператор Φ, який зiставляє елементу Ŵ ∈ Kr розв’язок W задачi AW =
F (Ŵ ) (див. [3], [15]).
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Насамперед зазначимо, що iснує достатньо мале значення параметра ε таке, що
при sup

t∈(0,τ)
|ρ∗|(1)

Ω ≤ ε величини detJ , (n0·J−T n0), |J−T n0| є строго додатними, причому
значення ε залежить вiд кривої Γ, областi Ω та операторiв продовження n0 → N i
ρ → ρ∗. Оскiльки, за конструкцiєю оператору продовження, маємо

sup
t∈(0,τ)

|ρ∗|(1)
Ω ≤ C sup

t∈(0,τ)
|ρ|(1)

Γ ≤ Cτα/3‖ρ‖(4+α,α/3)
Γτ

,

можна обрати τ = τ1(ε, r) настiльки малим, що Cτα/3r ≤ ε, i, як наслiдок, правi
частини (14) будуть коректно визначеними при τ ≤ τ1(ε, r) i W ∈ Kr.

Лема 4. При W ∈ Kr, Ŵ ∈ Kr справедливi оцiнки

|J (ρ)− J (ρ̂)|(3+α, α
3
)

Γτ
+ |B1(ρ)− B1(ρ̂)|(2+α, α

3
)

Γτ
+

+|G1(ρ)− G1(ρ̂)|(2+α, α
3
)

Γτ
+ |H1(ρ)−H1(ρ̂)|(1+α, α

3
)

Γτ
≤ C(r)τ

3−α
12 ‖ρ− ρ̂‖4+α,α/3

Γτ
.

(23)

|F+(W )−F+(Ŵ )|(1+α, α
3
)

Q+
τ

+ |F−(W )−F−(Ŵ )|(1+α, α
3
)

Q−τ
+

+|F̃−(W )− F̃−(Ŵ )|(α, α
3
)

Q−τ
+ |B2(ρ)− B2(ρ̂)|(2+α, α

3
)

Γτ
+ |G2(ρ)− G2(ρ̂)|(2+α, α

3
)

Γτ
+

+|H2(ρ)−H2(ρ̂)|(1+α, α
3
)

Γτ
≤ C(r)

(
τ

α
3 + τ

3−α
12

)
|‖W − Ŵ |‖.

(24)

Оцiнка (23) є наслiдком нерiвностi

|ρ|3+α,α/3
Γτ

≤ Cτ
3−α
12 |ρ|4+α,α/3

Γτ
,

яка, у свою чергу, випливає з iнтерполяцiйної нерiвностi (8).
При доведеннi оцiнки (24) ми використовуємо методи роботи [15], роздiлу 8.5.3

монографiї [21] та нерiвностi вигляду

|uv|(k+α, α
3
)

Qτ
≤ Cτ

α
3 |u|(k+α, α

3
)

Qτ
|v|(k+α, α

3
)

Qτ
,

де u, v ∈ E(k+α, α
3
)(Qτ ), (k = 0, 1, 2, .). З оцiнок (23), (24) i оцiнки (22) розв’язку

лiнiйної задачi (17)-(20) випливають нерiвностi

|‖Φ(W )− Φ(Ŵ )|‖ ≤ C(r)(τ
3−α
12 + τ

α
3 )|‖W − Ŵ |‖ ≤ 1

2
|‖W − Ŵ |‖,

якщо τ ≤ τ2(r), де τ2(r) таке, що C(r)(τ
3−α
12

2 + τ
α
3

2 )r ≤ 1
2 .

З оцiнки (22) отримуємо також оцiнку |‖Φ(θ)|‖ ≤ C∗. Звiдси маємо

|‖Φ(W )|‖ ≤ |‖Φ(W )− Φ(θ)|‖+ |‖Φ(θ)|‖ ≤ r

2
+ C∗.
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Задача дифузiї з вiльною межею

Далi, спочатку вiзьмемо r достатньо великим: r = 2C∗, а потiм, для вже зафiк-
сованого r, покладемо τ = min{τ1(r, ε), τ2(r)}. Тодi

|‖Φ(W )− Φ(Ŵ )|‖ ≤ 1
2
|‖W − Ŵ |‖, |‖Φ(W )|‖ ≤ r

для довiльних елементiв W , Ŵ ∈ Kr, i твердження Теореми 1 випливає з теореми
Банаха про нерухому точку стискального вiдображення.
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Classical solvability of a diffusion problem in solid with free boundary.

We consider a generalization of one-phase quasi-stationary Stefan problem with regard for the curvature
of the free boundary. The existence of a classical solution of initial-boundary problem with free boundary
for stationary system of elasticity and Laplace equation is proved. It is used the method of construction
of regularizer and the contraction mapping principle.
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ского решения начально-краевой задачи со свободной границей для стационарной системы теории
упругости и уравнения Лапласа. При этом используются метод построения регуляризатора и тео-
рема о неподвижной точке сжимающего отображения.
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ТРЕХ НЕЛИНЕЙНЫХ ИНВАРИАНТНЫХ
СООТНОШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ГИРОСТАТА
С ПЕРЕМЕННЫМ ГИРОСТАТИЧЕСКИМ МОМЕНТОМ

Рассмотрена задача о движении гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил в
предположении, что гиростатический момент зависит от времени. Получено новое решение урав-
нений движения, характеризующееся специальным классом трех нелинейных инвариантных соот-
ношений.
Ключевые слова: инвариантное соотношение, гиростат, гиростатический момент.

1. Введение.Классическая задача о движении тяжелого твердого тела, которую
исследовали многие ученые (см. обзоры [1, 2]) получила многочисленные обобщения,
среди которых отметим обобщения в предположении постоянства гиростатического
момента [3-5], а также обобщения, в которых учитывается переменность гиростати-
ческого момента [6-14]. Актуальность изучения движения гиростата с переменным
гиростатическим моментом обусловлена не только практическим использованием
результатов в управлении движением технических объектов, но и получением новой
информации о свойствах интегральных многообразий уравнений динамики гироста-
та с переменным гиростатическим моментом.

В данной работе рассмотрена задача о движении неавтономного, намагничен-
ного и наэлектризованного гиростата в магнитном, электрическом и ньютоновском
полях под действием потенциальных и гироскопических сил. Ранее в этой задаче
исследовались, в основном, равномерные вращения, маятниковые и прецессионные
движения [9-12]. В статье поставлена задача изучения условий существования реше-
ний, которые характеризуются тремя нелинейными инвариантными соотношения-
ми специального вида [15-17]. Найдено новое решение уравнений класса Кирхгофа-
Пуассона [4] в случае переменного гиростатического момента. Проведен сравнитель-
ный анализ этого решения с решением в случае постоянного гиростатического мо-
мента [16].

2. Постановка задачи. Запишем уравнения движения гиростата под действием
потенциальных и гироскопических сил в векторном виде [4, 5]

ẋ = (x + λα−Bν)× ax + (s− Cν)× ν−Lα, (1)

ν̇ = ν × ax, λ̇ = L, (2)

где x = (x1, x2, x3) – момент количества движения гиростата в предположении поко-
ящихся носимых тел; ν = (ν1, ν2, ν3) – единичный вектор, указывающий направление
магнитного поля; α = (α1, α2, α3) – единичный вектор; λ = λ(t) – величина гироста-
тического момента λ = λ(t)α; L – проекция момента действующих на носимое тело
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сил на ось вращения; a – гирационный тензор; B и C – постоянные симметричные
матрицы третьего порядка; s = (s1, s2, s3) – постоянный вектор, сонаправленный с
вектором обобщенного центра масс.

Уравнения (1), (2) допускают первые интегралы

ν · ν = 1, (x + λα) · ν − 1
2
(Bν · ν) = k, (3)

где k – произвольная постоянная.
Выберем в качестве подвижной системы координат главную систему координат,

т.е. положим a = diag(a1, a2, a3). Следуя работам [15-17] будем предполагать, что в
этой системе координат выполняются условия

B = diag(B1, B2, B3), C = diag(C1, C2, C3), α = (1, 0, 0), s = (s1, 0, 0). (4)

Исключая L = λ̇ в уравнении (1) и учитывая (4), из (1), (2) имеем

ẋ1 = (a3 − a2)x2x3 − λ̇ + a2B3x2ν3 − a3B2x3ν2 + (C3 − C2)ν2ν3, (5)

ẋ2 = (a1 − a3)x3x1 − a3x3λ + a3B1x3ν1 − a1B3x1ν3 + (C1 − C3)ν3ν1 − s1ν3, (6)

ẋ3 = (a2 − a1)x1x2 + a2x2λ + a1B2x1ν2 − a2B1x2ν1 + (C2 − C1)ν1ν2 + s1ν2, (7)

ν̇1 = a3x3ν2 − a2x2ν3,

ν̇2 = a1x1ν3 − a3x3ν1,

ν̇3 = a2x2ν1 − a1x1ν2.

(8)

Из второго соотношения системы (3) следует

(x1 + λ)ν1 + x2ν2 + x3ν3 − 1
2
(B1ν

2
1 + B2ν

2
2 + B3ν

2
3) = k. (9)

Поскольку система (5)-(8) не замкнута относительно неизвестных величин x1, x2,
x3, ν1, ν2, ν3, λ, то её интегрирование возможно только на заданных инвариантных
соотношениях (см., например [9-14]).

В данной статье по аналогии с подходом [15-17] зададим три инвариантных со-
отношения

x1 = g1(ν1), x2 = ν2g2(ν1), x3 = ν3g3(ν1), (10)

где функции gi(ν1) (i = 1, 2, 3) либо заданы, либо подлежат определению. Тогда на
инвариантных соотношениях (10) при заданных функциях gi(ν1) уравнения Пуас-
сона

ν̇1 = ν2ν3(a3g3(ν1)− a2g2(ν1)),
ν̇2 = ν3(a1g1(ν1)− a3ν1g3(ν1)),
ν̇3 = ν2(a2ν1g2(ν1)− a1g1(ν1)),

(11)

следующие из уравнений (8) интегрируются в квадратурах [15]

ν2
2(ν1) = 2

∫
a1g1(ν1)− a3ν1g3(ν1)
a3g3(ν1)− a2g2(ν1)

dν1, ν2
3 = 1− ν2

1 − ν2
2(ν1). (12)
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Для получения решения уравнений (5)-(7) в окончательном виде необходимо соот-
ношения (10), (12) подставить в эти уравнения. В статьях [15-17] данная проблема
исследуется для случая постоянного гиростатического момента. Здесь будем пред-
полагать, что λ(t) 6= const.

3. Редукция уравнений (5)-(7). Из соотношения (9) определим

λ =
1
ν1

[
k + ν1

(1
2
B1ν1 − g1(ν1)

)
+ ν2

2

(1
2
B2 − g2(ν1)

)
+ ν2

3

(1
2
B3 − g3(ν1)

)]
. (13)

Подставим выражение (13) в уравнения (6) и (7)

ν1g2(ν1)(a3ν1g2(ν1)− a1g1(ν1)) + ν1ν
2
2g′2(ν1)(a2g2(ν1)− a3g3(ν1))+

+ a1ν1g1(ν1)(g3(ν1)−B3)− a3g3(ν1)
[
k − 1

2
B1ν

2
1 + ν2

2

(1
2
B2 − g2(ν1)

)
+

+ ν2
3

(1
2
B3 − g3(ν1)

)]
− s1ν1 + (C1 − C3)ν2

1 = 0, (14)

ν1g3(ν1)(a1g1(ν1)− a2ν1g2(ν1)) + ν1ν
2
3g′3(ν1)(a2g2(ν1)− a3g3(ν1))+

+ a1ν1g1(ν1)(B2 − g2(ν1)) + a2g2(ν1)
[
k − 1

2
B1ν

2
1 + ν2

2

(1
2
B2 − g2(ν1)

)
+

+ ν2
3

(1
2
B3 − g3(ν1)

)]
+ s1ν1 + (C2 − C1)ν2

1 = 0. (15)

Поскольку соотношение (13) представляет собой первый интеграл уравнений (5)-
(8), то в качестве редуцированной системы можно принять систему уравнений (11),
(13)-(15). Интегралом этой системы служит кинематическое соотношение ν2 = 1. В
силу равенств (12) из уравнений (14), (15) получим

2
[
ν1g

′
2(ν1)(a2g2(ν1)− a3g3(ν1))− a3g3(ν1)

(1
2
(B2 −B3) + g3(ν1)−

− g2(ν1)
)] ∫

a1g1(ν1)− a3ν1g3(ν1)
a3g3(ν1)− a2g2(ν1)

dν1 + ν1g2(ν1)(a3ν1g3(ν1)−

− a1g1(ν1)) + a1ν1g1(ν1)(g3(ν1)−B3)− a3g3(ν1)
[
k +

1
2
B3 − g3(ν1)−

− ν2
1

(1
2
(B1 + B3)− g3(ν1)

)]
− s1ν1 + (C1 − C3)ν2

1 = 0, (16)

2
[
ν1g

′
3(ν1)(a3g3(ν1)− a2g2(ν1)) + a2g2(ν1)

(1
2
(B2 −B3) + g3(ν1)−

− g2(ν1)
)] ∫

a1g1(ν1)− a3ν1g3(ν1)
a3g3(ν1)− a2g2(ν1)

dν1 + ν1g3(ν1)(a1g1(ν1)−

− a2ν1g2(ν1)) + ν1(1− ν2
1)g′3(ν1)(a2g2(ν1)− a3g3(ν1))+

+ a1ν1g1(ν1)(B2 − g2(ν1)) + a2g2(ν1)
[
k +

1
2
B3 − g3(ν1)−

− ν2
1

(1
2
(B1 + B3)− g3(ν1)

)]
+ s1ν1 + (C2 − C1)ν2

1 = 0. (17)
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Очевидно, имеют место различные варианты исследования уравнений (16), (17).
Например, если задать дифференциальную функцию g1(ν1), то уравнения (16), (17)
будут являться двумя интегро-дифференциальными уравнениями на функции g2(ν1),
g3(ν1). Условия на параметры задачи и функции g2(ν1), g3(ν1), при которых суще-
ствует решение указанных уравнений, и будут являться условиями существования
для уравнений (5)-(8) инвариантных соотношений (10).

4. Новое решение. Приведем пример разрешимости уравнений (14), (15) в
классе полиномиальных функций по вспомогательной переменной ν1. Следуя рабо-
те [16], будем находить условия существования решений следующего вида

ν2
2(ν1) = α0 + α1ν1 + α2ν

2
1 , ν2

3(ν1) = (1− α0)− α1ν1 − (1 + α2)ν
2
1,

g1(ν1) = p0 + p1ν1 + p2ν
2
1 , g2(ν1) = q0 + q1ν1, g3(ν1) = r0 + r1ν1.

(18)

Подставим выражения (18) в формулу (13)

λ(t) =
1
ν1

[Λ0 + ν1(λ0 + λ1ν1 + λ2ν
2
1)], (19)

где

Λ0 = k +
1
2
B3 +

α0

2
(B2 −B3)− α0q0 − r0(1− α0),

λ0 =
α1

2
(B2 −B3)− p0 − α0q1 − α1q0 − r1(1− α0) + r0α1,

λ1 =
1
2
(B1 −B3) +

α2

2
(B2 −B3)− p1 − α2q0 + α1(r1 − q1) + r0(1 + α2),

λ2 = r1 − p2 + α2(r1 − q1).

(20)

Отметим, что запись λ(t) в виде (19) обусловлена свойством функции λ(t), которое
будет получено в дальнейшем.

Внесем функции (18) в уравнения (14), (15) и потребуем, чтобы полученные
равенства были тождествами по переменной ν1. Тогда получим Λ0 = 0, т.е. в силу
(20) имеем условие на постоянную k

k = α0

(
q0 +

B3 −B2

2
− r0

)
+ r0 − 1

2
B3. (21)

Следовательно, функция (19) становиться квадратичной функцией по ν1

λ(t) = λ0 + λ1ν1 + λ2ν
2
1 . (22)

Получение функции λ(t) в виде (22) позволяет использовать исходные уравнения
(5)-(7) и систему (11).

Внесем выражения (10), (18), (22) в уравнение (5) и потребуем, чтобы полученное
равенство было тождеством по ν1. Тогда имеет место следующая система условий:

2a2α2q
2
1 + 2a3(1 + α2)r2

1 − q1r1(a2 + a3)(1 + 2α2) = 0,

p1(a3r1 − a2q1) + 2(p2 + λ2)(a3r0 − a2q0) + λ1(a3r1 − a2q1)+
+(a2 − a3)(q0r1 + q1r0)− a2B3q1 + a3B2r1 = 0,

(p1 + λ1)(a3r0 − a2q0) + q0r0(a2 − a3)− a2B3q0 + a3B2r0 + C2 − C3 = 0.

(23)
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Подставим функции (10), (18) во второе уравнение системы (11) и учтем тре-
тье уравнение этой системы. Полученное равенство является тождеством по ν1 при
выполнении равенств

a1p2 + a2α2q1 − a3(1 + α2)r1 = 0,

2a1p1 − 2a3(1 + α2)r0 + α1(a2q1 − a3r1) + 2a2α2q0 = 0,

2a1p0 − α1(a3r0 − a2q0) = 0.

(24)

Анализ уравнений (23), (24) целесообразно проводить после рассмотрения допол-
нительных условий, которые находим подстановкой выражений (10), (18), (22) в
уравнения (6), (7). Часть этих условий имеет достаточно простой вид

r1(a2 + a3)− 2a2q1 = 0, q1(a2 + a3)− 2a3r1 = 0. (25)

В силу предположения q1 6= 0, r1 6= 0 из (25) следуют равенства

a3 = a2, r1 = q1. (26)

Первое равенство из системы (23) на основании условий (26) становится тождеством,
а из первого равенства системы (24) следует следующее значение p2

p2 =
a2q1

a1
(27)

Равенства (26), (27) позволяют упростить систему уравнений (11)

ν̇1 = a2(r0 − q0)ν2ν3,

ν̇2 = ν3[a1p0 + (a1p1 − a2r0)ν1],
ν̇3 = ν2[−a1p0 + (a2q0 − a1p1)ν1].

(28)

Так как постановка задачи проводилась с учетом условия ν1 6= const, то из пер-
вого уравнения системы (28) следует, что r0 6= q0.

Из второго и третьего уравнений системы (24) найдем

p0 =
α1a2(r0 − q0)

2a1
, p1 =

a2

a1
[(1 + α2)r0 − α2q0]. (29)

Второе равенство из системы (23) позволяет определить разность

r0 − q0 =
B3 −B2

2
. (30)

Если вновь обратимся к системе условий, которая вытекает из уравнения (6) в силу
(10), (18), (26), то установим равенство

4(1 + α2)(q0 − r0) = (2 + α2)B2 − (1 + α2)B3 −B1. (31)

Условие совместимости уравнений (30), (31) приводит к выражению для α2:

α2 =
B3 −B1

B2 −B3
. (32)
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Равенства (26), (27), (29), (30), (32) позволяют существенно упростить дальнейшие
выкладки получения решения (10), (18), (22). Используя указанный выше полуоб-
ратный метод исследования условий существования этого решения, а также форму-
лы (20)-(22), (26)-(30), (32), получим

λ(t) = λ0 + λ1ν1 + λ2ν
2
1 , (33)

x1 = p0 + p1ν1 + p2ν
2
1 , x2 = ν2(q0 + q1ν1), x3 = ν3(r0 + q1ν1), (34)

ν2
2 = α0 + α1ν1 + α2ν

2
1 , ν2

3 = (1− α0)− α1ν1 − (1 + α2)ν2
1 , (35)

ν̇1 =
a2κ0

2

√
(α0 + α1ν1 + α2ν2

1)[(1− α0)− α1ν1 − (1 + α2)ν2
1 ], (36)

где

κ0 = B3 −B2, σ0 = B2 −B1, δ0 = B3 −B1, λ0 = −a2α1κ0

4a1
− q1,

λ1 = −(a1 − a2)
a1κ0

[r0σ0 − q0σ0], λ2 =
(a1 − a2)

a1
q1, p0 =

a2α1κ0

4a1
,

p1 =
a2

a1
[(1 + α2)r0 − α2q0], p2 =

a2q1

a1
,

q0 =
1

2a2κ0
[a2(B1 + B2)κ0 + 4(C2 − C3)], r0 = q0 +

κ0

2
, (37)

α0 =
1

8a2q2
1κ

2
0

{4q2
1[κ0(2a2(B1 + B3)− a1(B2 + B3)) + 8(C3 − C1)]−

−16s1κ0q1 − (B2 + B3)[a2κ0σ0δ0 + 4C1κ0 − 4C2δ0 + 4C3σ0]},

α1 =
1

2a2q1κ2
0

[4a1κ0q
2
1 + a2κ0σ0δ0 + 4C1κ0 − 4C2δ0 + 4C3σ0], α2 = − δ0

κ0
.

5. Анализ решения (33)-(36). Проведем анализ свойств решения (33)-(36),
существующего при условиях (37). Одним из основных свойств является то обсто-
ятельство, что параметр q1 принимает произвольные значения. Из вида функций
ν2
2(ν1) и ν2

3(ν1) из равенств (35) следует, что действительности решения (33)-(36)
можно добиться, выбирая малые положительные значения параметра α0, так как
при этом выполняются неравенства ν2

2(0) > 0, ν2
3(0)>0. Из вида дифференциального

уравнения (36) следует, что обращение интеграла

ν1∫

ν
(0)
1

dν1√
(α0 + α1ν1 + α2ν2

1)[(1− α0)− α1ν1 − (1 + α0)ν2
1 ]

=
a2κ0

2
(t− t0) (38)

приводит к эллиптической функции ν1(t). Следовательно, и решение (33)-(35) ха-
рактеризуется тем, что оно выражается эллиптическими функциями времени.
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Поскольку в данном решении гирационный тензор имеет вид a = diag(a1, a2, a2),
а вектор s = (s1, 0, 0), то обобщенный центр масс гиростата лежит на перпендикуля-
ре к круговому сечению гирационного эллипсоида. Это свойство отличает решение
(33)-(36) от решения [16], в котором a1 = a2 = a3 = a∗(гирационный эллипсоид –
сфера). Анализ соотношений (37) показывает, что в полученном решении нет усло-
вий на параметры ai, Bi, Ci. Решение [16] существует при выполнении условия

a∗(B1−B2)(B2−B3)(B3−B1)−4C1(B2−B3)−4C2(B3−B1)−4C3(B1−B2) = 0, (39)

т.е. в нем имеются ограничения на параметры ai, Bi, Ci уравнений Кирхгофа и усло-
вия на параметр s1.

Общими чертами в условиях существования решения (33)-(37) и решения [16]
служит значение параметра α2. Если в системе (37) положить a1 = a2, то функция
λ(t) = λ0 = const. Поэтому найденное решение теряет смысл для сферического
гиростата с переменным гиростатическим моментом.

Если решение (33)-(37) рассматривать для классической задачи о движении ги-
ростата под действием силы тяжести, т.е. считать Bi = 0, Ci = 0 (i = 1, 3), то,
например, последние три равенства из (37) невозможны. Поэтому полученное реше-
ние не имеет места для этой задачи.
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А.М. Maznev
About one class of three nonlinear invariant correlations of gyrostat motion equations with
a variable gyrostatic moment.

The problem of gyrostat motion under the action of potential and gyroscopic forces in the assumption
that gyrostatic moment depends on time is considered. The new decision of motion equations which is
characterized by special class of three nonlinear invariant correlations is got.

Keywords: invariant correlation, gyrostat, gyrostatic moment.
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Про один клас трьох нелiнiйних iнварiантних спiввiдношень рiвнянь руху гiростата iз
змiнним гiростатичним моментом.

Розглянуто задачу про рух гiростата пiд дiєю потенцiйних i гiроскопiчних сил в припущеннi, що
гiростатичний момент залежить вiд часу. Отримано новий розв’язок рiвнянь руху, який характе-
ризується спецiальним класом трьох нелiнiйних iнварiантних спiввiдношень.
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ОБ ЭКСТРЕМАЛЬНОМ РАДИУСЕ ПОМПЕЙЮ
ДЛЯ ШАРОВЫХ СЕГМЕНТОВ, СОДЕРЖАЩИХ ПОЛУШАР

Найдено значение наименьшего радиуса шара, в котором данное множество является множеством
Помпейю. В качестве множества рассматривается каждый шаровой сегмент с высотой, большей
радиуса. Полученное значение существенно уточняет известные ранее оценки.
Ключевые слова: экстремальный вариант проблемы Помпейю, радиус Помпейю, множество
Помпейю, шаровой сегмент.

Введение и формулировка основного результата. Всюду в работе через Rn

обозначается вещественное евклидово пространство размерности n > 3 с евклидовой
нормой | · |. Группу движений Rn будем обозначать через M(n). Mot(A, B) = {λ ∈
M(n) : λA ⊂ B} – часть группы движений, оставляющая A внутри B. BR = {x ∈
Rn : |x| < R} – шар радиуса R. Для непустого открытого множества B ⊂ Rn под
Lloc(B) будем понимать класс локально интегрируемых на B функций.

Компактное множество A ⊂ Rn называется множеством Помпейю в B, если из
того, что комплекснозначная f ∈ Lloc(B), для которой

∫
λA f(x) dx = 0 для всех

λ ∈ Mot(A,B), следует, что f равна нулю почти всюду в B. Совокупность всех
множеств Помпейю в B будем обозначать через Pomp(B).

Классическая проблема Помпейю об описании класса Pomp(Rn) изучалась во
многих работах, см. обзоры [1], [2] с обширной библиографией. Из результата Ви-
льямса ([3]) следует, что если граница множества A липшицева, гомеоморфна сфере,
но не вещественно аналитическая, то A ∈ Pomp(Rn).

Если же некоторое множество A ∈ Pomp(Rn), то возникает вопрос, будет ли A ∈
Pomp(BR) при достаточно большом R? В [4] В.В. Волчков получил утвердительный
ответ на этот вопрос. В связи с этим в [5] поставлена

Проблема. Для данного A найти P(A) = inf{R > 0: A ∈ Pomp(BR)}.
Величину P(A) естественно называть экстремальным радиусом Помпейю (или

просто радиусом Помпейю) для множества A.
Ряд результатов, содержащих оценки сверху для величины P(A), получены

К.А. Беренстейном и Р. Гэем, см. [6]. В [4-5], [7-9] содержится достаточно полная
история данного вопроса и близких к нему.

В работе для каждого шарового сегмента Sh = {x ∈ Rn : |x| 6 1, xn > 1 − h},
содержащего полушар, найден экстремальный радиус Помпейю, то есть получена

Теорема 1. Для каждого h ∈ (
1; 2

)
значение

P(Sh) = R(h)
опр.
=

{√
8h− 3h2/2, 1 < h 6 8/7;

h, 8/7 < h < 2.
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1. Описание группы SO(n). Вращениями евклидова пространства Rn назы-
вают линейные преобразования g этого пространства, не меняющие его ориентации
и оставляющие инвариантным расстояние точек от начала координат: |gx| = |x|.
Вращения n-мерного пространства Rn образуют группу, которая обозначается че-
рез SO(n). Инвариантная нормированная мера на группе SO(n) имеет вид

dτ = An

n−1∏

k=1

k∏

j=1

sinj−1 θk
j dθk

j , где An =
n∏

k=1

Γ(k/2)
2πk/2

, (1)

а θk
j , 1 6 k 6 n− 1, 1 6 i 6 k – углы Эйлера вращения g (см. [10, с. 434]).
Пусть далее T (g) – квазирегулярное представление группы SO(n), то есть

(T (g)f)(σ) = f(g−1σ) для любых f ∈ L2(S), σ ∈ S = {x ∈ Rn : |x| = 1}, g ∈ SO(n)
(см. [10, с. 442]). Обозначим T k(τ) – сужение квазирегулярного представления на
пространство Hk однородных гармонических полиномов степени k, рассматривае-
мое как подпространство L2(S) (см. [10, с. 446]).

Пусть {Y (k)
l }, 1 6 l 6 dk – фиксированный ортонормированный базис в про-

странстве Hk, {tklp} – матрица представления T k(τ), то есть

(
T k(τ)Y (k)

l

)
(σ) = Y

(k)
l (τ−1σ) =

dk∑

p=1

tklp(τ)Y (k)
p (σ), σ ∈ S. (2)

При k = 0 имеем dk = 1, Y
(k)
1 (σ) = 1, tk11(τ) = 1 для всех σ ∈ S, τ ∈ SO(n). При

n = 2 и k > 1 всюду в дальнейшем будем использовать следующий базис в Hk:
Y

(k)
1 (σ) = (σ1 + iσ2)k, Y

(k)
2 (σ) = (σ1 − iσ2)k. Если τ – вращение на угол θ в R2, то

для этого базиса tk11(τ) = e−ikθ, tk22(τ) = e−ikθ, tk12(τ) = tk21(τ) = 0.
Всякой функции f ∈ Lloc(BR) соответствует ряд Фурье

f(x) =
∞∑

k=0

dk∑

l=1

fkl(ρ)Y (k)
l (σ), ρ ∈ (0, R), (3)

где

fkl(ρ) =
∫

S
f(ρσ)Y (k)

l (σ)dω(σ) (4)

(здесь и далее dω – нормированная поверхностная мера на S).
При n = 2 из последнего равенства имеем

fkl(ρ)Y (k)
l (σ) =

∫

SO(2)
f(τ−1x)tkll(τ) dτ. (5)

В [11, с. 30] получена аналогичная формула для n > 3:
Лемма (1.1.1 из [11]). Пусть n > 3, f ∈ Lloc(BR). Тогда

fkl(ρ)Y (k)
p (σ) = dk

∫

SO(n)
f(τ−1x)tklp(τ) dτ. (6)
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Отметим также следующие интегральные формулы (см. [5, Глава 1, § 2.1]). Пусть
0 6 r < R 6 ∞. Тогда для любой f ∈ L(Br,R) (здесь и далее используем обозначение
для шарового слоя Br,R = {x ∈ Rn : r < |x| < R}) выполняется следующее равенство

∫

Br,R

f(x) dx =
∫ R

r
ρn−1 dρ

∫

S
f(ρσ) dω(σ). (7)

Кроме этого, для любой функции f ∈ L(S) верно

1
ωn−1

∫

S
f(σ) dω(σ) =

∫

SO(n)
f(τe1) dτ, (8)

где ωn−1 =





nπn/2

(n/2)! если n четное,
2nπ(n−1)/2

(
(n−1)/2

)
!

(n−1)! если n нечетное
– площадь единичной сферы S в

Rn, e1 = (1, 0, . . . , 0).
2. Геометрические конструкции. Для множества A из Rn рассмотрим вели-

чину r∗(A) = inf{R > 0 : Mot(A,BR) 6= ∅}. Отметим, что

r∗(Sh) =

{√
1− h2, h ∈ (0, 1);

1, h > 1.

Из определений r∗(A) и Mot(A,BR) следует, что для произвольного компакта A
множество Mot(A,BR) 6= ∅ тогда и только тогда, когда R > r∗(A).

Рассмотрим граничные положения Sh в BR и определим диапазон расстояний
от центра шара BR до точек единичной сферы и нижнего основания сегмента Sh, а
также соотношения между ними для различных h > 1.

Расстояние от центра шара, частью которого является рассматриваемый сег-
мент, до основания Sh равно h−1, поэтому радиус основания равен

√
1− (h− 1)2 =√

2h− h2. Минимальное расстояние от центра шара BR до этого основания равно
max{0;R − h}. А максимальное такое расстояние равно

√
R2 − (2h− h2) =√

R2 + h2 − 2h.
Максимальное расстояние до точек сферической границы сегмента равно радиу-

су шара R, а минимальное такое, при котором сфера помещается в шар – max
{
0, h−√

R2 + h2 − 2h
}
.

В дальнейшем необходимо будет воспользоваться решением неравенства, левой и
правой частями которого будут некоторые только что найденные выражения. Итак,
рассмотрев уравнение

√
R2 + h2 − 2h = h−√R2 + h2 − 2h, получаем решение R0 =√

8h− 3h2/2. Таким образом, если R > R0, то h −√R2 + h2 − 2h <
√

R2 + h2 − 2h.
Рассмотрев уравнение R0 = h, имеем h0 = 8/7.

3. Некоторые классы функций и их свойства. В работе будут использо-
ваться следующие стандартные обозначения. Для m ∈ N под Cm(B) будем пони-
мать класс функций, все частные производные порядка до m включительно кото-
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рых (включая смешанные) непрерывны, C(B) – класс непрерывных на B функций,

C∞(B) =
∞⋂

m=1
Cm(B).

Пусть множество B ⊂ Rn – открытое. Рассмотрим класс функций P(A,B), со-
стоящий из таких функций f ∈ Lloc(B), для которых равенство

∫

λA
f(x) dx = 0 (9)

верно для всех λ ∈ Mot(A,B). Добавляя гладкость, получим классы функций
Pm(A,B) = P(A,B) ∩ Cm(B), m ∈ N, P∞(A,B) = P(A,B) ∩ C∞(B) и P0(A,B) =
P(A,B) ∩ C(B).

Сначала отметим одно простое свойство указанных классов функций. Для лю-
бых двух функций f, g ∈ Pm(A,B), где m = {0, 1, . . . ,∞} или f, g ∈ P(A,B) и для
произвольных двух чисел α, β ∈ C функция αf +βg ∈ Pm(A,B), или, соответствен-
но, принадлежит P(A,B). Это утверждение следует из линейности пространств
гладких и интегрируемых функций Cm(B), Lloc(B) и из линейности интеграла.

Непосредственно из определения классов P(A,BR) и Pm(A,BR) следует
Лемма 1. Если f(x) принадлежит одному из P(A,BR) или Pm(A,BR), то для

любого движения λ ∈ M(n) такого, что |λ~0| < δ (~0 = (0, . . . , 0) – начало отсчета),
функция f(λx) принадлежит, соответственно, P(A,BR−δ) или Pm(A,BR−δ).

Кроме того, классы P(A,B) и Pm(A,B) можно рассматривать как множества
решений уравнений свертки f ∗χA = 0 из классов Lloc(B) и Cm(B), соответственно.

Лемма 2. Пусть f ∈ Pm(A,B), m > 1. Тогда все частные производные функции
f принадлежат Pm−1(A,B).

Доказательство. Зафиксируем λ ∈ Mot(A,B) и рассмотрим функцию ψ(x) =∫
Rn f(y)χx−λA(x − y) dy =

∫
λA f(y) dy ≡ 0, так как f ∈ Pm(A,B). С другой сторо-

ны, сделав в интеграле замену t = x − y, получаем ψ(x) =
∫
Rn f(x + t)χx−λA(t) dt.

Дифференцируя последнее равенство по j-той переменной xj , получаем ∂ψ(x)
∂xj

=
∫
Rn

∂f(x+t)
∂xj

χx−λA(t) dt =
∫
Rn

∂f(y)
∂xj

χx−λA(x − y) dy =
∫
λA

∂f(y)
∂xj

dy ≡ 0. Последнее ра-

венство как раз и означает ∂f
∂xj

∈ Pm−1(A,B), j ∈ 1, n. ¤
Лемма 3. Пусть R > r∗(Sh), функция f ∈ P(Sh,BR) (f ∈ Pm(Sh,BR)). То-

гда каждое слагаемое ряда (3), доопределенное в точке x = 0 по непрерывности,
принадлежит тому же классу. То есть при всех k > 0; 1 6 l, p 6 dk функции
fkl(ρ)Y (k)

p (σ) ∈ P(Sh,BR) (соответственно fkl(ρ)Y (k)
p (σ) ∈ Pm(Sh,BR)).

Доказательство. Путем непосредственных вычислений, используя (6) и инвари-
антность P(Sh,BR) относительно вращений, получаем, что для любого

λ ∈ Mot(Sh,BR) верно
∫
λSh

fkl(ρ)Y (k)
p (σ) dx =

∫
λSh

[
dk

∫
SO(n) f(τ−1x)tklp(τ) dτ

]
dx =

= dk

∫
SO(n)

[ ∫
λSh

f(τ−1x) dx

]
tklp(τ) dτ = 0, что в данном случае означает принадлеж-

ность классу P(Sh,BR). Для доказательства принадлежности Pm(Sh,BR) заметим,
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что произведение непрерывно дифференцируемых функций является непрерывно
дифференцируемой функцией. ¤

4. Вспомогательные утверждения. Для получения основного результата ра-
боты необходимо будет воспользоваться общим решением некоторого функциональ-
ного уравнения, впервые рассмотренного в работе [12].

Теорема (3.4.4 в [11]). Пусть 0 < δ < 1, f ∈ C(B1−δ,1+δ) и при всех u, v ∈ S,
w ∈ Bδ имеет место равенство

f(w + u) + f(w − u) = f(w + v) + f(w − v). (10)

Тогда
f(x) = C1|x|2 + C2xy + C3, (11)

где y ∈ S. Обратно, всякая функция вида (11) удовлетворяет равенству (10).
Лемма 4. Пусть R > r∗(Sh), функция f ∈ P∞(Sh,BR). Тогда f удовлетворя-

ет (10) при всех u, v ∈ S и w ∈ BR−1.
Доказательство. Достаточно получить (10) при w = 0, так как общий случай

получается из этого сдвигом.
Пусть S′h = {x ∈ Rn : |x| = 1, xn > 1 − h} – боковая поверхность шарового

сегмента Sh, S′′h = {x ∈ Rn : |x| 6 1, xn = 1 − h} – основание Sh. Таким образом,
граница ∂Sh = S′h ∪ S′′h.

Для интегрируемой вектор-функции ~f = (f1, . . . , fn) : Rn → Rn поверхностный
интеграл второго рода связан с поверхностным интегралом первого рода формулой
(см., например, [13, §15.8])

∫
∂Sh

(
f1(x) dx2 ∧ . . . ∧ dxn + . . . + fn dx1 ∧ . . . ∧ dxn−1

)
=∫

∂Sh

(
f1(x)σ1 + . . . + fn(x)σn

)
dω(σ).

С другой стороны, по формуле Гаусса-Остроградского, имеем
∫

∂Sh

(
f1(x) dx2∧ . . .∧dxn + . . .+fn dx1∧ . . .∧dxn−1

)
=

∫

Sh

(
∂f1

∂x1
+ . . .+

∂fn

∂xn

)
dx. (12)

Таким образом, для любого j 6= n и f ∈ P∞(Sh,BR) имеем
∫

S′h
f(g−1σ)σj dω(σ) +

∫

S′′h
f(g−1σ)σj dω(σ) =

∫

Sh

∂

∂xj
f(g−1x) dx = 0

для всех g ∈ SO(n). Но так как на S′′h все σj = 0, j = 1, 2, . . . , n− 1, то
∫

S′h
f(g−1σ)σj dω(σ) = 0. (13)

Умножая обе части равенства (13) на tklp(g) и интегрируя на SO(n), из (5) и (6)

получаем fkl(1)
∫
S′h

σjY (σ) dω(σ) = 0 при Y = Y
(k)
p , 1 6 p 6 dk, а значит и при всех

Y ∈ Hk. Если k четно, последний интеграл не равен нулю при Y (σ) = (σn−1 + iσn)k,
откуда fkl(1) = 0. Тогда все слагаемые ряда (3) для функции f(x)+f(−x) при k > 1
равны нулю, откуда следует утверждение леммы 4. ¤
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Лемма 5. Пусть R > 1 и f ∈ P∞(Sh,BR) : f = C при |x| > 2−R. Тогда
∫

B̃

(
f(x1, . . . , xn−1, 0)− C

)
dx1 . . . dxn−1 = 0, (14)

где B̃ = B ∩ {xn = 1 − h} = {x ∈ Rn−1 : x2
1 + . . . + x2

n−1 6 2h − h2, xn = 1 − h} –
основание рассматриваемого шарового сегмента Sh.

Доказательство. Для таких δ > 0, что cos δ > h− 1 рассмотрим множества

S1 =
{

x ∈ Rn : |x| 6 1,−x1 tg δ − h− 1
cos δ

6 xn 6 x1 tg δ − h− 1
cos δ

}
,

S2 =
{

x ∈ Rn : |x| 6 1, x1 tg δ − h− 1
cos δ

6 xn 6 −x1 tg δ − h− 1
cos δ

}
,

S3 =
{

x ∈ Rn : |x| 6 1,−x1 tg δ − h− 1
cos δ

6 xn, x1 tg δ − h− 1
cos δ

6 xn

}
.

(15)

Отметим, что существует вращение gδ ∈ SO(n) такое, что gδSh = S1 ∪ S3, и g−δSh =
g−1
δ Sh = S2 ∪ S3. Так как f ∈ P∞(Sh,BR), то

∫
gδSh

f(x) dx = 0 и
∫
g−1

δ Sh
f(x) dx = 0.

Вычитая последние два равенства, получаем
∫

S1

f(x) dx =
∫

S2

f(x) dx. (16)

А так как вместе с f классу P∞(Sh,BR) принадлежит и любая производная от f ,
то, подставляя в (16) вместо f функцию ∂(f−C)

∂x1
= ∂f

∂x1
и переходя к пределу в этом

равенстве при δ → +0, по теореме о среднем, получаем
∫

B̃
x1

∂(f − C)
∂x1

(x1, . . . , xn−1, 0) dx1 . . . dxn−1 = 0. (17)

Используя формулу интегрирования по частям и условие, что f = C в |x| > 2− R,
получаем (14). ¤

Зададим гиперплоскости в Rn через единичный вектор нормали и расстояние до
начала координат: ξσ,d = {x ∈ Rn : (σ, x) = d}, где d ∈ R+ и σ ∈ S. Пусть f ∈ L1(Rn).
Тогда преобразование Радона Rf может быть рассмотрено как функция на S× R+

и определено по формуле

Rf(σ, d) =
∫

ξσ,d

f(x) dmn−1(x), (18)

где dmn−1 – (n− 1)-мерная мера. По теореме Фубини видно, что преобразование R
определено для всех σ ∈ S и почти всех d ∈ R+.

Лемма (Следствие 1.8.2 в [5]). Пусть g ∈ C∞(R1) – четная с компактным
носителем. Тогда существует радиальная функция f ∈ C∞(Rn) с компактным
носителем, для которой Rf(σ, d) = g(d) для всех σ ∈ S, d ∈ R.
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Лемма (Следствие 1.8.4 в [5]). Пусть r > 0 и f ∈ L1(Rn) такая, что
Rf(σ, d) = 0 для всех σ ∈ S и почти всех d ∈ (r,+∞). Если существует множе-
ство Ω ⊂ (r,+∞) положительной меры такое, что f(x) = 0 в {x ∈ Rn : |x| ∈ Ω},
тогда f = 0 в Br,+∞.

5. Доказательство основного результата. Перед тем, как перейти к дока-
зательству основного результата работы, рассмотрим следующие функции (см. [5,

Глава 1, § 3.3]) v(x) =

{
Ce1/(|x|2−1), |x| < 1;
0, |x| > 1,

где C =
(∫
B

e1/(|x|2−1) dx
)−1. Для любо-

го ε > 0 положим
ϕε(x) = ε−nv(x/ε). (19)

Отметим, что радиальная функция ϕε ∈ C∞(Rn) обладает свойствами: ϕε > 0,
supϕε = Bε, и

∫
Rn

ϕε(x) dx = 1.

Доказательство теоремы 1. Докажем сначала, что если R > R(h), то Sh ∈
Pomp(BR). Для этого достаточно показать, что P(Sh,BR) = {0}, то есть из того, что
f ∈ P(Sh,BR) следует, что f = 0.

Итак, считаем h ∈ (1, 2) фиксированным и R > R(h). Рассмотрим произвольную
f ∈ P(Sh,BR) и ε ∈ (0, R −R(h)). Тогда для ϕε, заданной формулой (19), функция
ψ = f ∗ ϕε ∈ P∞(Sh,BR−ε). Определенная таким образом ψ удовлетворяет лемме 4,
и по теореме 3.4.4 из [11] функция ψ является многочленом в B

h−
√

(R−ε)2+h2−2h ,R−ε
.

Подберем такой дифференциальный оператор D с постоянными коэффициентами,
чтобы ψD = Dψ = C в B

h−
√

(R−ε)2+h2−2h ,R−ε
. Кроме этого, ψD ∈ P∞(BR−ε), то есть

эта функция удовлетворяет условиям леммы 5. Доопределим ее нулем вне BR−ε.
Тогда, учитывая лемму 1, получаем, что интегралы от функции h = ψD−C по всем
гиперплоскостям равны нулю. Тогда по следствию 1.8.4 из [5] h = 0 в BR−ε, то есть
ψD = C. Но так как ψD ∈ P∞(BR−ε), то C = 0. Подобным образом получим, что все
коэффициенты многочлена ψ равны нулю, то есть ψ = 0. Используя стандартный
метод сглаживания (см, например, §1.3.3 в [5]), получаем f = 0 в BR.

Пусть теперь R ∈ (r∗(Sh), h). Тогда существует ε = h−R такое, что для любого
λ ∈ Mot(Sh,BR) выполняется Bε ⊂ λSh. Рассмотрим теперь функции

v2(x) =

{
Ce1/(|x|4−1), |x| < 1;
0, |x| > 1,

где C−1 =
∫

B
e1/(|x|4−1) dx (20)

и
ψε(x) = ε−nv2(x/ε). (21)

Если ϕε – функция определенная формулой (19), тогда f =
(
ψε(x) − ϕε(x)

) · χBε –
не равная нулю функция, принадлежащая P∞(Sh,BR).

При R 6 r∗(Sh) множество Mot(Sh,BR) = ∅, поэтому, очевидно, любая функция
f ∈ C∞(BR) принадлежит P∞(Sh,BR).

Осталось доказать, что для каждого h ∈ (1; 8/7) при R ∈ [h;
√

8h− 3h2/2) класс
P(Sh,BR) состоит не только из нулевой функции. Рассмотрим линейно независимые

169



П.А. Машаров

радиальные ненулевые функции g1, g2 ∈ C∞(Rn), которые обращаются в нуль при
|x| 6

√
R2 + h2 − 2h и при |x| > h − √R2 + h2 − 2h. Тогда существуют радиальные

функции f1, f2 такие, что их преобразования Радона Rfj(σ, |x|) = gj(x) для всех
σ ∈ S, x ∈ Rn, j = 1, 2 (см. следствие 1.8.2 из [5]). По следствию 1.8.4 из [5], f1 =
f2 = 0 для |x| > h − √R2 + h2 − 2h. Так как для рассматриваемых R выполняется
h − √

R2 + h2 − 2h >
√

R2 + h2 − 2h, то для любого λ ∈ Mot(Sh,BR) сегмент λSh

содержит сегмент S̃ шара Bh−√R2+h2−2h высоты h − 2
√

R2 + h2 − 2h с основанием,
параллельным основанию Sh. Рассмотрим не равную нулю функцию f = αf1 +
βf2, подобрав значения α и β таким образом, чтобы

∫
S̃ f(x) dx = 0. Эта ненулевая

функция f ∈ P(Sh,BR), так как
∫
λSh

f(x) dx =
∫
S̃ f(x) dx = 0. ¤

Отметим, что значение P(S1) найдено в [5], основной результат работы в случае
n = 2 был ранее получен в [14], а в случае n > 2 для всех h ∈ (

√
5 − 1, 2) – в [15].

Кроме того, из известных ранее результатов С.Беренстейна и Р.Гэя (см., например,
[6]) для h > 1 следовала лишь оценка P(Sh) < 2.

6. Некоторые применения. Теорема 1 позволяет получить достаточное усло-
вие замкнутости в пространстве Lp(BR) (1 6 p < ∞) системы функций

{χSh
(λ−1x) : λ ∈ Mot(Sh,BR)}. (22)

Теорема 2. Пусть h ∈ (1; 2), R > R(h). Тогда система функций (22) замкнута
в пространстве Lp(BR) при любом 1 6 p < ∞.

Отметим, что утверждение теоремы 2 теряет силу при p = ∞, так как ненулевые
тождественные константы не могут быть аппроксимированы указанным в теореме 2
способом.

Рассмотрим также применение теоремы 1 в теории отображений, сохраняющих
меру. Здесь под measE понимается мера Лебега множества E.

Теорема 3. Пусть h ∈ (1; 2), R > R(h) и f – C1-диффеоморфизм BR на об-
ласть Ω ⊂ Rn. Тогда если meas f(λSh) = measλSh ∀λ ∈ Mot(Sh,BR), то для любого
измеримого множества E ⊂ BR выполняется meas f(E) = measE.

Доказательства теорем 2 и 3 полностью повторяют доказательства аналогичных
теорем из [15].
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On Pompeiu radius for spherical segments containing the half ball.

Exact value for the smallest radius of the ball, in which the given set is a Pompeiu set is obtained in the
paper. The set is presented by the ball segment with the altitude is bigger then radius. The value in this
paper essentially improve the known results.
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ПЛОТНОСТИ УПАКОВОК НА ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ПЛОСКОСТИ

Рассмотрены некоторые примеры функций с нулевыми интегралами по всем гиперболическим кру-
гам одного фиксированного радиуса. Получены новые оценки плотностей укладок гиперболических
кругов.
Ключевые слова: шаровые средние, плотность укладки.

1. Введение. По поводу используемых ниже понятий и фактов, связанных с
гиперболической плоскостью, см. [1].

Пусть C – комплексная плоскость. Для множества A ⊂ C символами ∂A и Ā
обозначаются, соответственно, граница и замыкание A.

Пусть D = {z ∈ C : |z| < 1}. Группа Мёбиуса M(D) действует транзитивно
на D посредством конформных отображений (см., например, [2, гл. 2, §2.4]). Мёби-
усовы преобразования являются движениями в модели Пуанкаре гиперболической
плоскости, реализованной в виде круга D.

Группа M(D) изоморфна группе SU(1, 1), состоящей из матриц вида

g =
(

a b
b̄ ā

)
, где a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 = 1,

которая действует на D посредством отображений

gz =
az + b

b̄z + ā
, z ∈ D.

Гиперболическое расстояние d между точками z1, z2 ∈ D определяется равен-
ством

d(z1, z2) =
1
2

ln
|1− z̄1z2|+ |z2 − z1|
|1− z̄1z2| − |z2 − z1| , (1)

где черта означает комплексное сопряжение. Расстояние d и гиперболическая мера

dµ(z) =
dxdy

(1− |z|2)2 (2)

инвариантны относительно группы M(D).
Пусть G –измеримое по Лебегу множество в D. Символом meas(G) обозначим

гиперболическую меру множества G. Всюду в дальнейшем предполагается, что 0 <
meas(G) < +∞.

Семейство K = (K1, . . . , Ks) замкнутых подмножеств D называется упаковкой
(или укладкой) множества G, если

s⋃

j=1

Kj ⊂ G и meas(Ki ∩Kj) = 0 для всех 1 ≤ i, j ≤ s, i 6= j.

172



Плотности упаковок на гиперболической плоскости

Плотность d(G,K) этой упаковки определяется равенством

d(G,K) =
1

meas(G)

s∑

j=1

meas(Kj). (3)

Проблема оценки величины d(G,K) и ее евклидовых аналогов при различных G
и K изучалась многими авторами (см., например, [3]-[5] и библиографию к этим
работам). Наиболее часто рассматривался следующий частный случай.

Пусть K – заданное замкнутое подмножество Rn, 0 < meas(K) < +∞ и пусть M
– заданная подгруппа группыM(D). Обозначим через m(G,K, M) наибольшее коли-
чество непересекающихся образов λjK ⊂ G, λj ∈ M (то есть, meas(λjK)∩(λiK)) = 0
для λi 6= λjK). Требуется оценить сверху величину m(G,K, M) или, эквивалентно,
плотность d(G,K), где K = {λjK} является соответствующей упаковкой G. Для это-
го случая мы будем использовать обозначение d(G, K, M) вместо d(G,K). Очевидно

m(G,K, M) ≤
[ meas(G)
meas(K)

]
и d(G,K, M) ≤ meas(K)

meas(G)

[ meas(G)
meas(K)

]
,

где [t] – целая часть числа t ∈ R1. Эти оценки называют тривиальными. Один
из способов получения нетривиальных оценок для указанных величин предложил
Б.Д. Котляр (см. [6], а также [7]). Им было доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Предположим, что существует ненулевая функция f ∈ L∞(G),
для которой

∫

λK

f(z) dµ(z) = 0 для всех λ ∈ M таких, что λK ⊂ G. (4)

Тогда

m(G,K,M) ≤
[

1
meas(K)

(
meas(G)− 1

‖f‖L∞(G)

∫

G

f(z) dµ(z)

)]
. (5)

Таким образом, для получения нетривиальной оценки для m(G,K, M) или
d(G, K,M) важно иметь ненулевую функцию f , удовлетворяющую (4). Более того,
если запас таких функций окажется достаточно велик, можно надеяться на полу-
чение хорошей оценки, если взять в правой части (5) нижнюю грань по всем таким
f .

Гиперболическим кругом радиуса r > 0 с центром w ∈ D называется множество

Kr(w) := {z ∈ D : d(z, w) ≤ r}.
В случае, когда K – гиперболический круг, ненулевые функции с условием (4)

существуют (см., например, [5]) при любом M .
Для всякой области O ⊂ D символом Vr(O) обозначим множество всех функций

f ∈ L1,loc(O) таких, что ∫

Kr(w)

f(x) dµ(z) = 0 (6)
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для любого гиперболического круга Kr(w) ⊂ O (если O не содержит таких кругов,
то полагаем Vr(O) = L1,loc(O)).

Классы Vr(O) и различные их обобщения изучались во многих работах (см.,
например, [5], [8] и библиографию к этим работам). Известно, что класс Vr(D)∩C(D)
является достаточно широким, однако он не содержит ненулевых функций, быстро
стремящихся к нулю при |z| → 1.

В связи с этим изучались точные условия, описывающие допустимую скорость
убывания ненулевых функций класса Vr(O) вблизи Λ = ∂O∩ ∂D. Однако, несмотря
на активную работу в этой области, полученных точных результатов относительно
немного (см. обзор в работе [8]).

В данной работе строятся новые примеры функций класса Vr(D) (см. теорему
2 ниже). Это позволило получить нетривиальную оценку сверху для плотностей
упаковок шаров с радиусами, связанными с нулями некоторой целой функции(см.
теорему 3).

2. Вспомогательные сведения. Разложение Ивасавы группы SU(1, 1) имеет
вид SU(1, 1) = NAK, где

N =
{

ns =
(

1 + is −is
is 1− is

)
, s ∈ R1

}
, A =

{
at =

(
ch t sh t
sh t ch t

)
, t ∈ R1

}
,

и K = SO(2) – группа поворотов. Орбитами группы N являются орициклы, касаю-
щиеся ∂D в точке z = 1. Орбитами группы A являются дуги окружностей, прохо-
дящих через точки −1 и 1, содержащиеся в круге D. Из определений A и N видно,
что

at+τ = ataτ и nsat = atnse−2t (7)

для любых t, τ, s ∈ R1. Кроме того, из (1) получаем

d(0, at0) = d(0, tht) = t для всех t ∈ R1. (8)

Всякое z ∈ D имеет вид

z = nsat0 =
sh t− ise−t

ch t− ise−t
, (9)

где числа s, t ∈ R1 определены однозначно, при этом

s = − Imz

|1− z|2 , t =
1
2

ln
1− |z|2
|1− z|2 . (10)

Используя (2) и (10), имеем
dµ(z) = e−2tdx dt.

Далее, пусть Kr = Kr(0) и

Qr = {(s, t) ∈ R2 : nsat0 ∈ Kr}. (11)

Простые вычисления с использованием (8) и (9) показывают, что

Qr = {(s, t) ∈ R2 : t ∈ [−r, r], |s| ≤ Ur(t)et ch r}, (12)
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где

Ur(t) =

{√
th2r ch2 t− sh2 t, если t ∈ [−r, r]

o, если |t| > r.

Преобразование Фурье

Ûr(z) =

r∫

−r

Ur(t)e−iztdt, z ∈ C,

является четной целой функцией, удовлетворяющей условию

|Ûr(z)| ≤ Cer|=z|, z ∈ C, (13)

для некоторого C > 0, не зависящего от z. Нам потребуются некоторые свойства
функции Ûr, содержащиеся в следующем утверждении.

Лемма. Имеют место следующие утверждения.

1. Для любого z ∈ C

Ûr(z) = πthr(ch r)izF
(3− iz

2
,
1− iz

2
, 2, th2r

)
, (14)

где F – гипергеометрическая функция.

2. Функция Ûr имеет бесконечное множество нулей, причем все эти нули яв-
ляются вещественными и простыми.

Доказательство леммы содержится в [9, леммы 4, 6]. В этой же работе имеются
более подробные сведения о свойствах Ûr.

Обозначим Z(Ûr) = {z ∈ R1 : Ûr(z) = 0}.
Пусть L = 4(1− |z|2) ∂2

∂z∂z̄ – оператор Лапласа-Бельтрами. Для любой f ∈ C2(D)
выполнено равенство

Lf = e4t ∂
2F

∂s2
+

∂2F

∂t2
− 2

∂F

∂t
, (15)

где f(z) = F (s, t) (см. (9) и (10). Если Lf = −(λ2 + 1)f для некоторого λ ∈ C, то
∫

Kr(w)

f(z) dµ(z) = 2Ûr(−λ) sh rf(w) (16)

для любых w ∈ D, r > 0 (см. (14) и [9, формула (29)]).
3. Доказательство теоремы 2.
Теорема 2. Для любых a ∈ (0, 1), γ > 0 и любой последовательности {Mq}∞q=0

положительных чисел, удовлетворяющей условию

∞∑

m=1

( inf
q≥m

M1/q
q )−1 < +∞, (17)
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существует ненулевая вещественно-аналитическая функция f ∈ Vr(D) такая, что
∫

E(T,r)

|f(z)|
(
1 +

|Imz|
|1− z|2

)q
dµ(z) ≤ Mq exp(−γe2T ) (18)

при всех E(T, r) ⊂ Da, q ∈ Z+.
Пусть λ, ξ > 0. Тогда для функции y(t), заданной для вещественных t следующим

образом:

y(t) =

∞∫

1

(u2 − 1)
iλ+1

2 exp
(
− u

2
ξe2t + (1 + iλ)t

)
du, (19)

выполнено равенство

y(t) =
π3/2eπλ/42iλet

(1 + eπλ)Γ(1−iλ
2 )ξiλ/2

H
(1)
iλ
2

( i

2
ξe2t

)
, (20)

где H
(1)
iλ
2

– функция Ганкеля первого рода (см. [10, формула (19.11)]). Из (20) и [10,

формула (23.18)] следует, что y удовлетворяет уравнению

y′′ − 2y′ + (λ2 + 1− ξ2e4t)y = 0. (21)

Положим
g(z, ξ) = y(t)eiξs, z ∈ D, (22)

(см. (9)). Из равенств (21) и (15) получаем

(1− |z|2)
( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
g(z, ξ) = (1 + λ2)g(z, ξ). (23)

Пусть r > 0. Выберем λ > 0 так, чтобы Ûr(−λ) = 0 (см. лемму ). Тогда из (23) и
(16) следует, что

∫

Kr(w)

g(z, ξ) dµ(z) = 2g(w, ξ)Ûr(−λ) sh r = 0 (24)

для всех w ∈ D. Полагая h(ξ) = Reg(0, ξ), из (19) и (22)имеем

h(ξ) =

∞∫

1

e−uξ/2(u2 − 1)1/2 cos
(λ

2
ln(u2 − 1)

)
du.

Отсюда следует, что функция h является вещественно-аналитической функцией на
(0, +∞), не равной нулю тождественно. Таким образом, множество нулей функции
h на (0, +∞) нигде не плотно. Тогда для любого γ > 0 существуют числа α, β ∈
(0, +∞) такие, что

2e2rγ < α < β, (25)
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и функция h сохраняет знак на отрезке [α, β].
Далее, пусть последовательность {Mq}∞q=0 положительных чисел удовлетворяет

условию (17). Из [11, теорема 1.3.8] следует, что для любого A > 1 существует
ненулевая неотрицательная функция ϕA ∈ C∞(R1) с носителем на (α, β) такая, что

‖ϕ(q)
A ‖C[α,β] ≤ MqA

−q для всех q ∈ Z+. (26)

Умножая (24) на ϕA(ξ) и интегрируя полученное равенство на [α, β], находим
∫

Kr(w)

f(z) dµ(z) = 0 для всех w ∈ D,

где

f(z) =

β∫

α

g(z, ξ)ϕA(ξ) dξ. (27)

Это означает, что f ∈ Vr(D). Кроме того, из (23) и (27) имеем Lf = (λ2 + 1)f .
В силу эллиптичности оператора L отсюда вытекает, что f является вещественно-

аналитической в D. Поскольку функция hϕA сохраняет знак на (α, β), из (27) и
определения h следует, что f(0) 6= 0. Докажем теперь, что f удовлетворяет условию
(18). Из (27), (22) и (19) имеем

f(z) =

∞∫

1

(u2 − 1)
iλ+1

2 e(1+iλ)t

β∫

α

ϕA(ξ) exp
(
iξs− u

2
ξe2t

)
dξ dt. (28)

Интегрирование по частям показывает, что внутренний интеграл в (28) не превос-
ходит величины

(β − α)
∣∣∣s +

iu

2
e2t

∣∣∣
−q

exp
(
− u

2
αe2t

)
‖ϕ(q)

A ‖C[α,β]

при любом q ∈ N.
Отсюда и из (28) имеем

|f(z)| ≤ (β − α)
∣∣∣s +

i

2
e2t

∣∣∣
−q
‖ϕ(q)

A ‖C[α,β] e
t

∞∫

1

u exp
(
− u

2
αe2t

)
du (29)

при всех z ∈ D. Пусть теперь z ∈ Da. Тогда из (10) и определения Da следует, что

tht > 2a− 1. (30)

Учитывая, что
∞∫

1

u exp
(
− u

2
αe2t

)
du =

2e−2t

α

(
1 +

2e−2t

α

)
exp

(
− α

2
e2t

)
,
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из (29), (30) и (25) получаем

|f(z)|e−2t ≤ Bq

(1 + |s|)q
‖ϕ(q)

A ‖C[α,β] exp
(
− α

2
e2t

)
, z ∈ Da, q ∈ N (31)

для некоторой постоянной B > 1, зависящей только от r, α, β, a. Выбирая теперь
A > B и используя (2), из неравенств (31) и (26) получаем (18). Итак, функция f
удовлетворяет всем требуемым условиям и теорема 2 доказана.

4. Оценки плотности упаковок. Пусть λ > 0. Символом Φ обозначим мно-
жество всех непрерывных неотрицательных финитных функций на (0, +∞). Пусть

также F (z, ϕ) =
∞∫
0

g(z, ξ)ϕ(ξ)dξ, где ϕ ∈ Φ и g определяется равенством (22).

Теорема 3. Пусть K – упаковка множества G, состоящая из гиперболических
кругов, радиусы r которых удовлетворяют условию Ur(λ) = 0. Тогда

d(G,K) ≤ 1− 1
meas(G)

sup
1

‖F (·, ϕ)‖L∞(G)

∣∣∣∣∣
∫

G

F (z, ϕ) dµ(z)

∣∣∣∣∣,

где sup берется по множеству всех ненулевых ϕ ∈ Φ.
Доказательство. Пусть K = (K1, . . . , Ks) и A =

⋃s
j=1 Kj . Согласно теореме 2,

∫

Kj

F (z, ϕ) dµ(z) для всех j ∈ {1, . . . , s}.

Отсюда имеем
∣∣∣∣∣
∫

G

F (z, ϕ) dµ(z)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

G\A

F (z, ϕ) dµ(z) +
∫

A

F (z, ϕ) dµ(z)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫

G\A

F (z, ϕ) dµ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖F (·, ϕ)‖L∞(G)meas(G \A).

Следовательно, для ненулевой ϕ ∈ Φ получаем

s∑

j=1

meas(Kj) = meas(D) = meas(G)−meas(G \A)

≤ meas(G)− 1
‖F (·, ϕ)‖L∞(G)

∣∣∣∣∣
∫

G

F (, ϕ) dµ(z)

∣∣∣∣∣.

В силу произвольности ϕ отсюда и из (1) следует утверждение теоремы 3. ¤
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ПРО ОДИН КЛАС НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ ЗI СКЛАДНОЮ
ЛОКАЛЬНОЮ БУДОВОЮ, БIЛЬШIСТЬ З ЯКИХ СИНГУЛЯРНI
АБО НЕДИФЕРЕНЦIЙОВНI

Дослiджується скiнченнопараметрична сiм’я функцiй, якi є або сингулярними, або звивистими,
зокрема, нiде не диференцiйовними. Вказано систему функцiональних рiвнянь, що визначає кож-
ну з таких функцiй в класi визначених та обмежених на [0, 1] функцiй. Вивчаються iнтегральнi,
диференцiальнi та фрактальнi властивостi функцiй даної сiм’ї.
Ключовi слова: сингулярна функцiя, звивиста функцiя, недиференцiйовна функцiя, самоафiнна
множина, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, s-кова система числення, перетворення, що зберi-
гають фрактальну розмiрнiсть.

1. Вступ. Неперервнi функцiї за своїми локальними властивостями часто прин-
ципово рiзняться. Мова йде не про гладкi функцiї, а про функцiї зi складною ло-
кальною будовою, якi мають “особливостi” в кожному як завгодно малому iнтервалi.
До цiєї “категорiї” функцiй вiдносять звивистi та сингулярнi функцiї. Першi не ма-
ють промiжкiв монотонностi, але в кожному як завгодно малому вiдрiзку мають
найбiльше та найменше значення. Теореми Банаха-Мазуркевича [8] та Замфiреску
[15] свiдчать про те, що сiм’ї таких функцiй “немалi” , а отже, заслуговують на ува-
гу . В останнiй час iнтерес до таких функцiй посилюється, їм присвячено чимало
робiт, зокрема [4, 10, 1, 2, 3, 5]. Для них iснує спiльна проблема – проблема наявностi
ефективного “апарату” задання та дослiдження. Слiдуючи принципу “вiд простого
до складного”, до цих пiр були вивченi функцiї, якi мають вiдносно простi локаль-
нi властивостi, а саме: володiють властивостями самоподiбностi та самоафiнностi.
Для цього класу функцiй ми шукаємо альтернативнi шляхи задання та вивчення,
вбачаючи в теорiї функцiональних рiвнянь деякий потенцiал.

Вiдмiнна вiд сталої неперервна функцiя, похiдна якої рiвна нулю майже скрiзь
(у розумiннi мiри Лебега) називається сингулярною. Простим прикладом такої є
функцiя Кантора – неперервна функцiя розподiлу на вiдрiзку [0, 1], яка зростає в
точках класичної множини Кантора i є постiйною на iнтервалах, сумiжних з нею (її
графiком є канторiвськi сходи).

Чи iснують строго зростаючi сингулярнi функцiї? Мало вiдомо, що ствердну
вiдповiдь на це, в свiй час непросте, запитання ще на початку 20-го столiття дав
Хелiнгер. Пiзнiше вони фiгурували в роботах Мiнковського [13], Серпiнського [7] та
iн. Вважається, що найпростiший приклад строго зростаючої сингулярної функцiї
належить Салему [14]. Сьогоднi iснують десятки робiт, в яких такi функцiї вивча-
ються (див. [4, 9]).

Тривалий час сингулярнi функцiї вiдносилися до класу математичної екзотики,
їх до цих пiр практично не можна зустрiти в унiверситетському курсi математич-
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ного аналiзу, тодi як добре вiдома теорема Лебега стверджує, що кожну монотонну
функцiю f можна розкласти в лiнiйну комбiнацiю α1fd + α2fac + α3fs (αi > 0,
α1 + α2 + α3 = 1) трьох монотонних функцiй: дискретної fd, абсолютно неперерв-
ної fac та сингулярної fs. Бiльше того, в 1981 роцi Т. Замфiреску [15] довiв, що
“бiльшiсть” неперервних монотонних функцiй є сингулярними, оскiльки останнi в
метричному просторi всiх неперервних монотонних функцiй з супремум-метрикою
утворюють множину другої категорiї Бера. Бiльш як за 100 рокiв розвитку теорiя
сингулярних функцiй збагачувалась в основному за рахунок iндивiдуальних теорiй
(дослiджувались окремi функцiї або скiнченнопараметричнi сiм’ї функцiй), загаль-
на ж теорiя до цих пiр є слабко розвинутою, вона мiстить невелику кiлькiсть ро-
зрiзнених фактiв. Разом з цим дослiдження сингулярних функцiй в останнiй час
активiзувалось завдяки їх зв’язку з теорiєю фракталiв.

Похiдна строго зростаючої сингулярної функцiї на довiльному, як завгодно ма-
лому, промiжку областi визначення принаймнi в однiй точцi є нескiнченною. Тому
iнтуїтивно здавалось, що перетворення пiд дiєю такої функцiї “сильно трансформу-
ють” простiр. Ця наївна думка спростована в [6, 10], де доведено, що iснують строго
зростаючi сингулярнi функцiї, якi зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича,
тодi коли деякi абсолютно неперервнi – нi.

Труднощi розвитку загальної та iндивiдуальної теорiї сингулярних функцiй по-
в’язанi з вiдсутнiстю ефективного апарату для їх задання та дослiдження. В остан-
нiй час для цього використовують рiзнi системи зображення дiйсних чисел i теорiю
рядiв. Часто сингулярнi функцiї виникають в дослiдженнях з теорiї ймовiрностей,
при вивченнi розподiлiв випадкових величин типу Джессена-Вiнтнера та їх анало-
гiв [4], зокрема, нескiнченних згорток Бернуллi. Зазначимо, що сингулярнi функцiї
домiнують в класах функцiй розподiлу випадкових величин, цифри яких в тiй чи
iншiй системi зображення є незалежними.

Однiй сiм’ї вказаних функцiй присвячена дана робота.
2. Визначення функцiй системою функцiональних рiвнянь.Нехай 1 < s –

фiксоване натуральне число, A = {0, 1, ..., s − 1}, p0, p1, ..., ps−1 – дiйснi числа такi,

що p0 + p1 + ... + ps−1 = 1, β0 = 0, βk =
k−1∑

i=0

pi > 0, p∗ = max
i
|pi| < 1, k = 1, ..., s− 1.

Розглядається система з s функцiональних рiвнянь

f

(
i + x

s

)
= βi + pif(x), i = 0, 1, ..., s− 1. (1)

Якщо x = α1 · s + α2 · s−2 + ... + αn · s−n + ... ≡ ∆s
α1α2...αn..., то

i+x
s = ∆s

iα1α2...αn....
I тому система (1) може бути записана у виглядi

f
(
∆s

iα1α2...αn...

)
= βi + pif

(
∆s

α1α2...αn...

)
. (2)

Знайдемо функцiї, якi задовольняють систему (1), визначенi на [0, 1] i обмеженi.
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Теорема 1. Iснує лише одна функцiя f , яка задовольняє систему (1), є визна-
ченою в кожнiй точцi [0, 1] i обмеженою, причому її можна подати у виглядi:

f (x) = βα1 +
∞∑

k=2


βαk

k−1∏

j=1

pαj


 , де x = ∆s

α1α2...αn... . (3)

Доведення. Використовуючи рiвностi (2) m разiв, отримаємо розклад

f(x) = f(∆s
α1α2...αn...) = βα1 + pα1f(∆s

α2α3...αn...) =

= βα1 + βα2pα1 + pα1pα2f(∆s
α3α4...αn...) = ... =

= βα1 + βα2pα1 + ... + βαm

m−1∏

j=1

pαj +




m∏

j=1

pαj


 f(∆s

αm+1...αm+k...).

Цей процес можна продовжувати до нескiнченностi, оскiльки функцiя визначена
в усiх точках [0, 1], а отже, має змiст вираз f(∆s

αm+1αm+2...αm+k...). Оскiльки
∣∣∣∣∣∣

m∏

j=1

pαj

∣∣∣∣∣∣
6 pm

∗ → 0(m →∞),
∣∣∣f(∆s

αm+1αm+2...αm+k...)
∣∣∣ 6 C = const,

то залишковий член 


m∏

j=1

pαj


 f(∆s

αm+1αm+2...αm+k...)

прямує до нуля, коли m →∞. Тому послiдовнiсть

Bm = βα1 + βα2pα1 + ... + βαm(pα1pα2 ...pαm−1)

має границю, що є значенням функцiї f в точцi x. Отже, має мiсце розклад (3). ¤
Доведемо коректнiсть визначення функцiї f рiвнiстю (3), тобто що її значен-

ня вiд двох рiзних зображень s-ково рацiонального числа x = ∆s
α1...αn−1αn(0) =

∆s
α1...αn−1(αn−1)((s−1)) спiвпадають. З цiєю метою розглянемо рiзницю

δ = f
(
∆s

α1...αn−1αn(0)

)
− f

(
∆s

α1...αn−1(αn−1)((s−1))

)
=

=




n−1∏

j=1

pαj




(
βαn − βαn−1 − βs−1pαn−1

(
1 + ps−1 + p2

s−1 + ... + pk
s−1 + ...

))
=

=




n−1∏

j=1

pαj


 (βαn − (βαn−1 + pαn−1)) = 0.
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Отже, значення спiвпадають i функцiя визначена коректно.
Лема 1. Функцiя f , визначена рiвнiстю (3), є неперервною в усiх точках [0, 1].
Доведення. Розглянемо довiльне x0 ∈ [0, 1] i рiзницю

f(x)− f(x0) =




m−1∏

j=1

pαj




(
f

(
∆s

αm(x)αm+1(x)...αm+k(x)...

)
− f

(
∆s

αm(x0)...αm+k(x0)...

))
,

де m ∈ N таке, що αi(x) = αi(x0) при i < m i αm(x) 6= αm(x0).
1) Якщо x0 – s-ково iррацiональна точка, то x → x0, що рiвносильно m →∞, i

|f(x)− f(x0)| 6 C
m−1∏

j=1

pαj → 0 (m → ∞),

тобто lim
x→x0

f(x) = f(x0) i функцiя f(x) є неперервною в точцi x0 за означенням.

2) Якщо x0 = ∆s
α1...αn−1αn(0) = ∆s

α1...αn−1(αn−1)((s−1)) – s-ково рацiональне число,
то можна скористатись мiркуваннями пункту 1), але при розглядi випадку, коли x
прямує до x0 злiва досить використати друге зображення числа x0, а коли x прямує
до x0 справа – перше. ¤

Наслiдок 1. Система функцiональних рiвнянь (1) в класi неперервних функцiй
на [0, 1] має єдиний розв’язок – функцiю, визначену рiвнiстю (3).

3. Умови монотонностi та звивистостi функцiй.
Означення 1. Вiдрiзок [∆s

c1...cm(0);∆
s
c1...cm((s−1))] називається цилiндром (або ци-

лiндричним вiдрiзком) рангу m з основою c1c2...cm. Його коротко позначатимемо:
∆s

c1c2...cm
, а прирiст функцiї f на цьому вiдрiзку через µf (∆s

c1...cm
), тобто

µf (∆s
c1...cm

) := f(∆s
c1...cm((s−1)))− f(∆s

c1...cm(0)).

Лема 2. Має мiсце рiвнiсть µf (∆s
c1c2...cm

) =
m∏

i=1

pci.

Справдi, використовуючи означення 1 i вираз значення функцiї (3), маємо

µf (∆s
c1c2...cm

) =

(
m∏

i=1

pci

)(
βs−1 − β0 +

∞∑

k=1

βs−1p
k
s−1

)
=

m∏

i=1

pci .

Наслiдок 2. Функцiя f є сталою на ∆s
c1c2...cm

лише тодi, коли iснує pck
= 0, де

k 6 m.
Наслiдок 3. Якщо всi pi > 0, то f є неспадною, а при pi > 0 – строго зроста-

ючою.
Лема 3. Якщо серед чисел p0, ..., ps−1 не iснує нуля i знайдеться pi < 0, то

функцiя не має жодного промiжку монотонностi (є звивистою [1]).

183



М.В. Працьовитий, А.В. Калашнiков

Доведення. Припустимо, що при виконаннi умов леми знайдеться iнтервал (a, b) ⊂
[0, 1] монотонностi функцiї f . Тодi iснує s-ковий цилiндр ∆s

c1...cm
, який повнiстю на-

лежить (a, b), а отже, є промiжком монотонностi f .
Оскiльки p0p1...ps−1 6= 0, то µf (∆s

c1c2...cm
) 6= 0 i µf (∆s

c1c2...cm0) · µf (∆s
c1c2...cmi) < 0,

тобто на одному з цилiндрiв ∆s
c1c2...cm0, ∆

s
c1c2...cmi функцiя має додатнiй, а на iншому

– вiд’ємний прирiст, що суперечить монотонностi f на ∆s
c1c2...cm

. ¤
4. Самоафiннi властивостi. Нагадаємо, що перетворення (бiєктивне вiдобра-

ження множини на себе) простору R2 називається афiнним, якщо воно кожнi три
точки, якi лежать на однiй прямiй переводить в три точки, що теж лежать на однiй
прямiй.

Означення 2. Множина E ⊂ R2 називається самоафiнною, якщо iснує набiр ϕ1,
ϕ2, . . . , ϕn (n > 1) афiнних перетворень R2 таких, що

E = ϕ1(E) ∪ ϕ2(E) ∪ . . . ∪ ϕn(E), де ϕi(E) 6= ϕj(E) при i 6= j. (4)

Як вiдомо, кожне афiнне перетворення ϕi аналiтично задається формулами
{

x′ = a
(i)
11x + a

(i)
12y + x

(i)
0 ,

y′ = a
(i)
21x + a

(i)
22y + y

(i)
0 ;

причому

∣∣∣∣∣
a

(i)
11 a

(i)
12

a
(i)
21 a

(i)
22

∣∣∣∣∣ 6= 0. (5)

Означення 3. Самоафiнною розмiрнiстю самоафiнної множини (4)-(5) нази-
вається число, яке є розв’язком рiвняння

n∑

i=1

∣∣∣a(i)
11a

(i)
22 − a

(i)
21a

(i)
12

∣∣∣
x
2 = 1.

Легко бачити, що самоафiннiсть множини є узагальненням самоподiбностi [4].
Можна довести, що самоафiнна розмiрнiсть є числом не меншим розмiрностi Хаус-
дорфа-Безиковича, а при деяких умовах спiвпадає з нею. Якщо самоафiнна множи-
на є самоподiбною, то її самоафiнна розмiрнiсть спiвпадає з самоподiбною розмiр-
нiстю.

Теорема 2. Якщо p0p1 . . . ps−1 6= 0, то графiк Γ функцiї (3) є самоафiнною мно-
жиною простору R2, причому

Γ = ϕ0 (Γ) ∪ ϕ1 (Γ) ∪ ... ∪ ϕs−1 (Γ) , (6)

де

ϕi :
{

x′ = 1
sx + i

s ,
y′ = βi + piy;

ϕi (Γ) ∩ ϕi+1 (Γ) = Ci+1

(
i + 1

s
;βi+1

)
. (7)

Cамоафiнна розмiрнiсть графiка Γ є розв’язком рiвняння

s−1∑

i=0

∣∣∣pi

s

∣∣∣
x
2 = 1.
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Доведення. Для доведення рiвностi (6) спочатку покажемо, що

ϕ0 (Γ) ∪ ϕ1 (Γ) ∪ ... ∪ ϕs−1 (Γ) ≡ G ⊂ Γ.

Справдi, розглянемо довiльну точку M графiка Γ

Γ 3 M(x; f(x))
ϕi−→ Mi

(
1
s
x +

i

s
;βi + pif(x)

)
= ϕi(M) ∈ Γ.

Тепер покажемо, що Γ ⊂ G. Нехай M(x; f(x)) ∈ Γ. Розглянемо число x1 =
∆2

α2(x)α3(x)... . Оскiльки α1(x) ∈ A, то f(x) = βi +pif(x1) i з того, що M(x1; f(x1)) ∈ Γ
випливає, що ϕi(M) = M(x; f(x)) ∈ G. Рiвнiсть (6) доведено.

Оскiльки

O(0; 0)
ϕi−→ Ci

(
i

s
; βi

)
, C(1; 1)

ϕi−→ Ci+1

(
i + 1

s
;βi+1

)
, i ∈ A,

то має мiсце рiвнiсть (7). Самоафiнна розмiрнiсть графiка Γ є розв’язком вказаного
рiвняння згiдно з означенням. ¤

5. Iнтегральнi властивостi.
Теорема 3. Для iнтеграла Лебега має мiсце рiвнiсть

1∫

0

f(x)dx =
1

s− 1
(β1 + β2 + ... + βs−1) .

Доведення. Використовуючи адитивну властивiсть iнтеграла Лебега, маємо

1∫

0

f(x)dx =

1
s∫

0

f(x)dx +

2
s∫

1
s

f(x)dx + ... +

1∫

s−1
s

f(x)dx =

=

1
s∫

0

p0f(∆s
α2(x)α3(x)...)dx +

2
s∫

1
s

[
p0 + p1f(∆s

α2(x)α3(x)...)
]
dx + ...+

+

1∫

s−1
s

[
βs−1 + ps−1f(∆s

α2(x)α3(x)...)
]
dx =

=
1
s
p0

1∫

0

f(x)dx + p0x|
2
s
1
s

+
1
s
p1

1∫

0

f(t)dt + ... + βs−1x|1s−1
s

+
1
s
ps−1

1∫

0

f(t)dt.
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де t = ∆s
α2(x)α3(x)... . Звiдки

[
1− 1

s
(p0 + p1 + ... + ps−1)

] 1∫

0

f(x)dx =
s− 1

s

1∫

0

f(x)dx =

=
1
s
(p0 + (p0 + p1) + ... + (p0 + p1 + ... + ps−2)),

1∫

0

f(x)dx =
1

s− 1
(β1 + β2 + ... + βs−1) . ¤

6. Сингулярнi функцiї.

Лема 4. Якщо pi =
1
s
для всiх i ∈ A, то f(x) = x. Справдi, f

(
∆s

α1α2...αn...

)
=

α1

s
+

1
s
f

(
∆s

α2...αn...

)
= ... =

α1

s
+

α2

s2
+

α3

s3
+ ... = ∆s

α1α2...αn....

Лема 5. Якщо pi > 0, i = 0, s− 1, то f є неперервною функцiєю розподiлу на
[0, 1].

Доведення. Оскiльки f(0) = f(∆s
(0)) = 0 + p0f(∆s

(0)), то (1 − p0)f(∆s
(0)) =

0, а отже, f(0) = 0. Оскiльки f(1) = f(∆s
(s−1)) = βs−1 + ps−1f(∆s

(s−1)), то (1 −
ps−1)f(∆s

(s−1)) = βs−1 = 1− ps−1, а отже, f(1) = 1.
Нехай x1 < x2. Тодi iснує m таке, що αi(x1) = αi(x2) при i < m − 1 i αm(x1) <

αm(x2). Тому

f(x2)− f(x1) =




m−1∏

j=1

pαj (x1)


×

×

βαm(x2) − βαm(x1) +

∞∑

k=1


βαm+k(x2)

k−1∏

j=0

pαm+j(x2)


−

−
∞∑

k=1


βαm+k(x1)

k−1∏

j=0

pαm+j(x1)





 .

Але
βαm(x2) − βαm(x1) = pαm(x1) + pαm(x1)+1 + ... + pαm(x2)−1 > pαm(x1),

ρ =
∞∑

k=1


βαm+k(x2)

k−1∏

j=0

pαm+j(x2)


−

∞∑

k=1


βαm+k(x1)

k−1∏

j=0

pαm+j(x1)


 >

> −
∞∑

k=1


βαm+k(x1)

k−1∏

j=0

pαm+j(x1)


 > −pαm(x1)

∞∑

k=0

[
βs−1p

k
s−1

]
= −pαm(x1).
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Тому f(x2) − f(x1) > 0 i функцiя f є неспадною. Таким чином, за лемою 1 i
доведеними властивостями, вона є неперервною функцiєю розподiлу на [0, 1]. ¤

Теорема 4. Функцiя f є функцiєю розподiлу Fξ(x) випадкової величини ξ з неза-
лежними однаково розподiленими s-ковими цифрами, а саме:

ξ = ∆s
η1η2...ηk..., де ηk − незалежнi i P{ηk = i} = pi, i = 0, s− 1.

Доведення. Згiдно з означенням функцiї розподiлу Fξ(x) = P{ξ < x}, але

{ξ < x} = {η1 < α1(x)} ∪ {η1 = α1(x), η2 < α2(x)} ∪ ...

∪{η1 = α1(x), η2 = α2(x), ..., ηk−1 = αk−1(x), ηk < αk(x)} ∪ ...,

причому подiї, що входять до об’єднання, несумiснi. Враховуючи незалежнiсть ηk,

P{η1 = α1(x), η2 = α2(x), ..., ηk−1 = αk−1(x), ηk < αk(x)} = βαk(x)

k−1∏

j=1

pαj(x).

А тому має мiсце рiвнiсть (3). Отже, f(x) = Fξ(x). ¤
Нагадаємо, що спектром неспадної функцiї називається множина всiх її точок

росту. Вiдомо [4], що спектр є замкненою, а для неперервної функцiї – досконалою
множиною.

Лема 6. [4] Якщо pi > 0, то спектром функцiї Fξ є множина SFξ
= {x : x =

∆s
α1...αn..., pαj > 0∀j ∈ N}, яка спiвпадає з [0, 1], коли pi > 0 для кожного i ∈ A, i є

нiде не щiльною самоподiбною нуль-множиною Лебега, множиною з самоподiбною
розмiрнiстю logs m, де m = #{i : pi > 0, i ∈ A}, коли iснує pi = 0.

Лема 7. Якщо в s-ково iррацiональнiй точцi x0 iснує похiдна f ′(x0), то

f ′(x0) = lim
n→∞

n∏

j=1

(
spαj(x0)

)
=

∞∏

j=1

(
spαj(x0)

)
. (8)

Доведення. Оскiльки x0 = ∆s
α1α2...αn... =

∞⋂
n=1

∆s
α1α2...αn

, то

f ′(x0) = lim
n→∞

µf

(
∆s

α1α2...αn

)

|∆s
α1α2...αn

| = lim
n→∞ sn

n∏

j=1

(
pαj(x0)

)
=

∞∏

j=1

(
spαj(x0)

)
. ¤

Наслiдок 4. Якщо iснує pm = 0, то функцiя f є сингулярною.
Зауваження. Якщо pi < 0, pm = 0, то f не є монотонною на [0, 1], але є сингу-

лярною.
Наслiдок 5. Якщо s|pi| > 1 для довiльного i = 0, s− 1, то функцiя f не має

скiнченної похiдної в жоднiй s-ково iррацiональнiй точцi вiдрiзка [0, 1].
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Теорема 5. Якщо всi pi > 0 i iснує pk 6= 1
s
, то функцiя f(x) = Fξ(x) є сингу-

лярною, строго зростаючою, якщо pi > 0, i = 0, s− 1, i канторiвського типу, якщо
iснує pm = 0.

Для pi > 0, i = 0, s− 1, сингулярнiсть Fξ вперше довiв Cалем [14], використавши
при цьому метод нормальних чисел. Пiзнiше для s = 2 це робилося в роботах [11,
12].

Якщо всi pi > 0, причому iснує pm = 0, то спектром функцiї Fξ буде множина
чисел, якi в своїх s-кових зображеннях не використовують цифру m. Вона, як вi-
домо, має нульову мiру Лебега. На сумiжних з цiєю множиною iнтервалах функцiя
є сталою, отже, має похiдну рiвну нулю. А тому сингулярнiсть функцiї в даному
випадку очевидна.

7. Функцiя Fξ як неперервне перетворення вiдрiзка [0, 1]. Кажуть [10],
що перетворення g вiдрiзка [0, 1] зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(·),
якщо для довiльної борелiвської множини E ⊂ [0, 1] i ї ї образу E′ = g(E) розмiрностi
спiвпадають, тобто α0(E) = α0(E′). Якщо iснує борелiвська множина E ⊂ [0, 1]
така, що α0(E) 6= α0(E′), то кажуть, що перетворення g не зберiгає розмiрнiсть
Хаусдорфа-Безиковича. Клас неперервних перетворень [0, 1] вичерпується строго
зростаючими функцiями розподiлу на [0, 1] та функцiями виду q(x) = 1 − F (x), де
F – функцiя розподiлу.

Теорема 6. Якщо серед додатних чисел p0, p1, ..., ps−1 iснує принаймнi одне чис-
ло, вiдмiнне вiд 1

s , то функцiя Fξ розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича не зберiгає.
Доведення. Нехай s = 2. Для кожного i ∈ {0, 1} розглянемо множину

D = D
[
2, ii

] ≡ {
x : x = ∆2

α1α2...αk..., де (αk, αk+1) 6= (i, i) ∀ k ∈ N
}

.

Очевидно, що D є самоподiбною множиною, оскiльки D
[
2, ii

]
= D1 ∪D2, де

D1 = ∆2
i−1 ∩D, D2 = ∆2

i(1−i) ∩D, причому D
1
2∼ D1 i D

1
4∼ D2.

Самоподiбна розмiрнiсть [4] множини D є розв’язком рiвняння (2)−x +(4)−x = 1,
тобто x = 1− log2(

√
5− 1), i спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича.

Образом D при перетвореннi Fξ є множина D′ = {y : y = Fξ(x), x ∈ D}, яка є
самоподiбною: D′ = D′

1 ∪D′
2, де D′ p1−i∼ D′

1 = Fξ(D1), D′ p0p1∼ D′
2 = Fξ(D2), причому

D′
1 ∩ D′

2 = ∅. Рiвняння для визначення самоподiбної розмiрностi множини D′ має
вигляд

px
i + (p0p1)x = 1.

Оскiльки p0 6= 1
2 , то p0 < 1

2 або p1 < 1
2 . Розглянемо i таке, що pi < 1

2 . Покажемо,
що самоподiбнi розмiрностi множин D i D′ для такого i не спiвпадають.

Справдi, якщо pi < 1
2 , то

px
i <

(
1
2

)x

i (p0p1)x <

(
p0 + p1

2

)2x

=
(

1
4

)x

.
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Тому самоподiбна розмiрнiсть множини D менша, нiж в множини D′. Оскiльки
для даних множин розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спiвпадає з самоподiбною
розмiрнiстю, то функцiя Fξ розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича не зберiгає.

Нехай s > 2 i iснує pi 6= 1
s . Можливi випадки: 1) pi < 1

s ; 2) pi > 1
s . Множина

C ≡ C[s, V ] = {x : x = ∆s
α1...αn..., αn ∈ V = {j, k}}

i ї ї образ C ′ = f(C) є самоподiбними i їх самоподiбна розмiрнiсть спiвпадає з роз-
мiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича.

Розмiрнiсть першої множини є розв’язком рiвняння 2 · s−x = 1, тобто x = logs 2,
другої – px

j + px
k = 1. Якщо pj i pk задовольняють одну з умов: a) одночасно бiльшi

1
s
, або меншi

1
s
; б) одне з них бiльше, а iнше рiвне

1
s
; в) одне менше, а iнше рiвне

1
s
,

то розв’язок останнього рiвняння не дорiвнює logs 2, а отже, множини C i C ′ мають
рiзнi розмiрностi.

Покажемо, що завжди iснує пара (j, k) така, що виконується одна з трьох вка-

заних умов. Справдi, якщо знайдеться pa =
1
s
, то виконується умова б) або в) i

{j, k} = {i, a}. Якщо pa 6= 1
s
∀ a ∈ A = {0, 1, ..., s−1}, то завжди серед p0, p1, ..., ps−1

знайдеться принаймнi два числа, якi є меншими або бiльшими
1
s
одночасно. Теорему

доведено. ¤
8. Диференцiальнi властивостi звивистих функцiй. Нехай серед чисел

p0, p1, ..., ps−1 є вiд’ємнi. Нагадаємо, що βi = p0 + p1 + ... + pi−1 > 0. В цiй ситуа-
цiї s > 2. Розглянемо випадок s = 3.

Лема 8. Якщо p1 · p2 < 0, то 3p0 > 1 або 3pj > 1, де pj > 0.
Доведення вiд супротивного. Нехай при виконаннi умов твердження одночасно

виконуються нерiвностi 3p0 6 1 i 3pj 6 1. Тодi

p0 + pj 6 2
3

або 1− pi 6 2
3
,

де i = {1, 2} − {j}. Звiдки pi > 1
3
, що суперечить вiд’ємностi pi. ¤

Теорема 7. Якщо p1 < 0, то функцiя f не має похiдної в жоднiй трiйково-
рацiональнiй точцi вiдрiзка [0, 1].

Доведення. Нехай x0 = ∆3
a1...an(0) = ∆3

a1...an−1(an−1)22...2... – трiйково рацiональна
точка. Розглянемо двi послiдовностi

x
′
k = x0 +

1
3n+k

= ∆3
a1...an−1an 0...01︸ ︷︷ ︸

k

(0)
, x

′′
k = x0 − 1

3n+k
= ∆3

a1...an−1(an−1)22...2︸ ︷︷ ︸
k

(0)
,

якi прямують до x0. Для них

f(x
′
k)− f(x0) = β1p

k−1
0

(
n∏

i=1

pai

)
= pk

0

(
n∏

i=1

pai

)
;
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f(x0)− f(x
′′
k) =

+∞∑

j=2

[
βαn+k+j(x0)

(
n−1∏

i=1

pai

)
· pan−1 · pk+j−1

2

]
=

= pk
2pan−1 ·

(
n−1∏

i=1

pai

)
[
β2 + β2p2 + β2p

2
2 + ...

]
= pk

2pan−1 ·
n−1∏

i=1

pai .

Звiдки

A
′
k =

f(x
′
k)− f(x0)
x
′
k − x0

= 3n+kpk
0

n∏

i=1

pai = (3p0)k(3pan)
n−1∏

i=1

3pai ;

A
′′
k =

f(x0)− f(x
′′
k)

x0 − x
′′
k

= (3p2)k(3pan−1)
n−1∏

i=1

3pai .

Зауважимо, що c1 =
n−1∏
j=1

3paj = const, c2 = 3pan · c1 = const, panpan−1 < 0. Тодi

1) при 3p0 > 1 i 3p2 > 1 одна з послiдовностей
(
A
′
k

)
,
(
A
′′
k

)
прямує до ∞, а iнша

до −∞;
2) при 3pi > 1 i 3p2−i < 1 одна з послiдовностей прямує до 0, а iнша до ±∞;
3) якщо ж 3pi = 1, то 3p2−i > 1, а отже, одна з послiдовностей

(
A
′
k

)
,

(
A
′′
k

)
є

сталою, а iнша прямує до ±∞.
В усiх випадках lim

k→∞
A
′
k 6= lim

k→∞
A
′′
k , що свiдчить про те, що f ′ (x0) не iснує. ¤

Наслiдок 6. Якщо p1 < −1
3 , а p0 = p2, то функцiя f є нiде не диференцiйовною.
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M.V. Pratsiovytyi, A.V. Kalashnikov
On a class of continuous functions with complicated local structure, most of with are
singular or non-differentiable.

We consider finite-parameter family of functions consisting of singular, nowhere monotone and nowhere
differentiable functions. We give the system of functional equations defining each of these functions in the
class of bounded functions defined on [0, 1]. Integral, differential and fractal properties of the functions
belonging to this family are studied.

Keywords: singular function, nowhere monotone function, non-differentiable function, self-affine set,
Hausdorff-Besicovitch, s-adic numeration system, fractal dimension preserving transformations.

М.В. Працевитый, А.В. Калашников
Об одном классе непрерывных функций со сложным локальным строением, большин-
ство из которых сингулярные или недифференцированные.

Исследуется конечнопараметрическое семейство функций, которые являются либо сингулярными,
либо извивающимися, в частности, нигде не дифференцируемыми. Указана система функциональ-
ных уравнений, определяющая каждую из таких функций в классе определенных и ограниченных
на [0, 1] функций. Изучаются интегральные, дифференциальные и фрактальные свойства функций
данного семейства.

Ключевые слова: сингулярная функция, извивающаяся функция, недифференцируемая функция,
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СВОЙСТВА ДЕЛИТЕЛЕЙ НУЛЯ В АССОЦИАТИВНЫХ КОЛЬЦАХ

Систематически исследованы множества левых и правых делителей нуля в ассоциативных неком-
мутативных кольцах. Выделены два семейства множеств, определяемых, соответственно, левыми
и правыми делителями нуля. Показано, что эти семейства множеств определяют два семейства,
соответственно, правых и левых идеалов. Исследованы свойства этих семейств односторонних иде-
алов. Показано, что выделенные семейства множеств (а, следовательно, определяемые ими семей-
ства односторонних идеалов) применимы для анализа структуры множества решений уравнений с
параметрами, имеющими вид «произведение равно нулю», над ассоциативным некоммутативным
кольцом.
Ключевые слова: ассоциативные некоммутативные кольца, левые и правые делители нуля,
односторонние идеалы

1. Введение. В настоящее время наблюдается устойчивая тенденция исполь-
зования вычислений в кольцах вычетов в процессе решения задач преобразования
информации, в частности, криптографии (см., напр., [1-3]). Эта тенденция стиму-
лировала, с одной стороны, исследование автоматно-алгебраических моделей над
конечными кольцами, а, с другой стороны, исследование теоретико-множественных
и алгебраических свойств структуры колец с целью разработки математического
аппарата, применимого для систематического анализа соответствующих автоматно-
алгебраических моделей.

Исследование линейных и некоторых классов нелинейных автоматов над конеч-
ными ассоциативно-коммутативными кольцами с единицей [4, 5] показало, что при
их использовании в качестве математических моделей дискретных преобразовате-
лей информации актуальным становится анализ сложности решения задач иденти-
фикации (параметрической и начального состояния), а также структуры множеств
неподвижных точек автоматных отображений. Указанный анализ автоматически
сводится к анализу сложности решения систем уравнений (как правило, нелиней-
ных) с параметрами над соответствующим кольцом.

Известно, что поиск решения уравнения 2-й степени со многими переменными
над полем GF (2k) является NP-полной проблемой. Ситуация еще более усложняется
при решении уравнений с параметрами над кольцами с делителями нуля. Поэтому
актуальной становится задача систематического исследования свойств делителей
нуля в ассоциативных кольцах.

Целью настоящей работы и является систематическое исследование свойств де-
лителей нуля в ассоциативных не обязательно коммутативных кольцах с целью раз-
работки математического аппарата, применимого при решении уравнений с пара-
метрами, имеющих вид «произведение равно нулю».

Все не определяемые в работе алгебраические понятия – такие же, как и в [6].
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2. Основные понятия. Всюду под кольцом K = (K, +, ·) (|K| ≥ 2) понимается
ассоциативное не обязательно коммутативное кольцо.

Известно, что K = Kinv ∪Knon−inv, где Kinv и Knon−inv – множество, соответ-
ственно, обратимых и необратимых элементов кольца K. Множество Kinv опреде-
ляется следующим образом: Kinv = ∅, если K – кольцо без единицы, и Kinv = {x ∈
K|(∃x−1 ∈ K)(xx−1 = x−1x = 1)}, если K – кольцо с единицей. Отметим, что если
K – кольцо с единицей и u ∈ Knon−inv, то ul 6= 1 для всех l ∈ N.

Замечание 1. В некоммутативном кольце K с единицей определяются множество
K l−inv = {x ∈ K|(∃a ∈ K)(ax = 1)} обратимых слева элементов, а также множе-
ство Kr−inv = {x ∈ K|(∃b ∈ K)(xb = 1)} обратимых справа элементов. Ясно, что
K l−inv ⊇ Kinv и Kr−inv ⊇ Kinv, причем не исключается, что одно или оба из этих
включений могут быть строгими.

Таким образом, Knon−inv = K\Kinv. Отметим, что Knon−inv 6= ∅ для любого
кольца, так как 0 ∈ Knon−inv.

В свою очередь, известно, что Knon−inv = K ld ∪ Krd ∪ Knon−d ∪ {0}, где K ld

(соответственно, Krd) есть множество левых (соответственно, правых) делителей
нуля, а Knon−d = K\(K ld ∪Krd ∪ {0}).

Замечание 2. Если ab = 0 (a, b ∈ Knon−inv\{0}), то элемент a называется левым
делителем нуля, а элемент b – правым делителем нуля. В коммутативном кольце
K ld = Krd = Kd, а элементы множества Kd называются делителями нуля.

Нетрудно убедиться в том, что для множеств K ld и Krd истинны следующие
утверждения.

Утверждение 1. K ld 6= ∅ тогда и только тогда, когда Krd 6= ∅.
Утверждение 2. Если x ∈ K ld, то −x ∈ K ld, а если y ∈ Krd, то −y ∈ Krd.
Утверждение 3. Если x 6= 0, то x ∈ K ld ∩ Krd тогда и только тогда, когда

существуют такие элементы a ∈ K ld и b ∈ Krd, что ax = 0 и xb = 0.
Утверждение 4. Для любого элемента x ∈ K ld

ax ∈
{

K ld, если a ∈ Kinv ∪Knon−d

K ld ∪ {0}, иначе,

а для любого элемента y ∈ Krd

ya ∈
{

Krd, если a ∈ Kinv ∪Knon−d

Krd ∪ {0}, иначе.

Из утверждения 4 вытекает, что истинны следующие три следствия.
Следствие 1. Если x ∈ K ld\Krd (соответственно, y ∈ Krd\K ld), то ax ∈ K ld

(соответственно, yb ∈ Krd) для любого элемента a 6= 0 (соответственно, для
любого элемента b 6= 0).

Следствие 2. yx ∈ K ld ∩Krd ∪ {0} для любых x ∈ K ld и y ∈ Krd.
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Следствие 3. Если K ld 6= ∅ (или, что то же самое, Krd 6= ∅), то равенство
K ld ∩ Krd = ∅ истинно тогда и только тогда, когда (K ld, ·) и (Krd, ·) – подполу-
группы полугруппы (K, ·).

Утверждение 5. Для любого подкольца U = (U,+·) кольца K = (K, +, ·) ис-
тинны равенства K ld ∩ U = U ld и Krd ∩ U = U rd (и, следовательно, если U –
коммутативное подкольцо кольца K, то K ld ∩ U = Krd ∩ U = Ud).

Центром кольца K называется множество Kzntr всех таких элементов a ∈ K, что
ax = xa для всех x ∈ K. Для любого кольца K центр Kzntr – непустое множество
(так как 0 ∈ Kzntr), а Kzntr = (Kzntr, +, ·) – максимальное коммутативное подкольцо
кольца K.

Нетрудно убедиться в том, что истинны следующие утверждения, характеризу-
ющие множества K ld и Krd в терминах центра кольца.

Утверждение 6. Истинно равенство K ld ∩Kzntr = Krd ∩Kzntr.
Утверждение 7. K ld ⊆ Kzntr тогда и только тогда, когда Krd ⊆ Kzntr.
Утверждение 8. Если K ld ⊆ Kzntr (или, что то же самое, Krd ⊆ Kzntr), то

K ld = Krd.
Нетрудно убедиться в том, что истинны следующие утверждения, характеризу-

ющие множества левых и правых делителей нуля в терминах гомоморфизмов колец.
Утверждение 9. Если ϕ – гомоморфизм кольца K1 = (K1, +1, ·1) в кольцо K2 =

(K2, +2, ·2), то ϕ(K ld
1 ) ⊆ K ld

2 ∪ {0} и ϕ(Krd
1 ) ⊆ Krd

2 ∪ {0} (в частности, ϕ(K ld) ⊆
K ld ∪ {0} и ϕ(Krd) ⊆ Krd ∪ {0} для любого эндоморфизма ϕ кольца K).

Утверждение 10. Если ϕ – изоморфизм кольца K1 = (K1, +1, ·1) в кольцо
K2 = (K2, +2, ·2), то ϕ(K ld

1 ) ⊆ K ld
2 и ϕ(Krd

1 ) ⊆ Krd
2 (в частности, ϕ(K ld) ⊆ K ld

и ϕ(Krd) ⊆ Krd для любого изоморфизма ϕ кольца K в себя).
Утверждение 11. Если ϕ – автоморфизм кольца K, то истинны равенства

ϕ(K ld) = K ld и ϕ(Krd) = Krd.
Говорят, что в полугруппе (G, ·) выполняется закон сокращения, если истинно

следующее утверждение

(∀a, b, c ∈ G)((ac = bc ⇒ a = b)&(ca = cb ⇒ a = b)). (1)

Известно, что полугруппа (Kinv ∪ Knon−d, ·) является максимальной подполу-
группой полугруппы (K, ·), удовлетворяющей закону сокращения (отсюда, в част-
ности, вытекает, что для коммутативного кольца K существует расширение K̃, в
котором каждый элемент множества Knon−d обратим). Таким образом, подмноже-
ство K ld∪Krd ⊂ K полностью характеризует все свойства, связанные с нарушением
закона сокращения в кольце K (и во всех его расширениях).

Замечание 3.Формула (1) определяет двусторонний закон сокращения. В неком-
мутативном кольце K с единицей могут существовать такие обратимые слева эле-
менты a, что ax = ay ⇒ x = y, но xa = ya 6⇒ x = y, а также такие обратимые
справа элементы b, что xb = yb ⇒ x = y, но bx = by 6⇒ x = y. Таким образом,
подмножество K ld ∪ Krd ⊂ K полностью характеризует все свойства, связанные с
нарушением именно двустороннего закона сокращения в кольце K.

Всюду в дальнейшем считаем, что K ld 6= ∅ (и, следовательно, Krd 6= ∅).
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Множества K ld и Krd однозначно определяют в кольце K системы непустых
множеств

Ar
x = {u ∈ Krd|xu = 0} (x ∈ K ld) (2)

и
Al

y = {v ∈ K ld|vy = 0} (y ∈ Krd). (3)

Из (2) и (3) непосредственно вытекает, что истинно следующее утверждение:

(∀a, b ∈ Knon−inv\{0})((ab = 0) ⇔ (a ∈ Al
b)&(b ∈ Ar

a)).

Отметим, что если K – коммутативное кольцо, то Ar
x = Al

x = Ax (x ∈ Kd).
Семейства множеств (2) и (3) играют важную роль для решения уравнений вида

«произведение равно нулю» над кольцом K. Проиллюстрируем это обстоятельство
следующим примером.

Пример 1. 1. Для любых n ∈ N и a1, . . . , an ∈ Knon−inv\{0} решение системы

уравнений aix = 0 (i = 1, . . . , n) имеет вид x ∈ {0} ∪
n⋂

i=1
Ar

ai
, а решение системы

уравнений xai = 0 (i = 1, . . . , n) имеет вид x ∈ {0} ∪
n⋂

i=1
Al

ai
.

2. Для любых a ∈ Knon−inv\{0} и n ∈ N решение уравнения axn = 0 имеет
вид x ∈ {0} ∪ {y ∈ Knon−inv|yn ∈ Ar

a}, а решение уравнения xna = 0 имеет вид
x ∈ {0} ∪ {y ∈ Knon−inv|yn ∈ Al

a}.
3. Для любого a ∈ K решение уравнения x2 + ax = 0 имеет вид

x ∈ {0,−a} ∪ {b ∈ Knon−inv|(b + a ∈ Knon−inv)&(b ∈ (Al
b − a) ∩Ar

b+a)},

а решение уравнения x2 + xa = 0 имеет вид

x ∈ {0,−a} ∪ {b ∈ Knon−inv|(b + a ∈ Knon−inv)&(b ∈ (Ar
b − a) ∩Al

b+a)}.

4. Решение уравнения f1(x)f2(y) = 0 имеет вид

(x, y) ∈ {(a, b) ∈ K2|(f1(a) = 0) ∨ (f2(b) = 0)}∪

∪{(a, b) ∈ K2|(f1(a) 6= 0)&(f2(b) 6= 0)&(f1(a) ∈ Al
f2(b))&(f2(b) ∈ Ar

f1(a))}.

Рассмотренный пример показывает, что исследование теоретико-множественных
и алгебраических свойств семейств множеств (2) и (3) имеет важное значение для
анализа структуры множества решений уравнений с параметрами, имеющими вид
«произведение равно нулю», над кольцом K.

3. Свойства семейств множеств Ar
x (x ∈ K ld) и Al

y (y ∈ Krd). Так как⋃
x∈Kld

Ar
x = Krd и

⋃
y∈Krd

Al
y = K ld, то семейство множеств Ar

x (x ∈ K ld) (соответствен-

но, семейство множеств Al
y (y ∈ Krd)) представляет собой покрытие множества Krd
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(соответственно, множества K ld) непустыми подмножествами. Соотношение между
этими покрытиями устанавливает следующее утверждение.

Предложение 1. Для любого кольца K истинны формулы

x ∈
⋂

u∈Ar
x

Al
u (x ∈ K ld), (4)

y ∈
⋂

v∈Al
y

Ar
v (y ∈ Krd). (5)

Доказательство. Из (2) вытекает, что истинна формула

(∀x ∈ K ld)(∀u ∈ Ar
x)(x ∈ Al

u),

откуда следует, что истинна формула (4).
Аналогичным образом, из (3) вытекает, что истинна формула

(∀y ∈ Krd)(∀v ∈ Al
y)(y ∈ Ar

v),

откуда следует, что истинна формула (5). ¤
Назовем множество Ir

x = Ar
x ∪ {0} (x ∈ K ld) правым аннулятором элемента x, а

множество I l
y = Al

y ∪ {0} (y ∈ Krd) – левым аннулятором элемента y.
Отметим, что если K – коммутативное кольцо, то Ir

x = I l
x = Ix (x ∈ Kd), а

множество Ix (x ∈ Kd) представляет собой аннулятор элемента x.
Предложение 2. Для любого кольца K каждое множество Ir

x (x ∈ K ld) является
правым идеалом, а каждое множество I l

y (y ∈ Krd) – левым идеалом.

Доказательство. Для любого x ∈ K ld и для любых a, b ∈ Ir
x

x(a± b) = xa± xb = 0± 0 = 0,

откуда вытекает, что a ± b ∈ Ir
x. Следовательно, (Ir

x, +) (x ∈ K ld) – подгруппа
аддитивной группы кольца K.

Аналогичным образом, для любого y ∈ Krd и для любых a, b ∈ I l
y

(a± b)y = ay ± by = 0± 0 = 0,

откуда вытекает, что a ± b ∈ I l
y. Следовательно, (I l

y,+) (y ∈ Krd) – подгруппа
аддитивной группы кольца K.

Для любого x ∈ K ld и для любых a ∈ Ir
x и b ∈ K

x(ab) = (xa)b = 0b = 0,

откуда вытекает, что ab ∈ Ir
x для любых a ∈ Ir

x и b ∈ K. Следовательно, каждое
множество Ir

x (x ∈ K ld) является правым идеалом кольца K.
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Аналогичным образом, для любого y ∈ Krd и для любых a ∈ I l
y и b ∈ K

(ba)y = b(ay) = b0 = 0,

откуда вытекает, что ba ∈ I l
y для любых a ∈ I l

y и b ∈ K. Следовательно, каждое
множество I l

y (y ∈ Krd) является левым идеалом кольца K. ¤
Таким образом, в каждом кольце K семейство множеств Ar

x (x ∈ K ld) опреде-
ляет семейство правых идеалов Ir

x (x ∈ K ld), а семейство множеств Al
y (y ∈ Krd) –

семейство левых идеалов I l
y (y ∈ Krd). Охарактеризуем эти семейства идеалов.

Предложение 3. В каждом кольце K истинны равенства

Ir
−x = Ir

x (x ∈ K ld), (6)

I l
−y = I l

y (y ∈ Krd). (7)

Доказательство. Зафиксируем элемент x ∈ K ld. Из утверждения 2 вытекает,
что −x ∈ K ld.

Пусть a ∈ Ir
x. Тогда xa = 0. Следовательно, (−x)a = −xa = −0 = 0, т.е. a ∈ Ir−x.

Итак, показано, что Ir
x ⊆ Ir−x.

Пусть a ∈ Ir−x. Тогда (−x)a = 0. Следовательно, xa = −(−x)a = −0 = 0, т.е.
a ∈ Ir

x. Итак, показано, что Ir−x ⊆ Ir
x.

Из включений Ir
x ⊆ Ir−x и Ir−x ⊆ Ir

x вытекает равенство (6).
Равенство (7) доказывается аналогично. ¤
Предложение 4. В каждом кольце K истинны включения

I l
u ∩ I l

v ⊆ I l
u+v (u, v, u + v ∈ Krd), (8)

I l
u ∩ I l

v ⊆ I l
u−v (u, v, u− v ∈ Krd), (9)

Ir
u ∩ Ir

v ⊆ Ir
u+v (u, v, u + v ∈ K ld), (10)

Ir
u ∩ Ir

v ⊆ Ir
u−v (u, v, u− v ∈ K ld). (11)

Доказательство. Зафиксируем элементы u, v ∈ Krd. Пусть a ∈ I l
u ∩ I l

v. Тогда
au = 0 и av = 0. Следовательно,

a(u± v) = au± av = 0± 0 = 0.

Отсюда вытекает, что если u + v ∈ Krd, то a ∈ I l
u+v, т.е. истинно включение (8), а

если u− v ∈ Krd, то a ∈ I l
u−v, т.е. истинно включение (9).

Включения (10) и (11) доказываются аналогичным образом. ¤
Произведением подмножеств X (X ⊆ K) и Y (Y ⊆ K) назовем множество XY ,

состоящее из всех таких конечных сумм
n∑

i=1
xiyi (n ∈ N), что xi ∈ X и yi ∈ Y для

всех i = 1, . . . , n.
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Предложение 5. В каждом кольце K для любых элементов x ∈ K ld и y ∈ Krd

множество I l
yI

r
x является двусторонним идеалом.

Доказательство. Так как (Ir
x,+) (x ∈ K ld) и (I l

y, +) (y ∈ Krd) – подгруппы
аддитивной группы кольца K, то (I l

yI
r
x, +) также является подгруппой аддитивной

группы кольца K.
Пусть u ∈ I l

yI
r
x. Тогда существует такое n ∈ N, что u =

n∑
i=1

viwi, где vi ∈ I l
y и

wi ∈ Ir
x для всех i = 1, . . . , n.

Так как множество I l
y – левый идеал и vi ∈ I l

y (i = 1, . . . , n), то avi = αi ∈ I l
y

(i = 1, . . . , n) для любого элемента a ∈ K. Следовательно,

au = a
n∑

i=1

viwi =
n∑

i=1

(avi)wi =
n∑

i=1

αiwi ∈ I l
yI

r
x

для любого элемента a ∈ K, т.е. множество I l
yI

r
x – левый идеал.

Аналогичным образом доказывается, что множество I l
yI

r
x – правый идеал.

Так как множество I l
yI

r
x является как левым, так и правым идеалом, то оно

является двусторонним идеалом кольца K. ¤
Элементы семейства I l

y (y ∈ Krd), а так же семейства Ir
x (x ∈ K ld) могут не

быть попарно различными, соответственно, левыми или правыми идеалами кольца
K. Проиллюстрируем это обстоятельство следующим примером.

Пример 2. Для кольца вычетов Zpk = (Zpk ,⊕, ◦) (p – простое число, а k ∈ N),
которое, как известно, является коммутативным, множество Zinv

pk состоит из всех
чисел a ∈ Zpk\{0}, взаимно-простых с числом p, а

Zd
pk = Zpk\(Zinv

pk ∪ {0}) = {api|a ∈ Zinv
pk ; i = 1, . . . , k − 1}.

Множества Aapi (a ∈ Zinv
pk ; i = 1, . . . , k − 1) имеют вид

Aapi = {bpj |b ∈ Zinv
pk ; j = k − i, . . . , k − 1}, (12)

а идеалы Iapi = Aapi ∪ {0} (a ∈ Zinv
pk ; i = 1, . . . , k − 1) определяют все собственные

идеалы кольца Zpk .
Из (12) вытекает, что Aa1pi = Aa2pi (i = 1, . . . , k − 1) для любых a1, a2 ∈ Zinv

pk и,
следовательно, Ia1pi = Ia2pi (i = 1, . . . , k − 1) для любых a1, a2 ∈ Zinv

pk .
Определив на множестве K ld отношение эквивалентности ∼l формулой

x1∼lx2 ⇔ Ar
x1

= Ar
x2

(x1, x2 ∈ K ld),

и выбрав по одному представителю a из каждого класса фактор-множества K ld/∼l,
получим все попарно-различные правые идеалы Ir

a , принадлежащие семейству пра-
вых идеалов Ir

x (x ∈ K ld). Аналогичным образом, определив на множестве Krd

отношение эквивалентности ∼r формулой

y1∼ry2 ⇔ Al
y1

= Al
y2

(y1, y2 ∈ Krd).
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и выбрав по одному представителю b из каждого класса фактор-множества Krd/∼r,
получим все попарно-различные левые идеалы I l

b, принадлежащие семейству левых
идеалов I l

y (y ∈ Krd).
Известно,что в любом кольце K для любого элемента u ∈ K\{0} последователь-

ность элементов
u, u2, . . . , un, . . .

удовлетворяет в точности одному из следующих трех условий:
Условие 1. Все элементы un (n ∈ N) попарно различны (что возможно только в

бесконечном кольце K).
Условие 2. Существует такое натуральное число nu ≥ 2, что u, . . . , unu−1 – по-

парно различные элементы множества K\{0} и unu = 0 (т.е. u – нильпотентный
элемент).

Условие 3. Существует такое натуральное число lu ≥ 2, что u, . . . , ulu−1 – попарно
различные элементы множества K\{0} и ulu = ui для некоторого числа i ∈ Nlu−1.

Теорема 1. В каждом кольце K для любого элемента u ∈ K ld ∪ Krd, если
u, u2, . . . , uk (k ≥ 2) – попарно различные элементы множества K\{0}, то истин-
ны включения

Ir
u ⊆ Ir

u2 ⊆ · · · ⊆ Ir
uk (u ∈ K ld), (13)

I l
u ⊆ I l

u2 ⊆ · · · ⊆ I l
uk (u ∈ Krd). (14)

Доказательство. Предположим, что u ∈ K ld и u, u2, . . . , uk (k ≥ 2) – попарно
различные элементы множества K\{0}.

Пусть a ∈ Ir
ui для некоторого i ∈ {1, . . . , k − 1}. Тогда uia = 0. Следовательно,

ui+1a = u(uia) = u0 = 0, т.е. a ∈ Ir
ui+1 .

Итак, показано, что Ir
ui ⊆ Ir

ui+1 для всех i = 1, . . . , k − 1. Отсюда вытекает, что
включения (13) истинны.

Включения (14) доказываются аналогичным образом. ¤
Для элементов множества K ld∪Krd ситуацию, определяемую условием 3, харак-

теризует следующая теорема.
Теорема 2. В каждом кольце K с единицей для любого элемента u ∈ K ld ∪

Krd, если u, . . . , ulu−1 (lu ≥ 2) – попарно различные элементы множества K\{0}
и, кроме того, ulu = ui для некоторого числа i ∈ Nlu−1, то истинны формулы

ui ∈ Al
ulu−i−1 ∩Ar

ulu−i−1, (15)

ulu−1 ∈ (Al
ui + 1) ∩ (Ar

ui + 1). (16)

Доказательство. Пусть выполнены условия теоремы.
Из равенства ulu = ui вытекает, что истинны равенства ui(ulu−i − 1) = 0 и

(ulu−i − 1)ui = 0.
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По условию теоремы ui 6= 0. Кроме того, так как u ∈ Knon−inv, то ulu−i 6= 1, т.е.
ulu−i − 1 6= 0.

Следовательно, из равенства ui(ulu−i − 1) = 0 вытекает, что ui ∈ Al
ulu−i−1

и
ulu−1 ∈ Ar

ui + 1, а из равенства (ulu−i − 1)ui = 0 вытекает, что ui ∈ Ar
ulu−i−1

и
ulu−1 ∈ Al

ui + 1.
Из соотношений ui ∈ Al

ulu−i−1
и ui ∈ Ar

ulu−i−1
вытекает, что истинна формула

(15), а из соотношений ulu−1 ∈ Ar
ui + 1 и ulu−1 ∈ Al

ui + 1 вытекает, что истинна
формула (16). ¤

Из теоремы 2 непосредственно вытекает следующее следствие.
Следствие 4. В кольце K с единицей для любого элемента u ∈ K ld ∪Krd, если

u, . . . , ulu−1 (lu ≥ 2) – попарно различные элементы множества K\{0} и, кроме
того, ulu = ui для некоторого числа i ∈ Nlu−1, то истинны формулы

ui ∈ (I l
ulu−i−1 ∩ Ir

ulu−i−1)\{0},

ulu−1 ∈ ((I l
ui\{0}) + 1) ∩ ((Ir

ui\{0}) + 1).

4. Заключение. В настоящей работе исследованы теоретико-множественные и
алгебраические свойства семейств левых и правых идеалов, построенных на основе
семейств подмножеств, определяемых, соответственно, правыми и левыми делителя-
ми нуля в ассоциативных некоммутативных кольцах. Анализ свойств этих семейств
односторонних идеалов, формулируемых в терминах структуры тех или иных клас-
сов ассоциативных некоммутативных колец, представляет возможное направление
исследований. Другое направление связано с разработкой на основе построенного
математического аппарата методов анализа структуры множества решений различ-
ных типов уравнений с параметрами, имеющими вид «произведение равно нулю»,
над конечными ассоциативными некоммутативными кольцами.
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V.V. Skobelev
Properties of zero divisors in associative rings.

Sets of left and right divisors in associative non-commutative rings are examined systematically. There
are extracted two families of sets determined via, correspondingly, left and right zero divisors. It is
established that these families of sets determine two families of, correspondingly, left and right ideals.
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Properties of these families of one-sided ideals are investigated. It is established that extracted families
of sets (and, thus, determined families of one-sided ideals) can be applied into analysis the structure of
the set of solutions for equations with parameters, of the form «some product is equal to zero», over
associative non-commutative rings.

Keywords: associative non-commutative rings, left and right zero divisors, one-sided ideals.

В.В. Скобелєв
Властивостi дiльникiв нуля у асоцiативних кiльцях.

Систематично дослiджено множини лiвих та правих дiльникiв нуля для асоцiативних некомутатив-
них кiлець. Видiлено двi сiм’ї множин, якi визначено, вiдповiдно, лiвими та правими дiльниками
нуля. Встановлено, що цi сiм’ї множин визначають двi сiм’ї множин, вiдповiдно, правих та лiвих
iдеалiв. Дослiджено властивостi цих сiмей однобiчних iдеалiв. Встановлено, що видiленi сiм’ї мно-
жин (як наслiдок, ciм’ї однобiчних iдеалiв, якi визначено цими сiм’ями) може бути застосовано
для аналiзу структури множини розв’язкiв рiвнянь з параметрами, якi мають вигляд «добуток
дорiвнює нулю», над асоцiативними некомутативними кiльцями.
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СЛОЖНОСТЬ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ГРАФОВ,
ЯВЛЯЮЩИХСЯ КВАЗИКОЛЬЦАМИ И КВАЗИДЕРЕВЬЯМИ

Анализируются модификации алгоритма восстановления графа агентом, перемещающимся по его
ребрам, считывающим и изменяющим метки на элементах графа. Найдены и исcледованы операции
над графами. Результирующий граф этих операций восстанавливается с использованием числа
камней, выражающееся через сумму числа камней, необходимых для восстановления исходных
компонент.
Ключевые слова: восстановление графов, агент, сложность алгоритма, блуждание по графу.

1. Введение. В настоящее время интенсивно развивается одно из направле-
ний математической кибернетики – теория дискретных динамических систем [1-3].
В общей схеме Глушкова-Летичевского дискретная система представляется как мо-
дель взаимодействия управляющей и управляемой систем (управляющего автомата
и операционной среды) [4]. Взаимодействие этих систем зачастую представляется
как процесс перемещения управляющего автомата по графу (лабиринту) управля-
емой системы [1], что привело к обширной и интенсивно развивающейся области
исследования поведения автоматов в лабиринтах [1-3].

Общая проблема анализа графа включает в себя ряд частных проблем, важней-
шими из которых являются: проблема самолокализации, т.е. определения вершины
графа, в которой первоначально находится автомат, проблему контроля графа (кар-
ты), т.е. проверки изоморфизма исследуемого графа и заданного графа – эталона
(карты), и проблему полного восстановления графа. При этом автомат перемеща-
ется по дугам графа от вершины к вершине и воспринимает некоторую локальную
информацию о нем и может отмечать элементы графа специальными метками (крас-
ками и / или камнями).

В данной работе рассматривается задача распознавания конечного, неориенти-
рованного графа, без петель и кратных ребер при помощи агента, который переме-
щается по нему и изменяет метки на вершинах и ребрах графа при помощи красок
и камней [5].

Ранее в работе [6] проводился анализ временной сложности восстановления гра-
фа, полученного из нескольких графов путем применения к ним операций сочлене-
ния. Данная работа посвящена анализу числа камней, используемых для восстанов-
ления такого графа. При этом предполагается, что агент выполняет модификации
алгоритма (далее будем обозначать его A) и три его эвристики, предложенные в [7],
(далее будем называть их A1, A2, A3, соответственно), который является модифи-
кацией "Базового алгоритма" [8]. Найдены оценки числа камней, используемых для
восстановления графов из классов квазикольца и квазидеревья.

2. Необходимые определения и понятия. Рассматриваются конечные, неори-
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ентированные графы без петель и кратных ребер. Все такие графы объединим в
класс K. Все неопределяемые понятия общеизвестны и их можно найти, например,
в [9-11]. Пусть G = (V, E) – граф, у которого V – множество вершин, E – множество
ребер, E ⊆ V × V , мощности n и m, соответственно. Тройку ((u, v) , v) будем назы-
вать инцидентором ("точкой прикосновения") ребра (u, v) и вершины v. Множество
таких троек обозначим I. Множество L = V ∪E ∪ I назовем множеством элементов
графа G. Окрестностью O (v) вершины v будем называть множество элементов гра-
фа, состоящее из вершины v, всех вершин u смежных с v, всех ребер (v, u) и всех
инциденторов ((v, u) , v) , ((v, u) , u).

Последовательность u1, u2, .., uk попарно смежных вершин, где все вершины раз-
личны, будем называть путем длины k в графе G. При u1 = uk этот путь называ-
ется циклом. Краской будем называть ресурс, который имеется в неограниченном
количестве, а камнем – ограниченный ресурс, все камни попарно различны и пере-
нумерованы. Камень устанавливается в вершине и может быть снят с нее, а краской
метят вершины и инциденторы ребер. Краска в отличие от камня может быть толь-
ко заменена другой краской. При этом краска, на вершине в которой установлен
камень, становится невидимой до тех пор, пока камень не будет снят.

Для каждого камня существует счетчик количества непомеченных ребер, кото-
рые есть в окрестности текущей вершины. Счетчик камня уменьшается на единицу,
когда агент "видит" в окрестности текущей вершины вершину, помеченную этим
камнем. После обнуления счетчика камня этот камень станет свободным, агент пе-
рейдет в вершину, снимет камень, вершину пометит краской b и возвращается об-
ратно. Агент использует для уставновки в вершине свободный на данный момент ка-
мень наименьшим номером. С камнем ассоциируется M -номер [11], который неявно
был присвоен вершине в момент установки в ней данного камня. Такая ассоциация
сохраняется до тех пор, пока камень не станет свободным.

Пару (G, v), где G – граф, а v – его вершина, назовем правильной, если удаление
вершины v и всех инцидентных ей ребер не нарушает связности полученного графа
G. То есть v не является точкой сочленения в смысле [12]. В противном случае пару
назовем неправильной.

Сочленение двух графов [6] осуществляется отождествлением двух их вершин.
В графах G1 и G2 выбираются соответственно вершины v1, v2 и отождествляются
в одну вершину v. Если в результате отождествления образовались кратные ребра
или петли, кратные ребра заменяются одним, а петли – удаляются из результирую-
щего графа. Вершину v назовем вершиной сочленения. Сочленние графов G1 и G2

будем обозначать G1
⊙

G2. Подграфы G1
⊙

G2 изоморфные графам G1 и G2 будут
компонентами сочленения.

Пусть задан класс K ′ ⊆ K, рассмотрим класс T k графов, полученных из G1, ..,
Gk ∈ K ′ последовательным применением сочленения к G1, .., Gk:

H1 = G1
⊙

G2;
H2 = H1

⊙
G3;

G = Hk−1
⊙

Gk.
Граф G назовем квазидеревом, если он не содержит простых циклов, которые
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содержат одновременно вершины из Gi и Gj , i 6= j.
Пусть задан класс K ′ ⊆ K, рассмотрим класс Sk графов, полученных из G1, ..,

Gk ∈ K ′ последовательным применение операции сочленения к G1, .., Gk и отож-
дествлением двух вершин компонент G1 и Gk:

H1 = G1
⊙

G2;
H2 = H1

⊙
G3, при этом в графе H1 вершина для отождествления выбирается

из комопненты G2;
Hk−1 = Hk−2

⊙
Gk, при этом в графе Hk−2 вершина для отождествления выби-

рается из комопненты Gk−1;
Результирующий граф G получается отождествлением G1

⊙
Gk. Будем называть

квазикольцом.
Связный ациклический граф, степень вершин которого не более двух, будем на-

зывать линией. Ясно, что степень один могут иметь только две его вершины, кото-
рые будем называть концами линии.

Будем говорить, что граф принадлежит классу Mp
c , если при его восстановлении

агент использует p – камней и c – красок.
3. Постановка задачи. Пусть задан класс K графов: конечных, неориентиро-

ванных, без петель и кратных ребер, – все элементы которых окрашены краской w.
Задан агент,который может перемещаться по исследуемому графу из вершины по
ребру, соединяющему их, и изменять метки на элементах графа так, как это было
описано в пункте 2. Агент помещается в произвольную вершину априори неизвест-
ного ему графа G ∈ K.

Агенту требуется восставновить граф G, т. е. построить граф H, изоморфный
графу G, с точностью до меток на элементах графов.

4. Стратегия восстановления графа с использованием камней. Алго-
ритм A восстановления графа при помощи камней подробно описан в [7]. Алгоритм
A основан на методе обхода графа в глубину [9, 10]. Этот метод модифицирован
с учетом того, что агенту граф изначально неизвестен, агент может воспринимать
локальную информацию о графе и агент строит на вершинах графа нумерацию в по-
рядке посещения вершин (M – нумерация)[11]. Агент реализует нумерацию неявно,
при помощи набора попарно различных камней.

В процессе обхода графа в глубину агент строит неявное дерево поиска в глубину,
относительно которого ребра графа разбиваются на два множества: древесные и об-
ратные. Древесные ребра проходятся два раза – в прямом (процедура ВПЕРЕД (v))
и обратном направлении (процедура НАЗАД (v)). При первом прохождении по дре-
весному ребру оно восстанавливается в графе G и один из его инциденторов метить-
ся краской r. После перехода по ребру агент устанавливает в новой непомеченной
вершине свободный камень и восстанавливает все обратные ребра текущей верши-
ны. Для восстановления обратных ребер агенту не требуется переходить по ним,
поскольку, находясь в текущей вершине, помеченной некоторым камнем, он увидит
камень, установленный в вершине, с которой смежно восстанавливаемое обратное
ребро. Зная эти два камня, агент может однозначно определить ассоциируемые с
ними неявные M -номера и восстановить обратное ребро. При установке в вершине
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камня она добавляется в помеченный путь, при пометке ее краской b она удаляется
из помеченного пути.

Алгоритм останавливается, когда помеченный путь становиться пустым, а все
вершины помечены краской b.

Данный алгоритм можно модифицировать с целью уменьшения количества кам-
ней, используемых при восстановлении графа или же сократить время анализа
окрестности вершины.

Первая модификация, реализуется алгоритмом A1.Она заключается в том, что
агент анализирует вершину, в которой собирается установить камень. Выделяется
два вида вершин, для которых нет необходимости использовать камни: 1) вершины
из которых не видно непомеченных вершин; 2) вершины, из которых видно только
одну непомеченную вершину.

Вторая модификация реализуется алгоритмом A2. Она заключается в том, что
для увеличения области восприятия агента, т. е. метятся камнями все вершины из
окрестности текущей вершины. При этом часть камней будет освобождаться, так
как за один шаг будет исследовано большее количество вершин.

Третья модификация реализуется алгоритмом A3. Она заключается в том, что
камни, установленные в вершинах со cтепенью, большей чем D, не снимаются. D
– заранее известная константа. При этом агент анализирует только вершины со
степенью, меньше либо равной D.

5. Восстановление квазидеревьев и квазиколец, полученных при по-
мощи сочленения. Сформулируем результаты для алгоритма из [7], аналогичные
результатам, полученным в [6]. А именно, покажем, что при восстановлении гра-
фов из классов T k и Sk число камней, есть сумма числа камней используемых для
восстановления его компонент.

Пусть G получен сочленением двух правильных пар. Покажем, что при восста-
новлении G агент либо сначала восстанавливает одну компоненту, а затем другую,
либо восстанавливает часть первой компоненты, переходит в другую компоненту и
не возвращается в первую до тех пор, пока вторая не будет полностью восстановле-
на.

Лемма 1. Пусть изначально агент помещается в вершину v графа G ∈ K
такую, что (G, v) – правильна пара. Тогда при выполнении агентом алгоритма
A,A1−A3, агент перейдет в вершину v после того, как восстановит все вершины
графа G.

Доказательство. Доказательство от противного. Предположим, что агент вос-
становил часть графа G и вернулся в вершину v, при выполнении процедуры НАЗАД(v).
При этом из вершины v агент может попасть в ранее не посещенные вершины. Так
как (G, v) – правильная пара, то в силу связности (G − v) из v существует путь в
некоторую вершину u, которая смежна, хотя бы с одной из ранее посещенных вер-
шин x, которая отлична от v. Это противоречит тому, что агент придерживается
стратегии обхода графа в глубину. Поскольку при такой стратегии агент из верши-
ны x перешел бы в вершину u, а не наоборот. Полученное противоречие доказывает
лемму. ¤
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Теперь покажем, что число камней, используемых для восстановления графа G,
будет равно сумме числа камней, используемых для восстановления каждой из его
компонент.

Лемма 2. Пусть (G1, v1) и (G2, v2) – правильные пары и G1 ∈ Mp1
2 , G2 ∈ Mp2

2 ,
тогда G, полученный сочленением вершин v1 и v2 этих двух графов, принадлежит
классу Mp

2 , где p = p1 + p2.

Доказательство. Рассмотрим всевозможные варианты начала выполнения аген-
том восстановления G. Пусть u1 вершина сочленения G1 и G2. Существует три раз-
личных начальных положения агента:

1) агент попал в вершину u1;
2) агент попал в вершину v1 ∈ V (G1) \ {u1};
3) агент попал в вершину v2 ∈ V (G2) \ {u1}.
Рассмотрим эти случаи.
1. Агент метит вершину u1 камнем номер 1 и добавляет ее в помеченный путь.

После чего он начинает восстанавливать компоненту G1, используя камни, учтенные
при подсчете p1. После этого агент, либо попадет в вершину v′1 ∈ V (G1) \ {u1},
либо в вершину v′2 ∈ V (G2) \ {u1}. Предположим, что он попал в v′1 (v′2). Далее
агент будет восстанавливать вершины графа G и ребра G1 (G2). Так как (G1, v1)
((G2, v2)) правильная пара, то по лемме 1 агент не уйдет из компоненты G1 (G2),
пока полностью ее не восстановит. При этом он будет использовать камни, которые
были учтены при подсчете p1 (p2). Следовательно, агенту потребуется p1+p2 камней.

2. Агент пометит вершину v1 камнем номер 1 и добавит в помеченный путь.
После чего он начинает восстанавливать вершины и ребра компоненты G1. В этом
случае существует два различных варианта дальнейшего выполнения алгоритма.

2.1. Агент восстановит полностью компоненту G1, используя при этом p1 камней,
и только после этого попадет в вершину сочленения u1, пометит ее камнем, который
уже был учтен при подсчете p2. После чего он восстановит все вершины и ребра ком-
поненты с G2, используя камни, учтенные при подсчете p2. Следовательно, агенту
потребуется p1 + p2 камня.

2.2. Агент восстановит часть компоненты G1, используя при этом p1 камней. По-
сле чего он попадет в вершину сочленения u1, пометит ее камнем i. После чего агент
переходит в компоненту G2. Так как (G2, v2) правильная пара, то по лемме 1 он пол-
ностью его восстанавливает, используя p2 камней. При этом камень номер i уже был
учтен при подсчете p1. Даже если этот камень будет не свободным при восстановле-
нии компоненты G2, то это не увеличит число камней p2, которые агент использует
для ее восстановления. После восстановления компоненты G2 агент возвращается
в u1 и восстанавливает оставшуюся часть G1, используя p1 камней. Следовательно,
агенту потребуется p1 + p2 камней.

3. Этот случай полностью аналогичен случаю 2. Воспользуемся рассуждениями
из пункта 2. ¤

Леммы 1, 2 обобщим на случай сочленения k правильных пар.

Теорема 1. Если граф G получен последовательным отождествлением в одну
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вершин v1, .., vk правильных пар (G1, v1),..,(Gk, vk), где Gi ∈ Mpi
2 , i = 1, .., k, то

G ∈ Mp
2 , где p =

∑k
i=1 pi. При этом порядок восстановления компонент не имеет

значения.

Доказательство. Пусть v вершина сочленения всех правильных пар. Если агент
помещен в вершину v, то он, согласно лемме 1, перейдет в эту вершину v только
после того, как полностью восстановит одну из компонент. Следовательно, агент
начнет последовательно восстанавливать компоненты Gi, используя pi камней, где
i = 1, .., k. Тогда согласно лемме 2 G ∈ Mp

2 , где p =
∑k

i=1 pi вне зависимости от
порядка восстановления компонент.

Если же агент будет помещен в компоненту Gj , в вершину отличную от вершины
v, то возможны два варианта выполнения агентом восстановления графа: 1) агент
полностью восстановит компоненту Gj и переходит в вершину сочленения v; 2) агент
восстанавливает часть компоненты Gj , переходит в вершину сочленения v, а из нее
в вершину vi компоненты Gi и i 6= j.

1. В этом случае агент из вершины сочленения v переходит в вершину vi компо-
ненты Gi и i 6= j. Поскольку все компоненты правильные, то согласно лемме 1 агент
не перейдет в вершину сочленения v при выполнении процедуры НАЗАД(v) до тех
по пор, пока он не восстановит все ребра и вершины компоненты Gj . После чего
он при выполнении процедуры НАЗАД(v) переходит в вершину сочленения v, а из
нее в следующую не восстановленную компоненту. Следовательно, агент последова-
тельно восстановит компоненты Gi, где i = 1, .., k и i 6= j, а G ∈ Mp

2 , где p =
∑k

i=1 pi

вне зависимости от порядка восстановления компонент.
2. В этом случае агент из вершины сочленения v переходит в вершину vi ком-

поненты Gi и i 6= j. Поскольку все компоненты правильные, то согласно лемме 1
агент не перейдет в вершину сочленения v при выполнении процедуры НАЗАД(v)
до тех по пор, пока он не восстановит все ребра и вершины компоненты Gj . После
чего он при выполнении процедуры НАЗАД(v) переходит в вершину сочленения v.
Далее агент либо возвращается в компоненту Gj , либо переходит в следующую не
восстановленную компоненту. В первом случае агент восстановит оставшуюся часть
компоненты Gj (по лемме 1 в силу того, что Gj правильная компонента). Во втором
случае, агент восстановит полностью еще одну компоненту. Следовательно, агент
восстановит часть компоненты Gj , затем некоторое число компонент Gi, после чего
восстановит оставшуюся часть компоненты Gj , а затем – оставшиеся компоненты
Gi, где i = 1, .., k и i 6= j, а G ∈ Mp

2 , где p =
∑k

i=1 pi вне зависимости от порядка
восстановления компонент. ¤

Следствие 1. Граф G, полученный сочленением двух графов G1 и G2, где G1 ∈
Mp1

2 и G2 ∈ Mp2
2 , принадлежит классу Mp

2 , где p = p1+p2 при выполнении агентом
алгоритмов A, A1 – A3.

Любой граф Gi i = 1, 2, можно представить в виде сочленения правильных пар(
v1, G

1
i

)
,..,

(
vki , G

ki
i

)
, где Gj

i j = 1, .., ki подграфы графа Gi. Тогда G будет сочлене-
нием правильных пар компонент G1 и G2. Из теоремы 1 получаем справедливость
следствия.
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Следствие 2. Пусть G ∈ T k получен последовательным сочленением G1, ..., Gk,
где Gj ∈ M

pj

2 , j = 1, .., k. Тогда G ∈ Mp
2 где p =

∑k
i=1 pi. При этом pj определяются

выполняемым агентом алгоритмом A, A1 – A3.
Докажем следствие 2 методом математической индукции.
При k = 1. В этом случае G = G1, соответственно p = p1 и следствие справедли-

во.
Пусть при k = j следствие справедливо, тогда p =

∑k
i=1 pi.

Покажем, что при k = j + 1 выполняется p =
∑k

i=1 pi. Поскольку в этом случае
результирующий граф получается путем сочленения графа G′,полученного j после-
довательными сочленениями графов G1, .., Gj , и графа Gj+1, то для них справедливо
следствие 1, тогда p =

∑k
i=1 pi.

Доказанные выше утверждения показывают, что число камней используемых
при восстановлении графа с агентом, выполняющим алгоритмы A, A1 – A3, опреде-
ляется формулой p =

∑k
j=1 pj , где pj – число камней, используемых для восстанов-

ления компоненты Gj .
Другим классом графов, у которых число камней есть функцией числа камней

компонент, является класс квазикольца.
При восстановлении графа G ∈ Sk, для простоты рассуждений, будем предпо-

лагать, что агент начинает восстановление из вершины компоненты G1.
Теорема 2. Пусть G ∈ Sk получен последовательным сочленением G1, ..., Gk,

где Gj ∈ M
pj

2 , j = 1, .., k. тогда G ∈ Mp
2 где p =

∑k
i=1 pi + p1. При этом pj определя-

ются выполняемым агентом алгоритмом A, A1 – A3,
Доказательство. Для графа G′ ∈ T k выполняется следствие 2, тогда G′ ∈ Mp

2 ,
где p =

∑k
j=1 pj . Однако, в силу того, что G1 и Gk сочленяются, то агент может

пройти по всем Gj , где j = 1, .., k, так что все
∑k

j=1 pj будут заняты, и после то-
го, как он перейдет из вершин компоненты Gk в вершину сочленения uk−1, метит
камнем номер i, который был учтен при подсчете pk, после этого агент переходит в
вершину компоненты G1. Поскольку камень номер i может остаться не свободным,
то для восстановления оставшейся части вершин компоненты G1 агенту потребуется
дополнительно не менее p1 камней, так как из вершины сочленения uk−1 агент мо-
жет попасть в компоненты G1, в которой агент до этого еще не был. Следовательно,
всего потребуется не более

∑k
j=1 pj + p1 камней. ¤

Доказанные выше утверждения показывают, что число камней, используемых
при восстановлении графа агентом, выполняющим A, A1, A2, определяется форму-
лой

∑k
i=1 pi + p1.

6. Восстановление квазидеревьев и квазиколец, полученных соедине-
нием компонент мостом. Рассмотрим сочленение двух графов G1 и G2, когда
их вершины v1 и v2 не отождествляются в одну, а соединяются ребром. Такое ребро
является мостом в смысле [12]. Мы будем рассматривать соединение двух графов не
только одним ребром (мостом),но и соединение двух графов линией. В этом случае
будем говорить, что графы соединены мостом длины l, где l – количество вершин
в линии. Ясно, что при соединении графов G1 и G2 мостом длины l происходит
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сочленение линии длины l с графами G1 и G2. При этом один конец линии v отож-
дествляется с вершиной v1 графа G1, а второй конец линии u отождествляется с
вершиной v2 графа G2. При этом, если один из соединяемых графов был полу-
чен соединением двух других графов при помощи моста, то при его сочленении с
мостом может быть выбрана любая вершина. Т.е. конец моста может сочленять-
ся с вершиной, которая принадлежала мосту при его построении. Следовательно,
если при построении квазидеревьев и квазиколец заменить операцию сочленения
на операцию соединения через мост некоторой длины l, то получим квазикольца
и квазидеревья, для которых будут справедливы аналогичные леммы следствия и
теоремы. Сформулируем результаты, аналогичные следствиям 1 и 2 и теоремам 1 и
2, для случая, когда операция сочленения заменяется операцией соединения графов
мостом длины l.

Лемма 3. При выполнении агентом алгоритмов A, A2 на графе G вида линия
агент использует не более трех различных камней и две различные краски, т.е.
G ∈ M3

2 .
Доказательство. Рассмотрим худший случай, когда агент попадает в вершину,

не являющуюся концом линии. Тогда, согласно алгоритму, в ней он установит ка-
мень номер 1, и перейдет в соседнюю вершину, и установит в ней камень номер 2,
после чего перейдет в соседнюю вершину и пометит ее камнем номер 3, и при этом
камень номер 2 станет свободным, а вершину агент пометит краской b. После пе-
рехода в соседнюю, не помеченную вершину, агент пометит ее камнем 2, при этом
камень номер 3 станет свободным, а вершину агент пометит b. И так далее, чередуя
использование камней номер 2 и номер 3, агент дойдет до конца линии, а потом
вернется в начальную вершину, и так же, чередуя использование камней номер 2 и
3, дойдет до другого конца линии и тем самым восстановит граф с использованием
только трех красок. ¤

Лемма 4. При выполнении агентом алгоритма A1 на графе G агент использу-
ет один камень и две различные краски, т.е. G ∈ M1

2 .
Доказательство. Воспользуемся рассуждениями леммы 3, заметив, что верши-

ны, которые агент метит камнями номер 2 и номер 3, будут вершинами, из которых
будет видно только одну не помеченную вершину. Следовательно, агенту не потребу-
ются камни для их пометки, а только один камень для пометки начальной вершины.
¤

Лемма 5. Пусть агент выполняет алгоритмы A, A1, A2, на графе G, который
является деревом, у которого i вершин имеют степень больше двух. Тогда G ∈ Mp

2 ,
где p = i + 3 для A, A2 и p = p + 1 для A1.

Доказательство. Для простоты рассуждений будем предполагать, что такое де-
рево получается из графа вида линия путем его сочленения с i графами lj вида ли-
ния j = 1, .., i. Наихудшим случаем является случай, когда длины этих линий больше
трех и они сочленяются путем отождествления их вершин с разными вершинами ис-
ходного графа, поскольку, при этом установленные в них камни не освобождаются
сразу после установки. Согласно лемме 3 при выполнении агентом A агент использу-
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ет три различных камня для восстановления исходной линии. Согласно лемме 4 при
выполнении агентом эвристики A1 агент использует один камень для восстановле-
ния исходной линии l. Согласно лемме 4 при выполнении агентом эвристики A2 агент
использует три различных камня для восстановления исходной линии. Во всех трех
случаях камни используются повторно. Повторное использование камней обуслав-
ливается тем, что они либо освобождаются, либо вершины относятся к вершинам
специального вида (эвристика A1). В полученном графе будет i вершин, которые
не будут принадлежать к вершинам особого вида, камни, установленные в них, не
будут сразу освобождаться. Для восстановления вершин линий lj j = 1, .., i агент
будет использовать камни, которые использовались при восстановлении исходной
линии l, и на момент начала восстановления добавленной линии lj j = 1, .., i стали
свободны. Таким образом, в i вершинах появятся камни, которые не освободятся
сразу же после установки. Для A, A1 камни не будут освобождаться, поскольку сте-
пень вершины будет больше двух. То есть, после перехода в следующую вершину в
окрестности предыдущей остается одна не посещенная вершина и камень не осво-
бодится. В случае выполнения эвристики A2 при пометке 1− окрестности вершины
степени больше двух в силу тех же причин один камень останется не свободным.
Следовательно, агенту потребуется i дополнительных камней для всех трех случаев.
¤

Теорема 3. Пусть G ∈ T k, а Gj ∈ M
pj

2 , где j = 1, .., k и вместо операции
сочленения используется операция соединения графов при помощи моста. Тогда
G ∈ Mp

2 , при выполнении агентом алгоритмов A, A2 p =
∑k

j=1 pj + p1 + (k− 2) + 4,
а при выполнении алгоритма A1 – p =

∑k
j=1 pj + p1 + (k − 2) + 2.

Доказательство. В данном случае граф G получен сочленением компонент Gj

j = 1, .., k и k − 1 мостов, которые могут образовывать деревья. В худшем случае
будет образовано одно дерево с k − 2 вершинами степени больше двух или же бу-
дет образовано большее количество деревьев, но количество вершин в них степени
больше двух не превзойдет k − 2. Следовательно, по лемме 5 для восстановления
такого или каждого из таких деревьев с i вершинами степени больше двух потребует
дополнительно камней i + 3 при выполнении агентом A, A2 и i + 3 камня при вы-
полнении агентом A2. При этом дополнительные камни, которые используются для
восстановления вершин степени меньше трех будут использоваться повторно. При
этом, если агент изначально помещается в вершину, принадлежащую одному из мо-
стов, то в начале восстановления один камень останется не свободным, а остальные
камни, будут повторно использоваться при восстановлении вершин степень меньше
трех. Так как, по следствию 2, верхняя оценка числа камней, используемых агентом,
будет равна сумме верхних оценок всех компонент. Тогда, всего агенту потребуется
при выполнении алгоритмов A, A2 p =

∑k
j=1 pj + p1 + (k − 2) + 3 + 1 камней, а при

выполнении алгоритмов A1 – p =
∑k

j=1 pj + p1 + (k − 2) + 1 + 1 камней. ¤
Теорема 4. При выполнении агентом алгоритмов A, A1, A2 на G ∈ Sk, где

Gj ∈ M
pj

2 , G ∈ Mp
2 , где j = 1, .., k и вместо операции сочленения используется

операция соединения графов при помощи моста. Тогда G ∈ Mp
2 , при выполнении
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агентом A, A2 – p =
∑k

j=1 pj+p1+(k−2)+4, а при A1 – p =
∑k

j=1 pj+p1+(k−2)+2.

Доказательство. В данном случае граф G получен сочленением компонент Gj

j = 1, .., k и k − 1 мостов, которые могут образовывать деревья. В худшем случае
будет образовано одно дерево с k − 2 вершинами степени больше двух или же бу-
дет образовано большее количество деревьев, но количество вершин в них степени
больше двух не превзойдет k − 2. Следовательно, по лемме 5 для восстановления
такого или каждого из таких деревьев с i вершинами степени больше двух потре-
буется дополнительно камней i + 3 при выполнении агентом A, A2, а для A1 – i + 1
камней, при этом дополнительные камни, которые используются для восстановле-
ния вершин степени меньше трех будут использоваться повторно. При этом, если
агент изначально помещается в вершину, принадлежащую одному из мостов, то в
начале восстановления один камень останется не свободным, а остальные камни,
будут повторно использоваться при восстановлении вершин степень меньше трех.
Так как, по теореме 2 верхняя оценка числа камней, используемых агентом, будет
равна сумме верхних оценок всех компонент и дополнительно числа камней, исполь-
зуемых для восстановления начальной компоненты. Тогда, всего агенту потребуется
при выполнении алгоритмов A, A2 p =

∑k
j=1 pj + p1 + (k − 2) + 3 + 1 камней, а при

выполнении алгоритма A1 – p =
∑k

j=1 pj + p1 + (k − 2) + 1 + 1 камней. ¤
Доказанные выше утверждения обобщают результаты, полученные для операции

сочленения.
7. Выводы. Найдены оценки числа камней, используемых для восстановления

графов из классов квазикольца и квазидеревья. Для квазидеревьев число камней
используемых агентом, выражается через сумму числа камней, используемых для
восстановления компонент. Для квазиколец число камней, используемых агентом, –
через сумму числа камней, используемых для восстановления компонент и дополни-
тельного числа камней, используемых для восстановления компоненты, из которой
агент начал восстановления графа.

Результаты, полученные для классов T k Sk, обобщаются для случая, когда со-
членение заменяется соединением двух графов мостом. Для операции соединения
двух графов мостом получены результаты, аналогичные результатам для операции
сочленения.
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E.A. Tatarinov
Basic algorithm for reconstructing a finite graph.

The modifications of the reconstruction a graph algorithm by agent moving moving through his edges,
read and modify marks on the elements of the graph are analyzed. Found and research operations on
graphs. The resulting graph of these operations is reconstructed with the use of stone, which is the sum
of the number of stones needed to reconstruct the original components.

Keywords: graph reconstraction, agent, complexity of the algorithm, move on graph.

Є.О. Татаринов
Складнiсть вiдновлення графiв, що є квазiкiльцями i квазiдеревами.

Аналiзуються модифiкацiї алгоритму вiдновлення графа агентом, що перемiщається по його реб-
рах, що зчитує i змiнює мiтки на елементах графа. Знайдено та дослiджено операцiї над графами.
Результуючий граф цих операцiй вiдновлюється з використанням числа каменiв, що виражається
через суму числа каменiв, необхiдних для вiдновлення вихiдних компонент.

Ключовi слова: вiдновлення графiв, агент, складнiть алгоритму, блукання по графу.
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АНАЛОГИ ПРОБЛЕМЫ ЗАЛЬЦМАНА В n-МЕРНОМ
ПРОСТРАНСТВЕ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ

В работе рассматривается аналог проблемы Зальцмана для n-мерного симплекса. Полностью разо-
бран случай, когда функция имеет нулевой интеграл по всем симплексам, которые касаются данно-
го внутренним образом. С помощью доказанного результата доказана теорема о полноте некоторой
системы функций в Lp, получен новый результат о гомеоморфизмах с N -свойством Лузина.
Ключевые слова: Проблема Зальцмана, функции, интегрируемые по Лебегу, линейный функци-
онал, теорема Хана-Банаха, теорема Рисса, гомеоморфизмы.

1. Введение. В данной работе рассматриваются аналоги и приложения следу-
ющей проблемы, поставленной Л. Зальцманом, которая в свою очередь является
актуальной в современной интегральной геометрии.

Пусть S – замкнутый единичный квадрат, ∂S – его граница и S0 = S\∂S. Обо-
значим через S (z) наибольший замкнутый квадрат в S с центром в точке z из S0.
Для каждого z ∈ S0 пусть Sα(z) – квадрат, гомотетичный S (z) с центром гомоте-
тии z и линейным коэффициентом α, где 0 < α ≤ 1. Верно ли, что f ≡ 0, если f –
непрерывная функция на S такая, что интеграл от f над Sα(z) равняется нулю для
всех z из S0?

Зальцман показал, что ответ на этот вопрос утвердительный, в случаях α = 1
и α = 1/3. Berenstein в обзорной работе [1] о проблеме Помпейю интересовался
случаем α = 1/2, но не разобрал его. Thompson и Schonbek [2] ответили на этот
вопрос положительным ответом для всех α = n

n+2 , где n – положительное целое
число и, в частности, для α = 1/3 и α = 1/2. Позднее Thompson [3] обобщил этот
результат для всех α ∈ [

3
4 ; 1

)
.

В работе [5] автором был изучен аналог проблемы Зальцмана для правильного
треугольника на плоскости и правильного тетраэдра в пространстве. Доказан аналог
результата Зальцмана для квадрата при α = 1 в обоих случаях, а также некоторый
аналог теоремы Томпсона и Шонбека для дискретного множества параметров α в
случае правильного треугольника.

В данной работе изучается аналог проблемы Зальцмана для симплекса в n-
мерном пространстве. Доказан аналог результата Зальцмана для квадрата при α =
1, который обобщает результаты для треугольника и тетраэдра из [5]. Кроме то-
го, рассматриваются приложения полученных результатов в теории приближений и
теории отображений с сохранением меры.

2. Аналог проблемы Зальцмана в для n-мерного симплекса. Рассмот-
рим n-мерное пространство Rn. Выберем в нем набор из n + 1 точек A0, A1, . . . , An,

Автор выражает благодарность Волчкову В.В. за постановку проблемы и внимание к работе.
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не лежащих в одной n − 1-мерной гиперплоскости. Замкнутая выпуклая оболочка
этих точек называется n-мерным симплексом (или просто симплексом) с вершинами
A0, A1, . . . , An.

Введем некоторые определения, связанные с симплексами. Пусть T – это неко-
торый фиксированный n-мерный симплекс с вершинами A0, A1, . . . , An. Центром
симплекса T будем называть его центр масс, то есть точку

C :=
A0 + A1 + . . . + An

n + 1
.

Гранью симплекса, противолежащей вершине Aj , будем называть выпуклую обо-
лочку Gj всех остальных вершин. Это будет n − 1-мерный симплекс, лежащий в
гиперплоскости, порожденной вершинами A0, . . . , Aj , Aj+1, . . . , An.

Пусть C – это центр симплекса и α ∈ R \ {0}. Обозначим через αT симплекс
с вершинами Bj := C + α(Aj − C), j ∈ {0, 1, . . . , n}. Фактически этот симплекс
получается из T гомотетией с центром в C с коэффициентом α. Будем называть
симплекс T̃ похожим на T , если T̃ = B + αT для некоторой точки B ∈ Rn и
некоторого α > 0.

Пусть T – некоторый фиксированный n-мерный симплекс, ∂T – его граница и
int(T ) := T\∂T – его внутренность. Для точки A ∈ int(T ) обозначим через T (A)
наибольший замкнутый симплекс с центром в точке A, лежащий в T и похожий на
T .

Теорема 1. Пусть f ∈ L(T ) и
∫

T (A)

f(x)dx = 0, A ∈ int(T ). (1)

Тогда f = 0.
Доказательство. Пусть T j – симплекс с вершинами A0, . . . , Aj−1, C, Aj , . . . , An.

Очевидно, что T = T 0 ∪ T 1 ∪ . . . ∪ Tn. Поэтому достаточно доказать, что f = 0
на каждом из симплексов T j . Рассмотрим для определенности симплекс T 0. Для
остальных симплексов T j доказательство будет аналогичным. Обозначим −→vj := Aj−
A0. Введем следующее обозначение

P 0 := P (−→v1 ,
−→v2 , . . . ,

−→vn) := {t1−→v1 + t2
−→v2 + . . . + tn

−→vn : 0 ≤ t1, t2, . . . , tn ≤ 1}.

То есть, P 0 – это n-мерный параллелепипед, натянутый на вектора −→v1 ,
−→v2 , . . . ,

−→vn.
Для доказательства нам понадобится следующая лемма.
Лемма 1. В условиях теоремы 1 пусть A ∈ int(T 0) и α > 0 такое, что парал-

лелепипед P := A + αP 0 целиком лежит в int(T 0). Тогда
∫
P f(x)dx = 0.

Доказательство леммы 1. Для произвольного множества

S ⊆ In := {1, 2, . . . , n}
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обозначим
AS := A + α

∑

j∈S

−→vj .

Ясно, что множество точек {AS}S⊂In составляет множество всех вершин парал-
лелепипеда P . Далее обозначим через TS симплекс, похожий на T , одной из вершин
которого является AS , а остальные n вершин лежат в грани G0. Ясно, что для каж-
дой точки AS такой симплекс единственный, и он имеет вид T (CS) для некоторой
точки CS ∈ int(T 0). Поэтому по условию теоремы 1

∫

TS

f(x)dx = 0.

Обозначим для удобства Tj := T{j} и T0 := T∅. Тогда нетрудно видеть, что
⋂

j∈S

Tj = TS , S ⊂ In,

где по определению
⋂

j∈∅ Tj := T0 и

P = T0 \
n⋃

j=1

Tj .

Поэтому по формуле включений-исключений в интегральной форме имеем
∫

P

f(x)dx =
∫

T0\
n⋃

j=1
Tj

f(x)dx

=
∑

S⊂In

(−1)|S|
∫

⋂
j∈S

Tj

f(x)dx =
∑

S⊂In

(−1)|S|
∫

TS

f(x)dx = 0

в силу (1). Лемма доказана. ¤
Вернемся к доказательству теоремы.
Пусть A ∈ int(T 0) и U – некоторая окрестность точки A, целиком лежащая в

int(T 0). Пусть R := [0, a1]× [0, a2]× . . .× [0, an] – произвольный прямоугольный па-
раллелепипед, некоторый сдвиг которого целиком лежит в U . Рассмотрим функцию

F (x) :=
∫

x+R

f(u)du =
∫

R

f(x + u)du,

при тех значениях x, для которых x + R ⊂ U . Так как некоторый сдвиг R целиком
лежит в U , то функция F определена на некотором непустом открытом множестве.
По свойствам интеграла Лебега функция F непрерывна.
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Пусть точка B ∈ int(T 0) такая, что Q := B+R ⊂ U . Тогда при достаточно малых
α > 0 выполнено включение Pα + R ⊂ U , где Pα := B + αP 0. Значит, по теореме
Фубини и лемме 1 имеем

∫

Pα

F (x)dx =
∫

Pα

dx

∫

R

f(x + u)du

=
∫

R

du

∫

Pα

f(x + u)dx =
∫

R

du

∫

u+B+αP 0

f(x)dx = 0 (2)

в силу (1).
Так как F – непрерывная функция, то по теореме о среднем для любого рас-

сматриваемого α найдется точка Bα ∈ Pα такая, что
∫

Pα

F (x)dx = F (Bα)µ(Pα),

где µ(Ω) – это n-мерная мера Лебега множества Ω.
Откуда в силу (2) следует, что F (Bα) = 0. Так как diamPα → 0 при α → 0 и

B ∈ Pα при всех α, то Bα → B при α → 0. Поэтому

F (B) = lim
α→0

F (Bα) = 0.

Таким образом, доказано, что
∫

Q

f(u)du = 0

для любого прямоугольного параллелепипеда Q со сторонами, параллельными осям
координат, лежащего в U .

Отсюда из общих свойств меры и интеграла Лебега следует, что f = 0 п.в. в U . А
так как A – произвольная точка из int(T 0), то f = 0 п.в. в T 0. С учетом замечаний
в начале доказательства получаем, что теорема доказана. ¤

3. Полнота некоторой системы функций в Lp.
Теорема 2. Система функций {χT (A)}A∈int(T ), где

χT (A)(w) =

{
1, w ∈ T (A),
0, w 6∈ T (A),

является замкнутой в Lp(T ) при 1 ≤ p < ∞.
Доказательство. По следствию из теоремы Хана-Банаха утверждение теоремы

2 эквивалентно следующему: для любой функции ϕ, линейной и непрерывной на
Lp(T ), из условия

〈
ϕ, χT (A)

〉
= 0, A ∈ int(T ), следует, что ϕ = 0.
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По теореме Рисса об общем виде линейного функционала

〈ϕ, g〉 =
∫

T

g(x)h(x)dx,

где h ∈ Lq (T ) , 1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p < ∞, 1 < q ≤ ∞.
Так как

0 =
〈
ϕ, χT (A)

〉
=

∫

T

χT (A)(x)h(x)dx =
∫

T (A)

h(x)dx,

то ∫

T (A)

h(x)dx = 0, A ∈ T.

Поскольку h ∈ Lq(T ) ⊂ L1(T ), то из теоремы 1 следует, что h = 0. Поэтому
ϕ = 0. ¤

4. О гомеоморфизмах с N-свойством Лузина.
Теорема 3. Пусть f : T → Rn гомеоморфизм c N -свойством Лузина и

µ(f(T (A))) = µ(T (A)), A ∈ int(T ),

где µ – мера Лебега в Rn.
Тогда µ(f(E)) = µ(E) для любого измеримого множества E ⊆ T .
Доказательство. Рассмотрим функцию множеств ν(E) := µ(f(E)). Так как f –

гомеоморфизм, то f – инъективное отображение. Поэтому ν является мерой. По
N -свойству [4, с. 231] мера ν абсолютно непрерывна относительно меры Лебега µ.
Значит, по теореме Радона-Никодима найдется такая функция w ∈ L(T ), что для
любого измеримого множества E

µ(f(E)) =
∫

E

w(x)dx.

Так как µ(E) =
∫
E 1 dx, то по условию теоремы

0 = µ(f(T (A)))− µ(T (A)) =
∫

T (A)

(w(x)− 1)dx, A ∈ T.

Из теоремы 1 теперь следует, что w(x) = 1 п.в. на E относительно µ. Поэтому
µ(f(E)) = µ(E) для любого измеримого множества E ⊆ T . ¤
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N.V. Feschenko
Analogues of Zalcman’s problem in n-dimensional space and their applications.

We consider an analogue of Zalcman’s problem for n-dimensional simplex. The case, when function has
zero integral over all simplexes, which is tangent to given one by inner way, is fully analyzed. By means
of proved result theorem on completeness of some system of functions in Lp are proved, some result on
homeomorphisms with Lusin’s N -property is obtained.

Keywords: Zalcman’s problem, Lebesgue integrable functions, linear functional, Hahn-Banach theorem,
Riesz theorem, homeomorphisms.

Н.В. Фещенко
Аналоги проблеми Зальцмана в n-вимiрному просторi та їх застосування.

У роботi розглядається аналог проблеми Зальцмана для n-вимiрного симплекса. Повнiстю розiбра-
но випадок, коли функцiя має нульовий iнтеграл по всiх симплексах, що дотикаються даного внут-
рiшнiм чином. За допомогою доведеного результату доведено теорему про повноту деякої системи
функцiй в Lp, здобуто новий результат про гомеоморфiзми з N -властивiстю Лузiна.

Ключовi слова: Проблема Зальцмана, функцiї, iнтегрованi за Лебегом, лiнiйний функцiонал,
теорема Хана-Банаха, теорема Рiсса, гомеоморфiзми.
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