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Анотацiя. В статтi розглянуто граничну задачу для нелiнiйного
виродженого рiвняння елiптичного типу та мiшану задачу для нелi-
нiйного виродженого рiвняння параболiчного типу. Рiвняння мiстять
доданки, показники нелiнiйностi яких є функцiями вiд незалежних
змiнних. Отримано умови iснування узагальнених розв’язкiв цих за-
дач.
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Вступ

У цiй статтi дослiджено мiшану задачу для деякого нелiнiйного
виродженого параболiчного рiвняння. Її модельним прикладом є за-
дача

|u|r−2ut −
n∑

i=1

(|u|γi−2uxi
)xi

+ |u|q(x)−2u = f(x, t),

x ∈ Ω ⊂ R
n, t ∈ (0, T ),

u|∂Ω×[0,T ] = 0,

u|t=0 = 0,

(∗)

де r, γ1, . . . , γn ≥ 2 — деякi числа, q : Ω → (1,+∞), f : Ω × (0, T ) →
R

1 — вiдомi функцiї. При певних обмеженнях на коефiцiєнти рiв-
няння та показники нелiнiйностi його членiв за допомогою методу
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елiптичної регуляризацiї доведено iснування узагальненого розв’яз-
ку нашої задачi. Крайова задача для елiптичного рiвняння, що ви-
никає при цьому, має самостiйний iнтерес. Тому вона розглянута в
загальнiшiй, нiж потрiбно, постановцi. Її моделлю є задача

−ε(|uε|r−2uε
t )t −

n∑

i=1

(|uε|γi−2uε
xi

)xi
+ |uε|r−2uε

t

+|uε|q(x)−2uε = f(x, t),

x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

uε|∂Ω×[0,T ] = 0,

uε|t=0 = 0, uε
t |t=T = 0, ε > 0.

(∗∗)

Користуючись методом Гальоркiна, доведено iснування узагальнено-
го розв’язку цiєї крайової задачi. При вивченнi задач типу (∗) та (∗∗)
виникають простори функцiй, iнтегровних зi степенем q(x) 6≡ const.
Їх прийнято називати узагальненими просторами Лебега (див. [1,2]),
i дослiдженню диференцiальних рiвнянь в цих просторах останнiм
часом придiляється все бiльше уваги. Задачi для рiвнянь типу (∗) та
(∗∗) з r 6= 2 в узагальнених просторах Лебега ранiше не вивчалися.
Мiшанi задачi для iнших типiв нелiнiйних параболiчних рiвнянь зi
змiнними показниками нелiнiйностi вивчено в [3], для параболiчних
варiацiйних нерiвностей — в [4], задачi без початкових умов для варi-
ацiйних нерiвностей в узагальнених просторах Соболєва — в [5, 6], а
задачу без початкових умов для рiвняння в анiзотропних просторах
Соболєва — в [7]. Параболiчнi рiвняння чи нерiвностi з [3–7] в голов-
нiй частинi мiстили монотонний елiптичний оператор (на вiдмiну вiд
рiвняння (∗)).

Умови iснування розв’язку неоднорiдної задачi Дiрiхле для си-
стем елiптичних рiвнянь типу (∗∗) з q(x) ≡ const встановлено в [8].
Так само за умови q(x) ≡ const в [9] вивчено мiшану задачу з ну-
льовими початковими та граничними даними для рiвняння, яке в мо-
дельному випадку матиме вигляд

|u|r−2ut − α∆u− β
n∑

i=1

(|u|s−2uxi
)xi

+ γ|u|h−2u = f(x, t),

де α, β, γ > 0, h = s. Розв’язок отримано в неiзотропних за просто-
ровими змiнними просторах Соболєва. Вiдповiдну параболiчну ва-
рiацiйну нерiвнiсть з нульовi початковою умовою розглянуто в [10].
У статтi [11] за допомогою теореми Шаудера встановлено iснування
розв’язку задачi типу (∗∗) з r = r(x, t), γj = γj(x, t), j = 1, N , але без
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молодших членiв. На границi областi в цих працях задавалася одно-
рiдна умова Дiрiхле. Вiдповiдну мiшану задачу для рiвняння (∗) за
умови r = 2 i без молодших членiв вивчали в [12]. Рiзнi властивостi
розв’язкiв рiвнянь, якi моделюються (∗), отримано в [13–19].

Ця стаття складається зi вступу та чотирьох частин. У першiй
частинi сформульовано розглядуванi задачi, у другiй наведено де-
якi допомiжнi факти, якi для зручностi поданi у виглядi тверджень,
лем та теорем. У третiй частинi статтi доведено теорему iснування
розв’язку задачi типу (∗∗). Четверта частина мiстить теорему про
iснування розв’язку задачi типу (∗). Питання єдиностi розв’язку на-
ведених задач тут не вивчається.

Ми користуватимемося такими позначеннями. Норму банахового
простору B позначимо ‖ · ;B‖, а спряжений до B простiр — B∗. Запис
B1 	 B2 означатиме неперервне вкладення нормованого простору чи
пiвнормованої множини (див. [20, c. 611]) B1 в нормований простiрB2,

B1 	 B2 — неперервне та щiльне вкладення, а B1

K

	 B2 — компактне
вкладенняB1 вB2. Аналогiчно, як в [21, с. 145], ми будемо при потребi
розглядати функцiю u = u(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ), як функцiю, котра
кожному моменту часу t ∈ (0, T ) ставить у вiдповiднiсть функцiю
змiнної x ∈ Ω, i писатимемо u(t) замiсть u(·, t). Крiм того, через Ci

позначатимемо додатнi сталi, якi залежать тiльки вiд вихiдних даних
задач i не залежать вiд їх розв’язкiв.

1. Формулювання задач

Нехай, спочатку, N ∈ N, область G ⊂ R
N задовольняє умову:

(G): G = Ω× [0, ℓn+1]× · · ·× [0, ℓN ], де Ω ⊂ R
n — обмежена область з

кусково гладкою межею ∂Ω, n ∈ {0, 1, . . . , N}, ℓn+1, . . . , ℓN > 0 —
фiксованi числа.

Домовимося, що формальний випадок n = 0 означатиме вiдсутнiсть
областi Ω, тобто рiвнiсть G = [0, ℓ1] × · · · × [0, ℓN ]. Якщо n = N , то
вважатимемо, що G = Ω.

У разi виконання умови (G), дотримуватимемося таких позна-
чень. Перш за все домовимося, що якщо y = (y1, . . . , yN ) ∈ R

N ,
то y′j = (y1, . . . , yj−1, yj+1, . . . , yN ) ∈ R

N−1, dy = dy1 · · · dyN , dy′j =
dy1 · · · dyj−1dyj+1 · · · dyN ,

Gj = Ω× [0, ℓn+1]×· · ·× [0, ℓj−1]× [0, ℓj+1]×· · ·× [0, ℓN ] при j ≥ n+1.
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Нехай G задовольняє (G), a1, . . . , aN , b1, . . . , bN , g, f : G → R
1 —

деякi функцiї, виконуються умови:

(Q1): q ∈ L∞(G), 1 < q1 ≡ ess infy∈G q(y) ≤ ess supy∈G q(y) ≡ q2 <
+∞;

(Γ1): γ1, . . . , γN ∈ [2,+∞).

Розглядається задача: знайти таку функцiю u : G → R
1, яка задо-

вольняє рiвняння

−
N∑

j=1

(aj(y)|u|γj−2uyj
)yj

+

N∑

j=1

bj(y)|u|γj−2uyj
+ g(y)|u|q(y)−2u = f(y),

y ∈ G, (1.1)

та граничнi умови

u|∂Ω×[0,ℓn+1]×···×[0,ℓN ] = 0, (1.2)

1) u|yj=0 = 0,

2) uyj
|yj=ℓj

= 0,
j = n+ 1, N. (1.3)

Вiдмiтимо, що випадок n = 0 означатиме вiдсутнiсть умови (1.2), а
випадок n = N — вiдсутнiсть (1.3). При виконаннi додаткових умов
у цiй статтi показано iснування узагальненого розв’язку задачi (1.1)–
(1.3).

Далi припускається, що n ∈ N, N = n + 1. У цьому частковому
випадку нам буде зручно користуватися позначеннями: ℓn+1 = T , де
T > 0, G = Q0,T = Ω × (0, T ), y1 = x1, . . . , yn = xn, yn+1 = t. Отже,
нехай Ω ⊂ R

n — обмежена область, ∂Ω ⊂ C1, Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω,
t = τ}, Qt1,t2 = Ω × (t1, t2), τ ∈ [0, T ], 0 ≤ t1 < t2 ≤ T . Припустимо,
що виконуються умови:

(Q2): q ∈ L∞(Ω), 1 < q1 ≡ ess infx∈Ω q(x) ≤ ess supx∈Ω q(x) ≡ q2 <
+∞;

(Γ2): r, γ1, . . . , γn ∈ [2,+∞).
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При виконаннi додаткових умов за допомогою результатiв, отри-
маних для задачi (1.1)–(1.3), показано iснування розв’язку задачi:
знайти таке u : Q0,T → R

1, що

|u|r−2ut −
n∑

i=1

(ai(x, t)|u|γi−2uxi
)xi

+
n∑

i=1

bi(x, t)|u|γi−2uxi

+ g(x, t)|u|q(x)−2u = f(x, t), (1.4)

для (x, t) ∈ Q0,T ,

u|∂Ω×[0,T ] = 0, (1.5)

u|t=0 = 0. (1.6)

Розв’язки наведених задач отримуються в анiзотропних просто-
рах Соболєва та узагальнених просторах Лебега.

2. Деякi допомiжнi твердження

та iнтегральнi нерiвностi

Нагадаємо кiлька означень i тверджень, якi нам далi будуть по-
трiбнi. Узагальненi простори Лебега та Соболєва вивчалися, зокре-
ма, в [1, 2]. Нехай G ⊂ R

N — довiльна обмежена область з кусково-
гладкою межею ∂G, виконується умова (Q1), 1/q(y)+1/q′(y) = 1 май-
же для всiх y ∈ G. Визначимо функцiонал ρq(·, G) рiвнiстю ρq(v,G) =∫
G |v(y)|q(y)dy, де v — деяка функцiя. Узагальненим простором Лебега
Lq(y)(G) називатимемо множину таких функцiй v, для яких ρq(v,G) <
+∞. В [1, c. 616, 619, 621] доведено, що Lq(y)(G) є рефлексивним про-
стором з нормою

‖v;Lq(y)(G)‖ = inf{λ > 0 : ρq(v/λ,G) ≤ 1}.

У [2, с. 594] показано, що якщо ‖v;Lq(y)(G)‖ ≤ 1, то ρq(v,G) ≤ 1.
Зворотне твердження зразу випливає з означення норми простору
Lq(y)(G). Вiдмiтимо, що Lq(y)(G) — банахiв простiр i якщо r(y) ≥ q(y),
то Lr(y)(G) неперервно вкладається в Lq(y)(G) (див. [2, с. 599, 600]).
Спряженим до Lq(y)(G) є простiр Lq′(y)(G) (див. [1, c. 619]). Якщо
виконується умова (Q2), то так само вводимо простори Lq(x)(Ω) та
Lq(x)(Q0,T ). Решту потрiбних нам функцiйних просторiв введемо далi.
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Твердження 2.1 (лема 4.3 [22, с. 66]). Нехай P = (P1, . . . , Pm) :
R

m → R
m — неперервна функцiя. Якщо iснує таке ρ > 0, що

(P (z), z)Rm ≥ 0 ∀ z ∈ R
m: |z| = ρ, то iснує таке zm ∈ R

m, |z| ≤ ρ, що

P (zm) = 0.

Твердження 2.2 (лема [8, с. 471]). Нехай функцiя Z : G×R
1 → R

1

задовольняє умову Каратеодорi, λ ≥ 0. Якщо послiдовнiсть

{um}m∈N задовольняє умови

1) um −→
m→∞

u майже скрiзь в G,

2) для j ∈ {1, . . . , N} матимемо, що |um|λum
yj

−→
m→∞

1
1+λ(|u|λu)yj

слабко в L2(G),

3) iснують такi s > 2, C1 > 0, що ‖Z(y, um);Ls(G)‖ ≤ C1 для всiх

m ∈ N, то

Z(y, um)|um|λum
yj

−→
m→∞

1

1 + λ
Z(y, u)(|u|λu)yj

слабко в L1(G).

Твердження 2.3 (теорема Обена [23] ([22, с. 70, теорема 5.1])).

Нехай B0, B,B1 — банаховi простори, B0, B1 — рефлексивнi, p0, p1 ∈
(1,+∞), Y1 = {v ∈ Lp0(0, T ;B0) | vt ∈ Lp1(0, T ;B1)}. Тодi з вкладен-

ня B0

K

	 B 	 B1 випливає, що Y1

K

	 Lp0(0, T ;B).

Твердження 2.4 ([20, лема 2, теореми 1, 2]). Нехай A0, A1 —

лiнiйнi нормованi простори, M1 — пiвнормована множина з пiвнор-

мою [ · ]M1, M1

K

	 A0 	 A1, p, p1 ≥ 1. Тодi

1) множина

Y =

{
u : (0, T ) →M1

∣∣∣∣∣

T∫

0

[u(t)]pM1
dt+

T∫

0

‖ut(t)‖p1

A1
dt < +∞

}

є пiвнормованою;

2) Y
K

	 Lp(0, T ;A0);
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3) якщо M1

K

	 A1, то Y
K

	 C([0, T ];A1);

4) якщо Y 	 Lp0(0, T ;A0), де p0 > 1, то Y
K

	 Lq(0, T ;A0) для

q ∈ [1, p).

Наведемо кiлька нерiвностей, якi використовуватимемо далi.
Спершу для фiксованого числа µ визначимо функцiї h, ω : R → R

так

h(s) =
|s|µ
µ
, ω(s) = |s|µ−2s, s ∈ R. (2.1)

Зауваження 2.1. Зрозумiло, що якщо µ > 1, то h′(s) = ω(s), а якщо
µ ≥ 2, то ω′(s) = (µ− 1)|s|µ−2 для s ∈ R.

Нам будуть потрiбнi наступнi твердження.

Лема 2.1. Нехай p, q, µ ∈ (1,+∞), ω — функцiя з (2.1). Якщо u ∈
Lp(G) i

µ ∈ (1, 1 + p], q ∈ [1,
p

µ− 1
], (2.2)

то ω(u) ∈ Lq(G) i, крiм того, ‖ω(u);Lq(G)‖ ≤ C2‖u;Lp(G)‖µ−1, де

стала C2 > 0 не залежить вiд u.

Доведення. Нехай u ∈ Lp(G), J
def
=
∫
G |ω(u)|q dx =

∫
G |u|(µ−1)q dx.

Якщо q = p
µ−1 , то q(µ − 1) = p i J = ‖u;Lp(G)‖q(µ−1) < +∞. Якщо

q < p
µ−1 , то p

q(µ−1) > 1 i з нерiвностi Гельдера матимемо, що

J ≤ C2

(∫

G

|u|p dx
) (µ−1)q

p

= C2‖u;Lp(G)‖q(µ−1) < +∞.

Лема 2.2. Нехай α1 ≥ 1, α0 > 1 − α1. Тодi для всiх u ∈ C1(G)
виконується оцiнка

∫

G

|u|α0+α1 dy ≤ C3

(∫

G

|u|α0 |uyj
|α1 dy +

∫

∂G

|u|α0+α1 dS

)
,

j ∈ {1, . . . , N}, (2.3)

де стала C3 > 0 не залежить вiд u.
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Доведення. Оскiльки α0 +α1 > 1, то з зауваження 2.1 та теореми про
похiдну композицiї диференцiйовних функцiй отримаємо

yj (|u|α0+α1)′yj
= (α0 + α1) yj |u|α0+α1−2uuyj

.

Оскiльки
∫

G

yj (|u|α0+α1)′yj
dy =

∫

∂G

yj |u|α0+α1 cos(ν, yj) dS −
∫

G

|u|α0+α1 dy

(тут ν — вектор зовнiшньої до G одиничної нормалi), то

∫

G

|u|α0+α1 dy = −
∫

G

yj (|u|α0+α1)′yj
dy +

∫

∂G

yj |u|α0+α1 cos(ν, yj) dS

= −(α0 + α1)

∫

G

yj |u|α0+α1−2uuyj
dy +

∫

∂G

yj |u|α0+α1 cos(ν, yj) dS

≤ C4

(∫

G

|u|α0+α1−1 |uyj
| dy +

∫

∂G

|u|α0+α1 dS

)
, (2.4)

де стала C4 > 0 залежить лише вiд областi G та вiд α0, α1. Якщо
α1 = 1, то нерiвнiсть (2.4) спiвпадає з (2.3). Припустимо далi, що
α1 > 1. З нерiвностi Юнга зi сталою α1 одержимо, що

|u|α0+α1−1 |uyj
| = |u|

α0
α1 |uyj

| |u|α0+α1−1−
α0
α1

≤ C5(ε)|u|α0 |uyj
|α1 + ε|u|(α0+α1−1−

α0
α1

)
α1

α1−1 .

Оскiльки

(
α0 + α1 − 1 − α0

α1

) α1

α1 − 1
=
(α0(α1 − 1)

α1
+ α1 − 1

) α1

α1 − 1
= α0 + α1,

то з (2.4) i останньої нерiвностi отримаємо оцiнку

∫

G

|u|α0+α1 dy ≤ C4

(
C5(ε)

∫

G

|u|α0 |uyj
|α1 dy

+ ε

∫

G

|u|α0+α1 dy +

∫

∂G

|u|α0+α1 dS

)
.

Вибравши ε > 0 досить малим, звiдси отримаємо (2.3).
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Лема 2.3. Нехай α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α1 + α2 ≥ 1, α0 > 1 − (α1 + α2).
Тодi для всiх u ∈ C1(G) виконується оцiнка

∫

G

|u|α0+α1 |uyj
|α2 dy ≤ C6

(∫

G

|u|α0 |uyj
|α1+α2 dy +

∫

∂G

|u|α0+α1+α2 dS

)
,

(2.5)
j ∈ {1, . . . , N}, де стала C6 > 0 не залежить вiд u.

Доведення. При α1 = 0 твердження леми очевидне, а при α2 = 0
нерiвнiсть (2.5) спiвпадає з (2.3). Припустимо далi, що α1 > 0, α2 > 0.
З нерiвностi Юнга зi сталою α1+α2

α2
> 1 одержимо, що

|u|α0+α1 |uyj
|α2 = |u|

α0α2
α1+α2 |uyj

|α2 |u|α0+α1−
α0α2

α1+α2

≤ C7

(
[|u|

α0α2
α1+α2 |uyj

|α2 ]
α1+α2

α2 + |u|α̃
)
,

де

α̃ =
(
α0 + α1 −

α0α2

α1 + α2

) α1+α2
α2

α1+α2
α2

− 1

=
(
α0 + α1 −

α0α2

α1 + α2

) α1 + α2

α1

=
1

α1
((α0 + α1)(α1 + α2) − α0α2)

=
1

α1
(α0α1 + α2

1 + α1α2) = α0 + α1 + α2.

Використавши цi спiввiдношення, отримаємо

∫

G

|u|α0+α1 |uyj
|α2 dx ≤ C7

(∫

G

|u|α0 |uyj
|α1+α2 dy +

∫

G

|u|α0+α1+α2 dy

)
.

В останньому доданку цiєї нерiвностi скористаємося оцiнкою (2.3) з
α1 + α2 замiсть α1 i отримаємо (2.5).

Леми 2.2 та 2.3 наведено в [8, с. 459, 460]. Далi нам знадобиться
доведення цих лем, а тому ми подали їх повнiстю. Зараз застосуємо
результати, отриманi в цих лемах, до функцiй iз заданою поведiн-
кою на ∂G у випадку, коли область G є “квазiцилiндром”, тобто коли
виконується умова (G). Доведемо таке твердження.
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Лема 2.4. Нехай виконується умова (G), u ∈ C1(G).

1) Для j ∈ {n+ 1, . . . , N} матимемо, що

а) якщо α0, α1, C3 такi як в лемi 2.2, u задовольняє умову

u|yj=0 = 0 або u|yj=ℓj
= 0, то виконується оцiнка

∫

G

|u|α0+α1 dy ≤ C3

∫

G

|u|α0 |uyj
|α1 dy; (2.6)

б) якщо α0, α1, α2, C6 такi, як в лемi 2.3, u задовольняє умову

u|yj=0 = 0 або u|yj=ℓj
= 0, то виконується оцiнка

∫

G

|u|α0+α1 |uyj
|α2 dy ≤ C6

∫

G

|u|α0 |uyj
|α1+α2 dy. (2.7)

2) Якщо u задовольняє умову u|∂Ω×[0,ℓn+1]×...×[0,ℓN ] = 0, то оцiнки

(2.6), (2.7) виконуються i для j ∈ {1, . . . , n}.

Доведення. Нехай виконується умова (G), u ∈ C1(G).
1) Для кожного j ∈ {n + 1, . . . , N} та фiксованого t0 ∈ [0, ℓj ] ма-

тимемо, що

∫

G

(yj−t0) (|u|α0+α1)′yj
dy =

∫

Gj

(yj−t0) |u|α0+α1 dy′j

∣∣∣∣
yj=ℓj

yj=0

−
∫

G

|u|α0+α1 dy.

Тому, як i в лемi 2.2, отримаємо формулу

∫

G

|u|α0+α1 dy =

∫

Gj

(yj − t0) |u|α0+α1 dy′j

∣∣∣∣
yj=ℓj

yj=0

−
∫

G

(yj − t0) (α0 + α1) |u|α0+α1−2uuyj
dy

≤ (ℓj − t0)

∫

Gj

|u|α0+α1 |yj=ℓj
dy′j + t0

∫

Gj

|u|α0+α1 |yj=0 dy
′
j

+ ℓj(α0 + α1)

∫

G

|u|α0+α1−1 |uyj
| dy.

При виконаннi умови u|yj=0 = 0 вiзьмемо тут t0 = ℓj , а при u|yj=ℓj
= 0
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вiзьмемо t0 = 0. В обох випадках отримаємо нерiвнiсть
∫

G

|u|α0+α1 dy ≤ ℓj(α0 + α1)

∫

G

|u|α0+α1−1 |uyj
| dy.

Продовжуючи далi так, як в доведеннi леми 2.2 пiсля (2.4), отримаємо
(2.6).

Для доведення оцiнки (2.7) треба повторити мiркування з дове-
дення леми 2.3, користуючись при цьому не (2.3), а (2.6).

2) Доведення цього пункту випливає з оцiнок (2.3), (2.4), застосо-
ваних для G = Ω. Треба лише зiнтегрувати їх за yn+1 ∈ (0, ℓn+1), . . . ,
yN ∈ (0, ℓN ). Лему доведено.

Зауваження 2.2. Зрозумiло, що оцiнки (2.3), (2.5)–(2.7) виконую-
ться i для функцiй u з просторiв Соболєва, для яких скiнченнi при-
сутнi в (2.3) чи (2.5)–(2.7) вирази.

За умови виконання припущення (G) введемо таке позначення

Π0 =
{
v ∈ C1(G)

∣∣ v|∂Ω×[0,ℓn+1]×···×[0,ℓN ] = 0,

v|yn+1=0 = · · · = v|yN=0 = 0
}
.

Використаємо наведенi твердження для доведення такої теореми.

Теорема 2.1. Нехай виконується умова (G), β1, . . . , βN ∈ R
1 задо-

вольняють умови

min
j
βj > −1, (2.8)

1

2
max

j
βj ≤ min

j
βj + 1, (2.9)

а число β > 1 справджує оцiнку

1

2
max

j
βj + 2 ≤ β ≤ min

j
βj + 3. (2.10)

Якщо функцiя u ∈ Π0 для кожного j ∈ {1, . . . , N} задовольняє оцiнку
∫

G

|u|βj |uyj
|2 dy ≤ C8, (2.11)

з деякою сталою C8 > 0, то

∥∥ |u|β−2u;W
1,

minj βj+2

β−1 (G)
∥∥ ≤ C9, (2.12)

де стала C9 > 0 не залежить вiд u.



446 Про задачi з однорiдними граничними умовами...

Доведення. Нехай функцiя u ∈ Π0 задовольняє (2.11). Тодi для неї
виконуються оцiнки з леми 2.4. Покажемо спочатку, що |u|β−2u ∈
L

minj βj+2

β−1 (G). Використавши оцiнку (2.6) з показниками α0 = βj ,
α1 = 2 (вiдмiтимо, що α0 > 1 − α1 ⇐⇒ βj > 1 − 2 ⇐⇒ (2.8)) та
нерiвнiсть (2.11), одержимо оцiнку

∫

G

|u|βj+2 dy ≤ C3

∫

G

|u|βj |uyj
|2 dy ≤ C3C8, j = 1, N.

Оскiльки u ∈ Lminj βj+2(G) i β ∈ (1, 1 + (minj βj + 2)], то з леми 2.1

отримаємо, що |u|β−2u ∈ Lq(G), де q ∈ [1,
minj βj+2

β−1 ].

Нехай j ∈ {1, . . . , N}. Вiдмiтимо, що з (2.10) випливає, що β−1 ≤
minj βj + 2 ≤ βj + 2, тобто βj+2

β−1 ≥ 1. Оскiльки (|u|β−2u)′yj
= (β − 1)×

|u|β−2uyj
,

(β − 2)
βj + 2

β − 1
= βj + 2 + (β − 2)

βj + 2

β − 1
− (βj + 2)

= βj + 2 + (βj + 2)
(β − 2

β − 1
− 1
)

= βj + 2 − βj + 2

β − 1
,

то

Ij ≡
∫

G

(|u|β−2uyj
)

βj+2

β−1 dy =

∫

G

|u|βj+2−
βj+2

β−1 |uyj
|

βj+2

β−1 dy.

Скориставшись оцiнкою (2.7) при α0 = βj , α1 = 2 − βj+2
β−1 , α2 =

βj+2
β−1

та нерiвнiстю (2.11), одержимо

Ij =

∫

G

|u|α0+α1 |uyj
|α2 dy

≤ C6

∫

G

|u|α0 |uyj
|α1+α2 dy

= C6

∫

G

|u|βj |uyj
|2 dy ≤ C6C8.
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На завершення доведення нашої теореми переконаємося в можли-
востi використання леми 2.4. З огляду на умови попереднiх лем, нашi
перетворення можна робити, якщо справджується така система не-
рiвностей





min
j

βj+2
β−1 ≥ 1,

α1 ≥ 0,
α2 ≥ 0,
α1 + α2 ≥ 1,
α0 + α1 + α2 > 1,

⇐⇒





min
j

βj+2
β−1 ≥ 1,

min
j

(2 − βj+2
β−1 ) ≥ 0,

min
j

βj+2
β−1 ≥ 0,

2 ≥ 1,
min

j
(βj + 2) > 1,

β−1>0

⇐⇒





min
j

(βj + 2) ≥ β − 1,

min
j

(2(β − 1) − (βj + 2)) ≥ 0,

min
j

(βj + 2) > 1,

⇐⇒





min
j
βj + 3 ≥ β,

2β − 2 − max
j

(βj + 2) ≥ 0,

min
j
βj + 2 > 1,

⇐⇒





β ≤ min
j
βj + 3,

2β ≥ max
j
βj + 4,

min
j
βj > −1.

Виконання останнiх нерiвностей гарантують умови (2.8)–(2.10).

Вiдмiтимо, що iдея доведення теореми 2.1 запозичена з [8], де схо-
жий результат отримано для iнших β1, . . . , βN , β. Нехай

[v]M1 =
N∑

j=1

(∫

G

|v|βj |vyj
|2 dy

) 1
βj+2

,

M1 — множина функцiй v, таких, що

[v]M1 < +∞,

|v|β−2v|∂Ω×[0,ℓn+1]×···×[0,ℓN ] = 0,

|v|β−2v|yj=0 = 0, j = n+ 1, N,

де β взято з (2.10). Вiдомо, що M1 — пiвнормована, взагалi кажучи,
нелiнiйна множина (див. приклад з [20, c. 610]).
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Теорема 2.2. Якщо виконуються умови (G), (2.8), (2.9), то M1 	

Ls(G) i M1

K

	 Ls−ε(G), де

s =

{
N

N−1(minj βj + 2), при N >
minj βj+2

β−1 ,

s1 ≥ β − 1 — довiльне, при N ≤ minj βj+2
β−1 ,

ε ∈ (0, s)

β взято з умови (2.10).

Доведення. Нехай виконуються припущення та позначення нашої те-
ореми. Тодi з теорем вкладення Соболєва при N >

minj βj+2
β−1 та тео-

реми 2.1 для кожного u ∈M1 отримаємо, що

‖u;Ls̃(G)‖ = ‖ |u|β−2u;Lr(G)‖r/s̃

≤ C10‖ |u|β−2u;W
1,

minj βj+2

β−1 (G)‖r/s̃ ≤ C11, (2.13)

де s̃ = (β − 1)r,

r =
N

minj βj+2
β−1

N − (
minj βj+2

β−1 )
=

N(minj βj + 2)

N(β − 1) − (minj βj + 2)
.

Якщо, наприклад, β = minj βj + 3, то

s̃ = (β − 1)r =
(
min

j
βj + 2

) N(minj βj + 2)

N(minj βj + 2) − (minj βj + 2)

=
N

N − 1

(
min

j
βj + 2

)
= s.

Отже, M1 	 Ls(G). Якщо N ≤ minj βj+2
β−1 , то оцiнку (2.13) одержимо

для всiх показникiв r ∈ [1,+∞). Тому s̃ = (β − 1)r ≥ β − 1.
Доведемо компактне вкладення. Нехай ε ∈ (0, s − 1), BR = {u ∈

M1 : [u]M1 ≤ R}, R > 0. Оскiльки

∫

G

|u|s−ε dy ≤ C12

(∫

G

(|u|s−ε)
s

s−ε dy

) s−ε
s

= C12‖u;Ls(G)‖s−ε ≤ C13

∀u ∈ BR,

то iснує послiдовнiсть {um}m∈N ⊂ BR, така, що um −→
m→∞

u слабко в
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Ls−ε(G). З того, що W
1,

minj βj+2

β−1 (G)
K

	 Lr(G) та леми 1.18 [21, c. 39]
випливає, що (можливо при переходi до пiдпослiдовностi) |um|β−2um

−→
m→∞

|u|β−2u майже скрiзь в G. Тодi для fm = |um −u|s−ε отримаємо,

що послiдовнiсть {fm}m∈N є обмеженою в L
s

s−ε (G). Крiм того, можна
вважати, що fm −→

m→∞
0 слабко в L

s
s−ε (G) та майже скрiзь в G. Тодi

∫

G

fm dy =

∫

G

|um − u|s−ε dy −→
m→∞

0

i теорему доведено.

Наслiдок 2.1. Зрозумiло, що M1

K

	 Lminj βj+2(G) (див. також [20, c.
619]).

3. Крайова задача для нелiнiйного

елiптичного рiвняння з виродженням

Дослiдимо питання iснування розв’язку граничної задачi (1.1)–
(1.3). Нехай N ∈ N i виконуються умови (G), (Q1), (Γ1) з першого
пiдроздiлу. Введемо кiлька допомiжних позначень. Нехай

γmax i γmin — вiдповiдно найбiльше та найменше числа серед
γ1, . . . , γN ,

S2 — множина тих iндексiв j ∈ {1, . . . , N}, що γj = γmax, S1 =
{1, . . . , N} \ S2.

Вiдмiтимо, що ми не виключаємо випадку S1 = ∅, який виникне
якщо γ1 = · · · = γN . Припустимо, що функцiї a1, . . . , aN , b1, . . . , bN , g,
f : G→ R

1 задовольняють умови:

(A1): для кожного j ∈ {1, . . . , N} матимемо, що aj ∈ L∞(G), aj(y) ≥
a0 > 0 майже для всiх y ∈ G;

(B1): для кожного j ∈ {1, . . . , N} функцiя bj ∈ L∞(G) задовольняє
одну з умов:

а) якщо j ∈ S1 та j ≤ n, то

(bj)yj
∈ L∞(G), |(bj(y))yj

| ≤ b1 майже для всiх y ∈ G,
(3.1)
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б) якщо j ∈ S1 та j ≥ n+1, то виконується умова (3.1) i, крiм
того, bj(y) ≥ b0 > 0 майже для всiх y ∈ G,

в) якщо j ∈ S2 та j ≤ n, то bj(y) ≡ b̃j ∈ R
1,

г) якщо j ∈ S2 та j ≥ n+ 1, то bj(y) ≡ const ≥ b0 > 0;

(D1): g ∈ L∞(G), 0 < g0 ≤ g(y) ≤ g0 < +∞ майже для всiх y ∈ G;

(F1): f ∈ L
γmax

γmax−1 (G).

Нехай Trα
0 = {w : G → R | ∃ {wm}m∈N ⊂ Π0 : (|wm|αj−1wm)yj

−→
m→∞

(|w|αj−1w)yj
слабко в L2(G) для кожного j ∈ {1, . . . , N}}, де α =

(α1, . . . , αN ).

Означення 3.1. Узагальненим розв’язком задачi (1.1)–(1.3) назива-

ється функцiя u ∈ Lq(y)(G)∩Lγmax(G) така, що |u|
γj
2
−1u, (|u|

γj
2
−1u)yj

∈ L2(G) для кожного j ∈ {1, . . . , N}, u задовольняє рiвнiсть

∫

G

[ N∑

j=1

aj |u|
γj
2
−1 2

γj

(
|u|

γj
2
−1u

)
yj
vyj

+
N∑

j=1

bj |u|
γj
2
−1 2

γj

(
|u|

γj
2
−1u

)
yj
v

+ g|u|q(y)−2uv

]
dy =

∫

G

fv dy (3.2)

для всiх v ∈ Π0 i задовольняє (1.2), (1.3) 1) в тому сенсi, що u ∈ Trα
0

для деякого α.

Зауваження 3.1. Умову (1.3) 2) не можна отримати з припущення
u ∈ Trα

0 , навiть якщо вимагати, щоб функцiї з Π0 її задовольняли.
Рiвнiсть (1.3) 2) (вона однорiдна) “мiститься” безпосередньо в (3.2)
(див., наприклад, означення узагальненого розв’язку задачi Неймана
для елiптичних рiвнянь в [25, c. 181]).

Для функцiй w, v : G→ R
1 визначимо вираз

L(w, v) =

∫

G

[ N∑

j=1

aj(y)|w|γj−2wyj
vyj
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+

N∑

j=1

bj(y)|w|γj−2wyj
v + g(y)|w|q(y)−2wv

]
dy.

Лема 3.1. Якщо виконуються умови (G), (Q1), (Γ1), (A1), (B1),
(D1), то для всiх u ∈ Π0, та i ∈ S2 виконується оцiнка

L(u, u)

≥
∫

G

[
a0

∑

j 6=i

|u|γj−2|uyj
|2 + (a0 − εNC3)|u|γi−2|uyi

|2 + g0|u|q(y)

]
dy

+
N∑

j=n+1

cj
∫

Gj

|u|γj |yj=ℓj
dy′j − C14(ε), (3.3)

де C14 > 0,

cj =

{
b0
γj
, якщо bj задовольняє умови б) чи г) з (B1),

0, iнакше,

для кожного iндекса j ∈ {n+ 1, . . . , N}.

Доведення. Нехай u ∈ Π0, i ∈ S2 6= ∅. Зрозумiло, що

L(u, u) ≥
∫

G

a0

N∑

j=1

|u|γj−2|uyj
|2 dy +

N∑

j=1

Ij + g0

∫

G

|u|q(y) dy, (3.4)

де Ij =
∫
G bj(y)|u|γj−2uyj

u dy, j = 1, N . Оцiнимо отриманi iнтеграли.
Використавши оцiнку (2.6) з α0 = γmax − 2, α1 = 2, отримаємо

∫

G

|u|γmax dy =

∫

G

|u|γmax−2+2 dy ≤ C3

∫

G

|u|γmax−2|uyi
|2 dy. (3.5)

Нехай j ∈ {1, . . . , N}. Зрозумiло, що Ij =
∫
G

bj

γj

∂
∂yj

(|u|γj ) dy = I∗j −I∗∗j ,
де

I∗j =

∫

∂G

bj
γj

|u|γj cos(ν, yj) dS, I∗∗j =
1

γj

∫

G

(bj)yj
|u|γj dy.
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а) Якщо j ∈ S1 та j ≤ n, то з умови (1.2) матимемо, що

I∗j =

∫

∂Ω×[0,ℓn+1]×···×[0,ℓN ]

bj
γj

|u|γj cos(ν, yj) dS = 0,

а з нерiвностi Юнга з показником γmax

γj
> 1 та оцiнки (3.5) отримаємо

I∗∗j ≤ b1

γj

∫

G

|u|γj dy ≤ ε

∫

G

|u|γmax dy + C15(ε)

≤ εC3

∫

G

|u|γmax−2|uyi
|2 dy + C15(ε). (3.6)

б) Якщо j ∈ S1 та j ≥ n+ 1, то з умови (1.3) одержимо, що

I∗j =

∫

Gj

bj
γj

|u|γj dy′j

∣∣∣∣
yj=ℓj

yj=0

=

∫

Gj

bj
γj

|u|γj |yj=ℓj
dy′j ≥

b0
γj

∫

Gj

|u|γj |yj=ℓj
dy′j ,

(3.7)
а iнтеграл I∗∗j оцiнюємо за допомогою (3.6).

в) Якщо j ∈ S2 та j ≤ n, то з (1.2) знову матимемо I∗j = 0 i, крiм
того, I∗∗j = 0.

г) Якщо j ∈ S2 та j ≥ n+ 1, то I∗j задовольняє (3.7), а I∗∗j = 0.
Тому з (3.4) отримаємо (3.3).

Використаємо наведенi факти для доведення такої теореми.

Теорема 3.1. Якщо виконуються умови (G), (Q1), (Γ1), (A1)–
(F1),

γmax

2
≤ γmin, (3.8)

то гранична задача (1.1)–(1.3) має розв’язок, причому вектор α з

означення 3.1 має вигляд α = (γ1

2 , . . . ,
γN

2 ).

Доведення. Використаємо метод Гальоркiна. Нехай {w1, . . . ,
wm, . . . } — база в Π0, um(y) =

∑m
µ=1 z

m
µ wµ(y), y ∈ G, де числа

zm
1 , . . . , z

m
m ∈ R шукаємо як розв’язки системи рiвнянь

L(um, wµ) =

∫

G

fwµ dy, µ = 1,m. (3.9)

Нехай P = (P1, . . . , Pm), Pµ(z) = L(hm, wµ) −
∫
G fw

µ dy, z = (z1, . . . ,
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zm) ∈ R
m, µ = 1,m, де hm(y) =

∑m
i=1 ziw

i(y), y ∈ G. Оскiльки (див.
(3.5) для u = hm ∈ Π0)

∫

G

fhm dy ≤ ε

∫

G

|hm|γmax dy + C16(ε)

∫

G

|f |
γmax

γmax−1 dy

≤ εC3

∫

G

|hm|γmax−2|hm
yi
|2 dy + C17(ε), (3.10)

де i ∈ S2, то з леми 3.1 випливає, що

L(hm, hm) −
∫

G

fhm dy

≥
∫

G

[
a0

∑

j 6=i

|hm|γj−2|hm
yj
|2 + (a0 − εNC3 − εC3)|hm|γi−2|hm

yi
|2

+ g0|hm|q(y)

]
dy +

N∑

j=n+1

cj
∫

Gj

|hm|γj |yj=ℓj
dy′j − C18(ε), (3.11)

де ε > 0. Тому при малих ε > 0 матимемо, що

(P (z), z)Rm

=
m∑

µ=1

(L(hm, wµ) −
∫

G

fwµ dy)zµ = L(hm, hm) −
∫

G

fhm dy

≥ a0

2

∫

G

N∑

j=1

|hm|γj−2|hm
yj
|2dy − C18(ε) −→

|z|→+∞
+∞.

Тому з твердження 2.1 випливає iснування необхiдних нам сталих
zm
1 , . . . , z

m
m — розв’язкiв системи (3.9).

Домноживши (3.9) на zm
µ i пiдсумувавши за µ, отримаємо

L(um, um) =
∫
G fu

m dy. Використавши (3.11) з um замiсть hm, одер-
жимо, що

∫

G

[
a0

∑

j 6=i

|um|γj−2|um
yj
|2

+ (a0 − εNC4 − εC3)|um|γi−2|um
yi
|2 + g0|um|q(y)

]
dy
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+

N∑

j=n+1

cj
∫

Gj

|um|γj |yj=ℓj
dy′j ≤ C18(ε). (3.12)

Вибравши ε > 0 досить малим, з (3.12) отримаємо оцiнку (2.11) з
u = um, βj = γj − 2, j = 1, N . Тодi з теореми 2.1 отримаємо, що

∥∥ |um|β−2um;W
1,

γmin
β−1 (G)

∥∥ ≤ C19, (3.13)

де стала C19 > 0 не залежить вiд m. При цьому умова (2.8) виконує-
ться, бо γ1, . . . , γN ≥ 2 > 1, умова (2.9) випливає з (3.8), а число β ≥ 2
справджує оцiнку

γmax

2
+ 1 ≤ β ≤ γmin + 1. (3.14)

Принагiдно зауважимо, що γmin
β−1 ≥ 1, а якщо нерiвнiсть (3.8) строга,

то β можна вибрати так, щоб виконувалася умова γmin
β−1 > 1.

Зрозумiло, що | |um|
γj
2
−1um|2 = |um|γj . Оскiльки |um|

γj
2
−1um

yj
=

2
γj

(|um|
γj
2
−1um)yj

, то

|um|γj−2|um
yj
|2 =

[
|um|

γj
2
−1um

yj

]2
=

4

γ2
j

[
(|um|

γj
2
−1um)yj

]2
.

Тодi з оцiнок (3.5), (3.12) отримаємо, що

∫

G

[
| |um|

γj
2
−1um|2 + | (|um|

γj
2
−1um)yj

|2
]
dy ≤ C20. (3.15)

Тому iснує пiдпослiдовнiсть {umk}k∈N ⊂ {um}m∈N така, що для j ∈
{1, . . . , N}

|umk |
γj

2 −1umk −→
k→∞

χj
0,

(
|umk |

γj

2 −1umk
)
yj

−→
k→∞

χj слабко в L2(G).

(3.16)
Використавши оцiнку (3.13), теорему Кондрашова та леми 1.28 i

1.18 [21, c. 47, 39], одержимо, що якщо β задовольняє (3.14), то можна
вважати, що

|umk |β−2umk −→
k→∞

|u|β−2u сильно в L
γmin
β−1 (G) та майже скрiзь в G.

Тому χj
0 = |u|

γj

2 −1u для кожного j ∈ {1, . . . , N}. Тодi зi збiжностi в
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сенсi розподiлiв з D∗(G) випливає, що χj = (χj
0)yj

, j = 1, N .
Здiйснимо тепер граничний перехiд в (3.9) з m = mk. Нехай j ∈

{1, . . . , N}, k ∈ N, µ = 1,mk. Розглянемо спочатку вираз

J2
k =

∫

G

aj |umk |γj−2umk
yj
wµ

yj
dy.

Нехай γj = 2. Тодi з (3.16) випливає, що umk
yj

−→
k→∞

uyj
слабко в L2(G),

i тому

J2
k =

∫

G

aju
mk
yj
wµ

yj
dy −→

k→∞

∫

G

ajuyj
wµ

yj
dy.

Нехай γj > 2. Тодi |umk |γj−2umk
yj

= Z(y, umk)|umk |
γj
2
−1umk

yj
, де

Z(y, umk) = |umk |
γj
2
−1. При нашому γj функцiя Z є неперервною.

Якщо s =
2γj

γj−2 = 2 + 4
γj−2 > 2, то з (3.15) отримаємо

∫

G

|Z(y, umk)|s dy =

∫

G

|umk |γj dy ≤ C20.

Тому з твердження 2.2 одержимо, що

J2
k =

∫

G

Z(y, umk)|umk |
γj
2
−1umk

yj
ajw

µ
yj
dy

−→
k→∞

∫

G

|u|
γj
2
−1 2

γj

(
|u|

γj
2
−1u

)
yj
ajw

µ
yj
dy.

Тепер перейдемо до границi в молодших доданках. Оскiльки γj ≥
2, то так само, як i для iнтеграла J2

k , отримаємо, що

J1
k ≡

∫

G

bj |umk |γj−2umk
yj
wµ dy −→

k→∞

∫

G

bj |u|
γj
2
−1 2

γj

(
|u|

γj
2
−1u

)
yj
wµ dy.

З (3.12) та збiжностi майже скрiзь в G випливає, що |umk |q(y)−2umk

−→
k→∞

|u|q(y)−2u слабко в L
q(y)

q(y)−1 (G). Тому

J0
k =

∫

G

g|umk |q(y)−2umkwµ dy −→
k→∞

∫

G

g|u|q(y)−2uwµ dy.
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В результатi граничного переходу, з (3.9) отримаємо рiвнiсть (3.2)
з замiною v на wµ. За допомогою стандартного замикання, звiдси
отримуємо рiвнiсть (3.2).

Зауваження 3.2. З теорем вкладення Соболєва (див., наприклад,
[21, c. 47]) вiдомо, що

W
1,

γmin
β−1 (G) 	 L

N
γmin
β−1

N−
γmin
β−1 (G) = L

Nγmin
N(β−1)−γmin (G)

за умови γmin
β−1 < N . Тому з оцiнки (3.13) випливає, що

∫

G

|um|
Nγmin(β−1)

N(β−1)−γmin dy =

∫

G

| |um|β−2um|
Nγmin

N(β−1)−γmin dy ≤ C21.

Якщо вибрати, наприклад, β = γmin+1, то матимемо обмеженiсть по-

слiдовностi {um}m∈N в просторi L
Nγmin
N−1 . Отже, узагальнений розв’я-

зок задачi (1.1)–(1.3) належить до L
Nγmin
N−1 (G).

4. Мiшана задача для нелiнiйного

параболiчного рiвняння з виродженням

Використаємо отриманi в попередньому пунктi результати для до-
ведення iснування розв’язку мiшаної задачi (1.4)–(1.6). Нехай Ω ⊂
R

n — обмежена область з кусково-гладкою межею ∂Ω, Qt1,t2 = Ω ×
(t1, t2), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T . Припустимо, що виконуються умови (Q2),
(Γ2). Введемо додатковi позначення. Нехай

γmax i γmin – вiдповiдно найбiльше та найменше числа серед
γ1, . . . , γn,

rmax = max{r, γmax}, rmin = min{r, γmin},

qmax = max{q2, γmax}, qmin = min{q1, γmin},

S2 — множина тих i ∈ {1, . . . , n}, що γi = rmax, S1 = {1, . . . , n} \
S2.

Домовимося, що якщо s > 1, то s′ = s
s−1 , тобто 1

s + 1
s′ = 1. Таким чи-

ном, означимо функцiю q′ : Ω → R та числа r′, γ′1, . . . , γ
′
n, q

′
1, q

′
2, γ

′
max,

γ′min, r
′
max, r

′
min, q

′
max, q

′
min > 1. Нехай

[v]M =
n∑

i=1

(∫

Ω

|v|γi−2|vxi
|2 dx

) 1
γi

,
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W γ
M (Ω) — множина дiйсних функцiй v : Ω → R

1, для яких [v]M <
+∞, |v|β−2v|∂Ω = 0, де β взято з (3.14), V = W γ

M (Ω) ∩ Lq(x)(Ω),

U(Q0,T ) =

{
u : (0, T ) → V

∣∣∣∣
∫

Q0,T

[ n∑

i=1

[
|u|

γi
2
−1(|u|

γi
2
−1u)xi

]γ′

i + |u|q(x)

]
dx dt < +∞

}
,

W 1,γ
0 (Ω) = {u ∈ W 1,1

0 (Ω) |uxi
∈ Lγi(Ω), i = 1, n}, Z = W 1,γ

0 (Ω) ∩
Lq(x)(Ω), Z(Q0,T ) = {v : (0, T ) → Z | ‖v;Z(Q0,T )‖ < +∞}, де

‖v;Z(Q0,T )‖ =
n∑

i=1

‖vxi
;Lγi(Q0,T )‖ + ‖v;Lq(x)(Q0,T )‖, v ∈ Z(Q0,T ).

Означення 4.1. Узагальненим розв’язком мiшаної задачi (1.4)–(1.6)
називається функцiя u ∈ U(Q0,T ) ∩ L1(0, T ;W 1,1

0 (Ω)), |u|r−2u ∈
C([0, T ];W−1,q′max(Ω)), яка задовольняє початкову умову (1.6) та рiв-

нiсть

∫

Q0,T

[
|u| r

2
−1 2

r
(|u| r

2
−1u)tv +

n∑

i=1

ai|u|
γi
2
−1 2

γi
(|u|

γi
2
−1u)xi

vxi

+
n∑

i=1

bi|u|
γi
2
−1 2

γi
(|u|

γi
2
−1u)xi

v + g|u|q(x)−2uv

]
dx dt

=

∫

Q0,T

fv dx dt (4.1)

для всiх функцiй v ∈ Π1 = {v ∈ C1(Q0,T ) | v|∂Ω×[0,T ] = 0, v|t=0 = 0}.

Припустимо, що виконуються умови:

(A2): ai ∈ L∞(Q0,T ), ai(x, t) ≥ a0 > 0 майже для всiх (x, t) ∈ Q0,T , де
i = 1, n;

(B2): для кожного i ∈ {1, . . . , n} функцiя bi ∈ L∞(Q0,T ) задовольняє
одну з умов:

а) якщо i ∈ S1, то (bi)xi
∈ L∞(Q0,T ),

б) якщо i ∈ S2, то bi(x, t) ≡ b̃i ∈ R
1;
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(D2): g ∈ L∞(Q0,T ), 0 < g0 ≤ g(x, t) ≤ g0 < +∞ майже для всiх
(x, t) ∈ Q0,T ;

(F2): f ∈ L
γmax

γmax−1 (Q0,T ).

Зрозумiло, що Z∗ = W−1,γ′

(Ω)+Lq′(x)(Ω), де W−1,γ′

(Ω) = [W 1,γ
0 (Ω)]∗,

W 1,qmax
0 (Ω) 	 Z 	 W 1,qmin

0 (Ω), W−1,q′min(Ω) 	 Z∗
	 W−1,q′max(Ω).

З теореми 1 [4, c. 311] випливає, що

Lq2(0, T ;Lq(x)(Ω)) 	 Lq(x)(Q0,T ) 	 Lq1(0, T ;Lq(x)(Ω)).

Тому Lqmax(0, T ;W 1,qmax
0 (Ω)) 	 Z(Q0,T ) 	 Lqmin(0, T ;W 1,qmin

0 (Ω)),

Lq′min(0, T ;W−1,q′min(Ω)) 	 [Z(Q0,T )]∗ 	 Lq′max(0, T ;W−1,q′max(Ω)).

Зауваження 4.1. Нехай W̃ = {z | z, zt ∈ Lq′max(0, T ;W−1,q′max(Ω))}.
Можна показати, що

W̃ 	 C([0, T ];W−1,q′max(Ω)), C∞([0, T ];W−1,q′max(Ω)) = W̃

i для всiх w ∈ W̃ , ϕ ∈ C1([0, T ]) виконується формула iнтегрування
частинами

T∫

0

wt(t)ϕ(t) dt = w(T )ϕ(T ) − w(0)ϕ(0) −
T∫

0

w(t)ϕ′(t) dt. (4.2)

Доведемо таке твердження.

Теорема 4.1. Нехай виконуються умови (Q2), (Γ2), (A2)–(F2) i,

крiм того,

1)
rmax

2
≤ rmin, 2)

γmin

r − 1
> 1, 3) qmax ≥ γmin

γmin − (r − 1)
, (4.3)

γmax

r − 1
≤ 2. (4.4)

Тодi мiшана задача (1.4)–(1.6) має узагальнений розв’язок u такий,

що

∫

Q0,T

[ n∑

i=1

[
(|u|

γi
2
−1u)xi

]2
+

n∑

i=1

[
|u|

γi
2
−1u

]2
+ |u|q(x)

]
dx dt < +∞, (4.5)
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∥∥ |u|r−2u;L
γmin
r−1 (0, T ;W

1,
γmin
r−1

0 (Ω))
∥∥

+
∥∥(|u|r−2u)t;L

q′max(0, T ;W−1,q′max(Ω))
∥∥ < +∞. (4.6)

Доведення. Доведення теореми проведемо методом елiптичної регу-
ляризацiї. Для кожного ε > 0 розглянемо граничну задачу

−ε(|uε|r−2uε
t )t + |uε|r−2uε

t −
n∑

i=1

(ai|uε|γi−2uε
xi

)xi

+
n∑

i=1

bi|uε|γi−2uε
xi

+ g|uε|q(x)−2uε = f, (4.7)

uε|∂Ω×[0,T ] = 0, (4.8)

uε|t=0 = 0, uε
t |t=T = 0. (4.9)

Оскiльки виконується (4.3) 1), то з теореми 3.1 випливає iснування
функцiї uε — розв’язку задачi (4.7)–(4.9). Ця функцiя для всiх фун-
кцiй v ∈ Π1 задовольняє рiвнiсть

∫

Q0,T

[
ε|uε| r

2
−1 2

r
(|uε| r

2
−1uε)tvt + |uε| r

2
−1 2

r
(|uε| r

2
−1uε)tv

+
n∑

i=1

ai|uε|
γi
2
−1 2

γi
(|uε|

γi
2
−1uε)xi

vxi
+

n∑

i=1

bi|uε|
γi
2
−1 2

γi
(|uε|

γi
2
−1uε)xi

v

+ g|uε|q(x)−2uεv

]
dx dt =

∫

Q0,T

fv dx dt, (4.10)

та вiдповiднi оцiнки з теореми 3.1. З оцiнок (3.12), (3.15) випливає,
що

∫

Q0,T

[ n∑

i=1

[
(|uε|

γi
2
−1uε)xi

]2
+

n∑

i=1

|uε|γi + |uε|q(x)

]
dx dt ≤ C22. (4.11)

Стосовно цих оцiнок вiдзначимо таке. З (F2) випливає iснування та-
кого i0 ∈ {1, . . . , n}, що γmax = γi та (див. (3.10))

∫

Q0,T

fuε dx dt ≤ δ

∫

Q0,T

|uε|γi0 dx dt+ C23(δ)

∫

Q0,T

|f |
γmax

γmax−1 dx dt, δ > 0.

(4.12)
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У процесi доведення аналогу леми 3.1 та теореми 3.1 тiльки для
нашої задачi доданки, що мiстять bi, оцiнюємо через iнтеграл
δ
∫
Q0,T

|uε|γi0 dx dt, а потiм використовуємо оцiнку (3.5). Тому, виби-
раючи δ > 0 так, щоб a0 − δ > 0 чи ще меншим, ми отримаємо оцiнки
(4.11), причому, стала C22 > 0 не залежить вiд ε > 0. Принагiдно
зауважимо, що в оцiнцi (4.12), взагалi кажучи, не можна взяти rmax

замiсть γmax. Якщо r = rmax > γmax, то δ > 0 треба вибирати так,
щоб ε − δ > 0. У цьому випадку стала C22 > 0 буде залежати вiд
ε > 0, а це нас не влаштовує.

Крiм (4.11), отримаємо оцiнку

ε

∫

Q0,T

| (|uε| r
2
−1uε)t|2 dx dt ≤ C24,

де стала C24 > 0 також не залежить вiд ε > 0. Звiдси та з умови (4.9)
отримаємо

ε

∫

Q0,T

|uε|r dx dt = ε

∫

Q0,T

| |uε| r
2
−1uε|2 dx dt

≤ εC25

∫

Q0,T

| (|uε| r
2
−1uε)t|2 dx dt ≤ C26,

де стала C26 > 0 не залежить вiд ε > 0, якщо, наприклад, ε ≤ 1.
З отриманих оцiнок випливає iснування послiдовностi {uεm}m∈N

⊂ {uε}ε>0 такої, що

(|uεm |
γi
2
−1uεm)xi

−→
εm→0

χi
γi
2
, |uεm |

γi
2
−1uεm −→

εm→0
χ γi

2

слабко в L2(Q0,T ), i = 1, n,

|uεm |q(x)−2uεm −→
εm→0

χq слабко в Lq′(x)(Q0,T ),

√
εm(|uεm | r

2
−1uεm)t −→

εm→0
χ0

r
2

слабко в L2(Q0,T ).

Цих збiжностей буде недостатньо для граничного переходу в (4.10).
Тому отримаємо додатковi оцiнки на функцiї {uε}ε>0. Нехай

〈F (t)v, z〉Z =

∫

Ωt

[
fz −

n∑

i=1

ai|vε|
γi
2
−1 2

γi
(|v|

γi
2
−1v)xi

zxi

−
n∑

i=1

bi|v|
γi
2
−1 2

γi
(|v|

γi
2
−1v)xi

z − g|v|q(x)−2vz

]
dx, t ∈ (0, T ),
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〈Fu,w〉Z(Q0,T ) =
∫ T
0 〈F (t)u(t), w(t)〉Z dt. Оскiльки для кожного i ∈

{1, . . . , n}

1
2γi

(γi−2)γ′

i

+
1
2
γ′

i

=
(γi − 2)γ′i

2γi
+
γ′i
2

=
γ′i
2

(γi − 2

γi
+ 1
)

=
γ′i
2

(2γi − 2

γi

)
= γ′i

γi − 1

γi
= 1,

то з нерiвностi Юнга зi сталими 2γi

(γi−2)γ′

i
> 1, 2

γ′

i
> 1 одержимо

| |uε|
γi
2
−1(|uε|

γi
2
−1uε)xi

|γ′

i

= |uε|
(γi−2)γ′

i
2 |(|uε|

γi
2
−1uε)xi

|γ′

i

≤ C27(|uε|γi + |(|uε|
γi
2
−1uε)xi

|2).

Використавши цi оцiнки та (4.11), отримаємо, що F (t)uε(t) ∈ Z∗. Крiм
того, для всiх z ∈ Z(Q0,T ) отримаємо нерiвнiсть

〈Fuε, z〉Z(Q0,T ) ≤ C28

{
n∑

i=1

( ∫

Q0,T

|zxi
|γi dx dt

)1/γi

+
n∑

i=1

( ∫

Q0,T

|z|γi dx dt

)1/γi

+ ‖z;Lq(x)(Q0,T )‖
}
.

де стала C28 > 0 не залежить вiд ε. Отже, ‖Fuε; [Z(Q0,T )]∗‖ ≤ C29, а
тому

‖Fuε;Lq′max(0, T ;W−1,qmax(Ω))‖ ≤ C30, (4.13)

де стала C30 > 0 не залежить вiд ε.
Вiзьмемо в (4.10) v(x, t) = ϕ(t)z(x), (x, t) ∈ Q0,T , де ϕ ∈ C∞([0, T ]),

ϕ(0) = 0, z ∈ Z, що законно. Отримаємо рiвнiсть

∫

Q0,T

[
ε|uε| r

2
−1 2

r
(|uε| r

2
−1uε)tϕ

′z + |uε| r
2
−1 2

r
(|uε| r

2
−1uε)tϕz

]
dx dt

=

T∫

0

〈F (t)uε(t), z〉Z ϕ(t) dt.

Нехай ûε = |uε| r
2
−1 2

r (|uε| r
2
−1uε)t. Тодi попередня рiвнiсть набуде ви-

гляду
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ε

T∫

0

〈ûε(t), z〉Z ϕ
′(t) dt+

T∫

0

〈ûε(t), z〉Z ϕ(t) dt =

T∫

0

〈F (t)uε(t), z〉Z ϕ(t) dt,

або

〈
ε

T∫

0

ûε(t)ϕ′(t) dt, z

〉

Z

+

〈 T∫

0

ûε(t)ϕ(t) dt, z

〉

Z

=

〈 T∫

0

F (t)uε(t)ϕ(t) dt, z

〉

Z

.

Завдяки довiльностi z ∈ Z звiдси одержимо таку рiвнiсть в Z∗:

ε

T∫

0

ûε(t)ϕ′(t) dt+

T∫

0

ûε(t)ϕ(t) dt =

T∫

0

F (t)uε(t)ϕ(t) dt. (4.14)

Якщо ψ ∈ C∞
0 ((0, T )) i в (4.14) взяти ϕ = ψ, то ця рiвнiсть означає,

що в сенсi простору Z∗ виконується рiвняння

−εûε
t (t) + ûε(t) = F (t)uε(t), t ∈ (0, T ), (4.15)

причому похiдна ûε
t розумiється в сенсi простору розподiлiв D∗(0, T ;

Z∗). З рiвностi (4.14) отримаємо, що в сенсi простору Z∗

ûε(T ) = 0. (4.16)

Дiйсно, оскiльки ûε ∈ W̃ (див. зауваження 4.1), то ûε ∈ C([0, T ];
W−1,q′max(Ω)) i для цiєї функцiї виконується формула iнтегрування
частинами (4.2). Застосувавши її до першого доданка в (4.14), одер-
жимо, що

εûε(T )ϕ(T ) − ε

T∫

0

ûε
t (t)ϕ(t) dt+

T∫

0

ûε(t)ϕ(t) dt =

T∫

0

F (t)uε(t)ϕ(t) dt.

Вiднявши вiд цiєї рiвностi вираз (4.15), помножений на ϕ та зiнтегро-
ваний за t ∈ (0, T ), одержимо εûε(T )ϕ(T ) = 0. Оскiльки число ϕ(T )
можна вибрати, наприклад, рiвним 1

ε , то остання рiвнiсть перетвори-
ться на (4.16).
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Легко переконатися, що формула

ûε(t) =
1

ε

T−t∫

0

e−
T−t−η

ε F (T − η)uε(T − η) dη, t ∈ (0, T ) (4.17)

задає розв’язок задачi (4.15), (4.16). Ясно, що функцiя ϕ(s) = |s|q′max ,
s ∈ R, є опуклою, бо q′max > 1. Тому для функцiї ξ : (0, T ) → R

з [24, c. 59] при V = H = R випливає оцiнка

∣∣∣∣∣
1

ε

τ∫

0

e−
τ−s

ε ξ(s) ds

∣∣∣∣∣

q′max

≤ 1

ε

τ∫

0

e−
τ−s

ε |ξ(s)|q′max ds, τ ∈ (0, T ). (4.18)

В наступних двох нерiвностях писатимемо ‖·‖ замiсть ‖·;W−1,q′max(Ω)‖.
Використавши (4.17) та (4.18), отримаємо, що

T∫

0

‖ûε(t)‖q′max dt ≤
T∫

0

(
1

ε

T−t∫

0

e−
T−t−η

ε ‖F (T − η)uε(T − η)‖ dη
)q′max

dt

≤
T∫

0

dt
1

ε

T−t∫

0

e−
T−t−η

ε ‖F (T − η)uε(T − η)‖q′max dη

=

T∫

0

‖F (T − η)uε(T − η)‖q′max

(
1

ε

T−η∫

0

e−
T−t−η

ε dt

)
dη.

Оскiльки при замiнi змiнних t τ , де T − t− η = τ , отримаємо

1

ε

T−η∫

0

e−
T−t−η

ε dt = −1

ε

0∫

T−η

e−
τ
ε dτ =

1

ε

T−η∫

0

e−
τ
ε dτ ≤ 1

ε

∞∫

0

e−
τ
ε dτ = 1,

то з попередньої нерiвностi одержимо, що

T∫

0

‖ûε(t)‖q′max dt ≤
T∫

0

‖F (T−η)uε(T−η)‖q′max dη =

T∫

0

‖F (t)uε(t)‖q′max dt.

Враховуючи (4.13) та те, що
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ûε = |uε| r
2
−1 2

r
(|uε| r

2
−1uε)t =

1

r − 1
(|uε|r−2uε)t,

матимемо, що
∥∥(|uε|r−2uε)t;L

q′max(0, T ;W−1,q′max(Ω))
∥∥ ≤ C31, (4.19)

де стала C31 > 0 не залежить вiд ε.
Отримаємо додатковi оцiнки на елементи множини {|uε|r−2uε}ε>0.

Припустимо, що i ∈ {1, . . . , n}. З умови (4.3) випливає, що γi

r−1 > 1
(рiвнiсть тут виключається завдяки умовi (4.3) 2)). Тому з оцiнки
(3.7) для G = Q0,T ,

α0 = (r − 2)
γi

r − 1
− 2 +

γi

r − 1
= γi − 2,

α1 = 2 − γi

r − 1
, α2 =

γi

r − 1
,

одержимо, що

∫

Q0,T

| 1

r − 1
(|uε|r−2uε)xi

|
γi

r−1 dx dt =

∫

Q0,T

| |uε|r−2uε
xi
|

γi
r−1 dx dt

=

∫

Q0,T

|uε|(r−2)
γi

r−1
−2+

γi
r−1

+2−
γi

r−1 |uε
xi
|

γi
r−1 dx dt

=

∫

Q0,T

|uε|α0+α1 |uε
xi
|α2 dx dt ≤ C6

∫

Q0,T

|uε|α0 |uε
xi
|α1+α2 dx dt

= C6

∫

Q0,T

|uε|γi−2|uε
xi
|2 dx dt.

Перевiримо можливiсть використання оцiнки (3.7):





α1 ≥ 0,
α2 ≥ 0,
α1 + α2 ≥ 1,
α0 + α1 + α2 > 1,

⇐⇒





2 − γi

r−1 ≥ 0,
γi

r−1 ≥ 0,

2 − γi

r−1 + γi

r−1 ≥ 1,

γi − 2 + 2 − γi

r−1 + γi

r−1 > 1,

⇐⇒





γi

r−1 ≤ 2,
γi

r−1 ≥ 0,

2 ≥ 1,
γi > 1.

Зрозумiло, що останнi спiввiдношення виконуються. Отже, за умов
теореми маємо
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∫

Q0,T

|(|uε|r−2uε)xi
|

γi
r−1 dx dt ≤ C32,

де стала C32 > 0 не залежить вiд ε. Звiдси одержимо, що

∥∥ |uε|r−2uε;L
γmin
r−1 (0, T ;W

1,
γmin
r−1

0 (Ω))
∥∥ ≤ C33, (4.20)

де стала C33 > 0 не залежить вiд ε.
Вiдомо, що якщо s1 ≤ s2, тоW 1,s2

0 (Ω) 	 W 1,s1
0 (Ω). ТомуW−1,s′1(Ω)

	 W−1,s′2(Ω) (тут 1
s2

≤ 1
s1

, тобто 1 − 1
s′2

≤ 1 − 1
s′1

, 1
s′1

≤ 1
s′2

, s′2 ≤ s′1). У
нас

|uε|r−2uε ∈ L
γmin
r−1
(
0, T ;W

1,
γmin
r−1

0 (Ω)
)
	 L

γmin
r−1 (Q0,T ),

а з умови (4.3) отримаємо, що

qmax ≥ γmin

γmin − (r − 1)
,

q′max

q′max − 1
≥ γmin

γmin − (r − 1)
,

q′max ≥ γmin

γmin − (r − 1)
(q′max − 1),

q′max

( γmin

γmin − (r − 1)
− 1
)
≤ γmin

γmin − (r − 1)
,

q′max(γmin − (γmin − (r − 1)) ≤ γmin,

тобто q′max ≤ γmin
r−1 . Тому L

γmin
r−1 (Ω) 	 Lq′max(Ω) 	 W−1,q′max(Ω).

Пiдсумуємо нашi результати. Ми маємо трiйку просторiв

W
1,

γmin
r−1

0 (Ω)
K

	 L
γmin
r−1 (Ω) 	W−1,q′max(Ω) (4.21)

та оцiнки (4.20), (4.19). Тодi з твердження 2.3 та леми 1.18 [21, c. 39]
випливає, що

|uεm |r−2uεm −→
m→∞

|u|r−2u сильно в L
γmin
r−1 (Q0,T ) та майже скрiзь вQ0,T .

(4.22)
Отже, χq = |u|q(x)−2u, χ γi

2
= |u|

γi
2
−1u, χi

γi
2

= (|u|
γi
2
−1u)xi

, i = 1, n.

Тому, записавши (4.10) для ε = εm та спрямувавши m→ ∞, отрима-
ємо (4.1).

З (4.21) випливає, що W
1,

γmin
r−1

0 (Ω)
K

	 W−1,q′max(Ω). Дiйсно, якщо

{zm}m∈N — обмежена послiдовнiсть в просторi W
1,

γmin
r−1

0 (Ω), то, мож-
ливо при переходi до пiдпослiдовностi, {zm}m∈N — сильно збiжна в

L
γmin
r−1 (Ω) до деякого z. Тодi
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∥∥z − zm;W−1,q′max(Ω)
∥∥ ≤ C34

∥∥z − zm;L
γmin
r−1 (Ω)

∥∥ −→
m→∞

0.

Отже, застосовуючи пункт 3) твердження 2.4 для M1 = W
1,

γmin
r−1

0 (Ω)
(нормований простiр є пiвнормованою множиною), A1 = W−1,q′max(Ω),

отримаємо, що Y
K

	 C([0, T ];A1). Тому |u|r−2u∈C([0, T ];W−1,q′max(Ω))
i, зокрема, задовольняє початкову умову (1.6) в тому сенсi, що ця
функцiя є границею послiдовностi функцiй, що задовольняють умову
(1.6). Теорему доведено.

Виявляється, що вiд умови (4.4) можна вiдмовитися.

Теорема 4.2. Нехай виконуються умови (Q2), (Γ2), (A2)–(F2),
(4.3). Тодi мiшана задача (1.4)–(1.6) має узагальнений розв’язок u,
який задовольняє оцiнки (4.5), (4.6).

Доведення. Нехай uε — розв’язок задачi (4.7)–(4.9). Повторимо дове-
дення теореми 4.1 до формули (4.19) включно. Проте замiсть (4.20)
отримаємо дещо iншу оцiнку. Нехай M1 — пiвнормована множина з
теореми 2.2 при N = n, G = Ω, причому βi = γi−2(r−1)

r−1 . Використавши

нерiвнiсть Гельдера з показником βi+2
mini βi+2 ≥ 1, одержимо, що

T∫

0

[|uε(t)|r−2uε(t)]mini βi+2
M1

dt

≤ C35

T∫

0

n∑

i=1

(∫

Ω

| |uε|r−2uε|βi |(|uε|r−2uε)xi
|2 dx

)min
i

βi+2

βi+2

dt

≤ C36

∫

Q0,T

n∑

i=1

| |uε|r−2uε|βi |(|uε|r−2uε)xi
|2 dx dt+ C37

= C36

∫

Q0,T

n∑

i=1

|uε|(r−1)βi+(r−2)2|uε
xi
|2 dx dt+ C37

= C36

∫

Q0,T

n∑

i=1

|uε|γi−2|uε
xi
|2 dx dt+ C37 ≤ C38.

Отже, {|uε|r−2uε}ε>0 — обмежена множина в Y з твердження 2.4 при
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A1 = W−1,q′max(Ω), p1 = q′max, p = mini βi + 2 = γmin−2(r−1)
r−1 + 2 = γmin

r−1 .

Вiзьмемо A0 = L
γmin
r−1 (Ω). З наслiдку 2.1 теореми 2.2 випливає, що

M1

K

	 Lmini βi+2(Ω) = L
γmin
r−1 (Ω) = A0. Крiм того, A0 	 A1. Тому, як

i в теоремi 4.1 (використовуючи твердження 2.4 замiсть твердження
2.3), можна отримати (4.22). Далi доведення завершується, як i в
теоремi 4.1.

Приклад. Нехай в умовах теореми 4.1 γ1 = · · · = γn = 2, r ≥ 2. З
умови (4.3) отримаємо, що

{
r
2 ≤ 2,
2

r−1 > 1,
⇔
{
r ≤ 4,
2 > r − 1,

⇐ r < 3.

Отже, якщо r ∈ [2, 3), q2 ≥ 3
3−r , то в теоремi 4.1 показано iснування

узагальненого розв’язку такої мiшаної задачi:

|u|r−2ut − ∆u+ |u|q(x)−2u = f(x, t), (4.23)

u|∂Ω×[0,T ] = 0, u|t=0 = 0. (4.24)

В цьому модельному випадку умова (4.4) не накладе нiяких додатко-
вих обмежень на r, q, бо виконується автоматично.
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